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К ВОПРОСУ О ГЛОБАЛЬНОЙ Р А З Р Е Ш И М О С Т И * — 
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В случае начально-краевой задачи для нелинейного уравнения составного типа, являющейся 
математической м о д е л ь ю ряда нестационарных физических процессов, приведены условия 
на начальные данные, о б е с п е ч и в а ю щ и е как Глобальную разрешимость, так и разрушение 
классического решения за конечное время Г0. , 

" 1. ВВЕДЕНИЕ . 
Целью настоящего исследования является изучение вопроса, о существовании и несущество­

вании глобального во времени решения начально-краевой задачи для нелинейного уравнения со-
ставноготипа <м : 

Щг-Ыихх-$иххи = f(uxx), ; / (1.1) 

и(х, 0) = и0(х), ut(x, 0) = их{х), (1.2) 

7 w(0,f) ^ м ( 1 , 0 = 0, 4 (1.3) 
описывающего волны в средах с высокочастотной дисперсией и модельной нелинейностью [1J. 
Отметим, что в [2] исследовались : начально-краевые задачи-для родственного уравнения r?-" \ •1 

Utt-uuxx-§uxxtt = ф(м х ) х , 

обобщающего волновое уравнение с высокочастотной дисперсией в упругих стержнях 

ип- [а0 + пах{их)п~х]ихх-$uxxtt = 0. 

В связи с этим исследование начально-краевой задачи (1.1)-(1.3) существенно опирается на тех­
нику работы [2]. • •• • • ^ • 

Отметим также, что в [3] исследовались начально-краевые задачи для близкого нелинейного 
уравнения составного типа: 

и « « ' + а и х х - - Ш « ) « = °> Ш " ) = Pw-q>(w). 

2. Д О С Т А Т О Ч Н Ы Е УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ И НЕСУЩЕСТВОВАНИЯ 
Г Л О Б А Л Ь Н О Г О ВО В Р Е М Е Н И РЕШЕНИЯ" З А Д А Ч И (1.1)—(1.3) 

Т е о р е м а 1. Для любых и0(х), щ(х) е С '[0,1], ы0(0) = и0(1) = м,(0) = и,(1) = 0, и для/is) локально 
липшиц-непрерывной, найдется TQ> 0 такое, что существует единственное классическое ре­
шение 

" u(x,t)e С<2)(Г0, Г0);С<2)Г0, l j ) , ' ! ; i 

причем, если [f(s)\ ш A js

Qdyf(y) + В,А,В>0, то Т0 = +с°,а если выполнены следующие условия: 

! ) jo("ox"i.v + ^u0xxuixx)dx>0, н - - Г " s + У.;; 

^Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (коды проектов 99 01-00013,01-01-06002). 
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0 0 

7psinh(l/p) 

с другой стороны, каждое решение u(x,t) е С([0, 71; С [0,1]) интегрального уравнения (2.1), где 
(2) 

и0(х), щ(х) е С [0, 1] и и 0(0) = и0(1) = щ(0) = = 0, является классическим решением задачи 
(1.1)41 .3). 

Введем оператор 
/ 1 

Sw = M 0 ( * ) + M i ( * ) f + JJ ( f - T ) G t e ^ 
0 0 

Применим теорему Банаха о неподвижной точке к отображению Sw, действующему на замкну­
том выпуклом ограниченном подмножестве 

P(U,T) = {иеХ(Т),\и\Х(Т)<2и + Ц, U = Ы с . [ 0 > 1 ] + II" i J c . [ a i , . 

функционального пространства 

Х ( Т ) = {и(х, t): и е С([0, Г ] ;С ( 2 ) [ 0 , 1]), u(0,t) = u(l,t) = 0}, ^ 

пополненного по норме 

Ы у т = max [ max \их(-91)\ + max \ихх(; t)\]. 
V } 0<t<T 0<x<\ 0<x<l 

С этой целью сначала докажем, что отображение Sw действует из P(U,T)B P(U, Т), поскольку S 
очевидно действует из Х(Т) в Х(Т): 

(Sw)x = u0x(x) + ulx(x)t + ll^ 
0 0 

; 5 (Sw)xx = и0хх(х) + ulxx(x)t + 
11 t 

+ JJ(r - x ) G x x ( ^ $ ) [qw K + - / ( w K ) ] d £ A - ± J(t - T)[aw w + / ( ^ ) ] Л . 
0 0 о 

Очевидно, существуют такие постоянные Cj и Q , что 

|M| x m<f/ + r C / + C 1 r 2 [ 2 f / + l + 9 ( 2 f / + l ) ] , ф(л) = max|/(j)| r 

| | 5 w | | x ( r ) < f/ + CXT[C2(2U +1.) + ф ( 2 ( / + 1 ) ] 

2) fc{ub*f^ + tul„}dx + fcdxft-№ds£0, 

3 ) f(s)s s 2 ( 2 8 + 1 )f0f(s)ds + 2 8 a / , 8 > 0 , 

mo T0 < +oo, причем lim(\\ux(x, t)\\l + fiWu^ix, t)\\l) = +~. 

Доказательство. Локальная разрешимость и единственность. Используя технику работы 
[2], можно доказать, что любое классическое решение w(je,i) е~ С ([0, 7]; С [0,1]) задачи (1 .1)-
(1.3) удовлетворяет следующему интегральному уравнению: 

u{x,t) = и0(х) + uv(x)t + jj(t -x)G(x9^)[au^ + f(u^)]d^dx, (2.1) 
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при Т< 1 / 2 . Если, кроме того, . :,. , л s 

т < • (1 t / + l ^ 
- m u \ 2 ' Cx[C2{2U+l) + ф ( 2 [ / + 1 ) ] / 

то 

. | | 5w | ! X ( r ) < 2 ( 7 + 1 . 

Теперь докажем, что отображение w при достаточно малом Г относительно U является стро­
го сжимающим на множестве P(U9 Т): 

(Swl-Sw2)x = fl(t~%)Gx{x,$)[a(wlkJi-w2#) + 

0 0 :V:.':' i • • '= " 

t 1 

( S H ^ - S H ^ = J J(f - x)Gxx(x, £) [<x(w l K - + / ( w ^ ) - /(W2̂ )]4</T, 
0 0 

t 

-p J(' - t)[a(w!„ - w 2 „) + - /(w2„)]rfc. 

Отсюда следует существование таких констант С 3, С 4, С 5, что 

HSw, - 5 W 2 j | X ( ^ к ( С з Т ^ ^ С t 4 + C 5 ( t / ) ] j W l - : 

где f{s) локально липшиц-непрерывна, C5(U): \f(si) -f(s2)\ ^ C^lOta - s2\, \si\, \s2\ < 2U + 1. Из no^ 
следнего неравенства следует 

}Swl - 5 w 2 | | X ( r ) < ||w, - w 2 | | X ( r ) / 2 ' 

при 

T < . a u+i i а 
- U 'C 1[C 2(2f/+l) + 9 ( 2 f / + l ) ] ' ^ C 3 t C 4 + C 5 ( f / ) ] J -

Таким образом, доказана однозначная разрешимость локально во времени. 
Справедлива ; .... ] 

(2) 
Теорема 2 (см. [2, теорема 2 . 1 ] ) . Пусть щ(0) = и 0 ( 1 ) = щ(0) = ^ ( 1 ) = 0,щ{х) 9 щ(х) е С [ 0 , 1 ] , и 

f(s) локально липшиц-непрерывна. Тогда интегральное уравнение ( 2 . 1 ) имеет единственное ре-
(2) (2) 

шение и(х91) е С ([0, Г 0 ) ; С [0, 1 ] ) , где [0, Г 0 ) - максимальней интервал времени существова­
ния решения. Более того, если 

<̂ OVI|MJIC<1,[0-11 + I | M J C < , , [ 0-1 I ) < + 0°' 
то Т0 = +«>. 

Доказательство в точности повторяет доказательство теоремы 2 . 1 из работы [2]. 

Глобальная разрешимость задачи (1.1)-(1.3) 

Умножая обе части уравнения' ( 1 Л ) на и^ и интегрируя по частям получившееся выражение 
на промежутке [ 0 , 1 ] , получаем 

l k , | 2 + Ф « | 2 + Р 1 М * + 2 | J mdsdx 
V % 0 0 ^ 

= 0. 
dt 

\ 
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Отсюда при условии, что и 0 , щ(х) е С [0, l] , / (s) непрерывна, получим 5 

E{t) = \и£+ Ф«И1 + Э1М2 + -2 | / / (* )ЛЛг = 

о о 
1и0*;с 

(2.2) 

= IK Лг + ФоJ2 + + 2 j J Л*)<*"Ь = £(0) . 

О о Предположим теперь, что выполнено условие 1) теоремы 1. Дифференцируя соотношение 
(2.1) два раза по х и два раза по t, получаем 

uxxtt = - ^ ^ - р Л ^ + | ^ Д а м ^ + /(^)]4. 
о 

Умножив обе части (2.3) на w^, получим , 

(2.3) 

d 
dt 

f i 
UXXt Q M X J C 

v P о J 0 -

Интегрирование обеих частей уравнения (2.4) по времени г дает 
и 

2 

0 00 

(2.4) 

" L + + р J ^ W + 2 j | G „ ( x , $ ) [ С С И К + / ( и « ) ] ^ и « т Л , (2.5) 

где 

г , ч 2 , О С • 2 , 2 
Л 1 W - — Ulxx + QU0xx + р | Л*)Д 

« 4 + p " L + р J / Ш ^ Е ^ х ) + J. a J l G ^ * , £ ) 1 Ы ^ + 2 C 6 J | / ( ^ ) | ^ 
? г- 1 

о 
Г г 1 

oL о 
S^OO + J a J | G „ ( j c > ^ ) | | i i K | ^ + 2 C 6 A j J / ( j ) A ^ + 2 C 6 B 

oL о о о : 
(2.6) 

0 L 

0 о 
<Ех{х) + J r f c [ C 8 + С9Е(0)]\иххх\ <Ег(х) + [С 8 + С 9 £ ( 0 ) ] 2 у + J | n „ J 2 A . 

о о 
Умножив обе части неравенства (2.6) на А и добавив к полученному быражению 1В1§ из условия 1) 
теоремы 1, получим 

А * 4 , ++р1Л " , х ) | * M i ( T ) + ЦМих„\ 2d%. (2.7) 

Применение неравенства Гронуолла (см., например, [4]) из (2.7) дает 
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Таким образом, - • • ; • •••• ' л • • ••. * • = 

0 |^ г 1 | "« | | С ( о, 1] + o l l l j ^ i c i o . И +

 0 | l J| r l l / ( M - ) l lc [0 , i1 *Mi(TJ-

Дифференцируя (2.1) по х и по t с учетом (2.8)лполучаем 

0|u| r|["ic[o;i] ̂ мз(^> ' ̂ I k ' l c io , и * м 4 ( ^ ) ' " 

963 

(2.8) 

а из (2.3) следует ^fyllOlctu, п - M * v .* 

Таким образом, приходим к выводу, что, в силу теоремы 2, при условии 1) теоремы 1 будет 
Т0 = + о о , т.е. существует единственное глобальное во времени решение задачи (1.1)-(1.3). 

Разрушение за конечное время классического решения 
задачи (1.1)-(1.3) 

Пусть выполнены все условия теоремы 1. Введем функцию 

тогда 

F(t) = J ( ^ + PnL)dx, 

F(t) = 2^{uxuxt+$uxxuxxt)dx, 
о 

l l 

Как легко видеть, из условий (1)-(3) имеет место следующая цепочка неравенств: 

г- 1 

F{x)Fn(t)-{\+b)[F\t)Y>F 2 J( и 2, + P*L)<** + 2J(uxuxgt + $uxxuxxtt)dx -

о 

- 4( 1 + 8 ) J ( 4 + P«L )^c > 2 F -o[«L<& - | / ( м „ ) и х х Л - (28 + l ) J ( i & + P«L)<k 

> 2 F - a ( 2 6 + 1)JI4<&-2(28 + 1) j / ( s ) d s - ( 2 8 + 1 ) J ( M L + P«L)<^ > - 2 F £ ( 0 ) > 0 . 

Учитывая, что F(t) > О, и, кроме того, в силу условия 1) теоремы 1, F(0) > 0, и согласно резуль­
татам работ [2], [5] приходим к выводу, что Т0 < +°°, причем 

t/*T0 

Теорема 1 доказана. 
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В заключение автор считает приятным долгом выразить признательность своим*учителям 
А . Г . Свешникову за ценные замечания, улучшившие содержание статьи, и Ю.Д. Плетнеру за по­
лезное обсуждение полученных в работе результатов. . 
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