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К ВОПРОСУ ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ КОМИ ДЖ.СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ АМБИПОЛЙРНОЙ 
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Поступила в редакцию 14.04.2000 г. 

Рассматривается задача Коши для системы уравнений амбиполярной диффузии. Получена, , 
точная оценка остаточного числа асимптотики при больших временах. 

• ] { 7 " ' ' " м - 1 . В В Е Д Е Н И Е ?" ' " " U : ! 

Целью настоящего исследования является получение точной оценки остаточного члена 
асимптотики при больших временах решения системы уравнений амбиполярной диффузии, в 
безразмерных переменных имеющей вид (см. Ш ) А А * , ' ~ : . ; 

(1.1) 

(1.2) 

ч _ > , Аф = v-u, (1.3) 

и(х, 0) = и0(х) >,0,^ v(x, 0) = v0(x) > 0, xeUN, N>3, , (1„4) 

фСМ) = T 1, и = -y~N

e, v = - y - N , - , a = 6 = Z)€; 

здесь ф(х, г) - кулоновскйй потенциал самосогласованного электрического поля, Ne wNt- кон­
центрация электронов и ионов соответственно, De и Д - коэффициенты диффузии электронов 
и ионов соответственно. Данная система уравнений описывает диффузию заряженных частиц в 
слабо ионизированном газе. Отметим, что система уравнений, обобщающая (1.1)—(1.3) в ограни­
ченной области, изучалась в [2]. Система уравнений (1.1)—(1.4) исследовалась в [3], где была по­
лучена качественная оценка остаточного члена асимптотики. В связи с этим и возникает задача 
получения точной оценки, для чего существенно используется техника и некоторые результаты 
из [4]. Заметим, что в настоящей статье рассматривается случай N> 3, а случаи N= 1, 2 требуют 
отдельного исследований; л *' /-i ; ? - иЛ^ V <>А -л . - * '" 

2. Г Л О Б А Л Ь Н А Я РАЗРЕШИМОСТЬ И А П Р И О Р Н Ы Е О Ц Е Н К И 
Справедлива .:(?*'vV'U•"' • ..• vi- ">b| ;,v ... - г - v <г*'-

Теоремш 1. Для любых W 0(JC), V0(X) G С(2 + VftR*) n W1,/7(R") n W2' '(R"), /? G [1, ~], «оОО, 
v0(x) > 0 существует единственное классическоерешениеlu(x;fyv(x, t) G C(1) ((13, +~); C(2\RN)), 
<p(jc, 0 E C((0, оо) ; C(2)(R")) задачиЦЛ)-(^:4);такае,чп10 . ,; ; A - 3 М ч ; - L 

и(*, 0, V ( X , 0 G C([0, oo); l^R*)), /7 G [1, o o ] , 
^Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 99:01-00013). 

= Дм 4- div(«V(p), 
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и(х, 0, v(x, /) е l~ ( |0 , о » ) ; W2'"(U\ р е [ 1 , о о ] , 

ut,vteV([0,oo);lp(UN), р е [ 1 , - ~ ] , 

' . : Ф(.м)е С((0 ,оо ) ; w 2-^")), ; . 
причем данноереШениеудЪвлетворяет следующим впргюрньш оценкам: •'' iv.' 

N U N U I M L < I N U N I , < | K « P H I ^ I M , . 

M p ~ ( c 2 + c 3 t ) m - U p ) ' r M " й ( c 2 + c / ) m - U p ) , 2 , . p € [ 1 ' o o ) ' Q > ° ' * = l ' 4 ' 

Доказательств©, ' ! ''' v " : { l 

Шаг 1 . Локальная разрешимость и единственность. Рассмотрим вспомогательную систему 
уравнений '\ : :'г"..... ; 

и(0 = Ga(0 * и0 + | & V G a ( * - s) i Уф( 5 ) ] , (2.1) 
О 

v(t) = Gb(t) * v0 + jdsVGb(t-'s)* [v(s)Vq>(s)], ' (2.2) 
o. 

где знак * - свертка по пространственной переменной, 

Ga(x,t) = (47c0" W 2 exp[- | jc | 2 / (4a 2 0i , Gb(x9't) = (4rcf)~" / 2exp[-|jc| 2/(4fc 20]. 

Здесь в качестве решения уравнения (1.3) взят ньютоновский потенциал (2.3) (см. [3]). Посколь­
ку для любого классического решения, в котором в качестве решения (1.3) взято (2.3), справед­
ливо представление (2.1)-(2.3), а с другой стороны, любое решение системы уравнений (2.1)-
(2.3) класса С(1)(0, Г; С(2)(1й^)) является классическим решением системы (1.1)—(1.4), то, стало 
быть, системы уравнений (1.1)—(1.4) и (2.1Н2.3) в классе СШ(0, Г; С(2)(^)) эквивалентны с точ­
ностью до выбора решения уравнения (1.3). Поэтому переводим к доказательству локальной 
разрешимости системы уравнений (2.1 )-(2.3). 
- Определим : ,улгУ\ . i-
f ! ; у(м, л/)Ш{ф^ tr) Ф 2(^;м)), : / 

где , 

Фх(и; v) = Ga(t) * и0 + jdsVGa(t-s) * [u(s)V(p(s)], 

Ф 2(^; и) = Gb{i) * v 0 - fdsVGb(t-s) * [v(s)Vq>(s)], 

и для произвольного T > 0 рассмотрим множество , . ; . i 

£ г = {(и, v ) е С([0, Г]; Г ( ^ ) п х £ ( [ 0 , Г ] ; 1 ^ ) n l k R ^ ) ) : ||{и> v)|| < ^ - } , 

где j : v : : . , • 

| | ( w , v ) | |= sup { | |M(0IL + IIV (0IL + IIM(0III + N 0 I I I } . 
, ; r€ [ о , т ] - • • *' • ' ' • • * ; ' • * ' ' - • - : • • 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 41 № 5 2001 



АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ 785 

Пусть, кроме того, BR - {(и, v) G Ет: v)| | < R}. Докажем, что при достаточно большом Л > О 
и малом Т > 0 отображение v) строго сжимающее на множестве BR. С этой целью докажем 
сначала, что это отображение действует из BR в BR. Действительно, 

t 

\®х(и; v)\l< | | M o |U + jdslVGa(t-\Hs)V(p(*)L< 
0 

|̂|"о|и + ср5(?-5Г1/2||Ы(5)Уф(^)|и<||Мо|и + г 1 / 2 с | | | ( м , 

поскольку 

\\VGa(t)\\^Cfu\ 

l |V(pL<C fdy 
aw 

1 \u(y,t)-v(y,t)\ 
\x-y\ -

+ C 

где О г (л) -шар радиуса г > 0 с центром в точке ж. Из последнего неравенства получаем 

ijvvftuy'rtii«i-Ии,+ (1и'4уи . • 

Теперь докажем неравенство 

Действительно, ' 
t t 

\\Фг(ц, v)l< \\u0l + lds\\VG^t-s)\\M^^)h £ N l i + С ^ - ^ М У ф ^ ) ! ! ! < 
о • • .; • о 4 ; 

t 

<\\u0\\l + CJds(t-SymHs)\\l\W^)L<\\u0\\l + стУ2\\(и, V)f. 

Аналогичным образом получаем 
| Ф 2 ( ^ ; u)\l<\\v0\l + TU2C\\(u, V)\\\ | | 0 2 (v ; u)l<\\Vo\\l + TluC\\(u, v 1/2 y 

Стало быть, 

Щи%у)\\& \\(и0, v0)\\ + TmC\\(u,v 

Отсюда вытекает, что при ||(w0, VQ)|| < R/2 и Т< l/(4C2R2}: имеет место неравенство v) | | < Л 
V(w, v) G Таким образом, приходим к выводу, что отображение v) действует из в 5д 
при выполнении условия Т < 1/(4С2/?2). j 

Перейдем к доказательству строгой сжимаемости отображения v). Пусть (иь vi), (w2, v 2) G В Л . 
Рассмотрим разность 

Vi) = JdsVGa(>--s) * { ( м 1 - и 2 ) У ф 1 - м 2 ( У ф 2 - V ^ ^ } . 
о 

Оценим последнее равенство по норме L (к у. 

| |Ф,( И 1 ; v 1 ) - # 1 ( M 2 ; v 2 ) t < C r 1 / 2 t f sup {Ци, -и2||.. + ||Ml - u 2 l + ||vt - v2\\„ + ||v, - v 2 | , } < 
re [О, T] ч 

, < / ? C r l / 2 | | | ( M l - M 2 , v , - v 2 ) | | , ' 
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поскольку 
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\\VGa(t)\\^Cfm, '." 

| Ф , ( и , ; У , ) - Ф , ( И 2 ; v 2 ) | | , < C r 1 / 2 sup { Ц м г - ^ Ы ^ ф Ц . + Ц ^ Н . Ц У ф г - У ф , ! ^ } , 
t е [О, Г] 

Аналогичным образом получаем 

| | Ф 2 ( v x ; - Ф 2 ( v 2 ; H ^ I L < RCTm\\(u{ - и2, v\ - v2)\\, 

| | Ф 2 ( ^ ; иг) - Ф 2 ( ^ 2 ; И 2 ) | | ! < RCTm\\{ux - и2, - v 2 ) | | . 

Из полученных оценок вытекает, что 

vx) - у(и 2, v2)\\ < RCTm\\{ux - u29 vx - v2)\\ < 0.511(11! - u2, vx - v2)\\ 

при T< l/(4R2C2) с некоторой постоянной 0 < С < +<*>, откуда следует, что оператор \|/(w; v) сжи­
мающий на множестве BR. 

Таким образом, система интегральных уравнений (2.1)—(2.3),имеет единственное решение ( и , v). 
Шаг 2. Классическая разрешимость системы уравнений амбиполярной диффузии. Докажем, 

что построенное решение системы уравнений (2.1)-(2.3) является классическим. Для этого до­
статочно доказать, что 

div(wVcp), div(vVcp) е 1~([0, Г ] ; Lip(KN)) П С ( 0 )([0, Т] х UN). 

Подробное доказательство этого утверждения получено авторами и будет опубликовано позднее. 
Действительно, в этом случае (см., например, [5]) Фх(и; v), Ф 2 ( ^ и) принадлежат классу 
О1' 2 )((0, Т) х UN). Введем обозначения 

(х, 0 = J dyGa(x - у, t)u0(y)9 g02(x, i) = J dyGb{x - у, 0 v 0(y), 

gx(x,t) = J J d y ^ V y G e ( j c - y , r - 5 ) M ( y , 5 ) V y 9 ( y , 5 ) , 

g2(x> 0 = j I dydsVyGb(x -y,t- s)v(y, s)Vyq(y, s). 

Отметим, что goi(*> 0 и grafo О П Р И * > 0 - бесконечно дифференцируемые функции, поэтому пе­
реходим к анализу функций gY(x, t) и g2(x, t): г .. • * 

\g\(x, t) - gx(x\ t)\ г г . 
! ^ < J J *feds| V zG a(z, * - ?)| x 

x Г ^ H 5 ) - y + u ) V ( p ( l + J } 

< C j J <fc<fc 3 _ _ e x p { - C | z | 2 / [ a V - s)]} x 
(/• — ^ ) 

O p " 

JC -J t 
— u(x+z, s) 

JC—JC 
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Рассмотрим отдельно выражение .. 
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Эф(х, О Эф(у, Q 
Эх,- dyt 

\х-у\ 1 < sup 
/ = 1 

Э ф(х, о 
Эх,Эх, 

Справедливо следующее представление для второй производной ньютоновского потенциала [6]; 

d^J) = г д'^Х~У)(и(у, t) - и(х, t) + v(x, t) - v(y, t))dy + 
OXiOXj J OXiOXj Br{x) 

Эх-

Рассмотрим отдельно каждое слагаемое предыдущего равенства: 

J 
Вг(х) 

Э Т ( х - у ) : 
dxtXj 

(м(у, О - u(x,t) + v(x,'t) - v(y, i))dy < 

< I pM \u(x + z, t) - u(x, t) + v(x, t) - v(x + z, t)\dz < CiMx + Mi) j r i r r * ^ Ctfw]i + ^ь>' 

[W(x, о - v(x, 0] J 9 r ^ y ) v / y ) ^ < ( | | u | L + M L ) J 

Br(0) 

Э Т ( х - у ) 
Эх,Эх7 

Отсюда получаем 

\х-у\=г 

[u(y,t)-v(y, t)]dy 

\z\ = I 

ЭГ(г) ^ < C ( N L + IML), 

< С J I U{X + Z , 0 - V(X + 01 * < C(|| М | | ! + 11 V | I !>. 

sup 
7 = 1 

Э ф(х, t) 
dx(dxj 

ucau^ + iv], + ||M|L + JklL + Nli + lk|| 1). , 

Таким образом, 

x - X 
где 

\[uhl= sup 1^, 0 - ^ 2 , 0 | 
[0 ,T ]xR"xI* \У1-Уг\ 

Поскольку u(x, t) = g0i(x, t) + gi(x, t), то приходим к выводу, что 

^)ll|["]i|oo + It^liUlK", + ||(w, V)\\ ]; 

аналогично, для v(x, i) выводим i 

|MiL ^ + СГ 1 / 2 [ | | (^ , Ц и ] ^ + |[vl^lKn, v)| | + v)||2], 
откуда немедленно получаем 

{[u0\ + [v0)x) + CTmR2 

| K ] | o o < -
1 - C T m R 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 41 № 5 2001 8* 
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при t G [О, Г], Т< 1/(4С2/?2), Т> 0. Аналогичная оценка имеет место для v(x, t). Тем самым дока­
зано, что функции w(x, t), v(x, t) являются липшиц-непрерывными по х равномерно по t е [0, Г], 
ограниченными и непрерывными при (х, t) е RN,х [0, Г]. Используя стандартный алгоритм 
продолжения решения во времени, можно доказать, что решение системы уравнений (2.1)—(2.3) 
липшиц-непрерывно по х и непрерывно во времени на интервале существования решения 
t е. (0, Г т а х ) . Точно так же, как при выводе оценки (2.8) работы [7, с. 321], получаем 

ах( ах( 

Докажем теперь, что div(i*Vq>) е 1~([0, Г]; Lip(f f ) ) . Так как и, ve С([0, Т\\ Lip(R") n IT(IR")), то 
ньютоновский потенциал ф(х, 0 е С((0, Г); С\ШМ)) и Дф(х, Г) = v(x, 0 - U(x, t), поэтому 

ёгу(иУф) = (Vw, Уф) + м ( 7 - м ) . 

Поскольку и, V G С([0, 7]; Lip(R^) n L"(IR")), то u(v-и) e C([0, T]; Lip(R*)). Позже докажем, 
что Vu G L^R^). Поэтому справедлива следующая цепочка неравенств: 

| (Vn ,V9) ( y i ) - (Vn ,V9) (y 2 ) | 
sup 

У1,у2сШ" 
< 

< sup K"».)-v»W.V'P&.))l+ s n p 

|У1-У2| 

1(ф(у 1)-Уф(у 2),У Ц(у 2))1^ 

\Уг-У2\ 

< sup < 
*e [0 ,Г] 

i = 1 

Эф ди~ + ди Эф" -

Эхг оо _дх(_ 1 Эх, оо -Эх,. 1 оо-

<С sup < 
te [0,Т)\ 

[U, V) 

4 = 1 

Эи 
-Эх̂  

ди 

Эх; 
(ItnliU + IIvlxL+IKu, v)||) 

Аналогичным образом можно доказать, что &iv(v4<$) G В_о°([0, Г]; Lip(R )). Тем самым дока­
зана классическая разрешимость задачи (1.1)—(1.4) локально во времени. 

Маг 3. Доказательство принадлежности решений классу 

и(х, 0, V(JC, 0 G L"([0, Г ] ; W 2 ' P ( R " ) ) , /7 G [1, + о о ] , 

И„ V , G Г([0, Г ] ; L'(lf )), /7 G [ 1 , + о о ] . 

Докажем сначала, что Vw, V VG L P ( R ^ ) ДЛЯ р е [1, о о ] . Как мы уже раньше замечали, поскольку 
и, V G С([0, Г]; L i p ( R * ) п L ^ R * ) ) , то ф(х, 0 е С((0, Г); C2(R*)) и Аф = v-и и справедливо следу­
ющее равенство: 

• J J dydsVyGa{x -y,t- s){Vu(y, s), VqKy, 

O R " 

При 0<t<T имеем 

| | У И | | ^ | | У И о 1 , + . С Г 1 Я ! 1 , И ( ^ - И ) | | р + . С Г 1 / 2 | | У М | | р | | ( И , v) | |< 

^Vu0\\p + CTv\u,v)f+CTm\\Vu\\p\\(u,v)\\, pe [ l . o o ) , 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ ток 41 № 5 2001 
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• v ||VM|U < ||V«0||„ + G:r1/2|!(«, лл>||2+.С7:1 /2||V ;M||J|(М, , Р = .«.,. 

откуда получаем оценки 

789 

n l / 2 „2 
I IVM I I < 

1 - сг 1 / 2я , Г е-[О, Г], 

V M _ ^ - — Р , * е . [ 0 , Г ] , Г < 1 / ( 4 С 2 Я 2 ) , , . Q < f < 7 \ 
• 1 - С Т /? " ;'' " : 1 

Аналогичным образом устанавливаются оценки для v(x, t). Таким образом, V M , W e ИДЯ^) 
для р е [1, оо ] . Поскольку v,ue С([0, Г]; LipCR^) n L°°(IRA')), то справедлива следующая цепочка 
равенств: ,-. . . v ^ • М | 

с И у ( м У ф ) = ( V M , V ( | ) ) + M ( V - M ) . 

Оценим последнее равенство по норме L^lR^Xpe [ 1 , оо ] : , : г < 

l | d i v ( « V 9 ) l p < ||(VM, V<p)||p + Ш - и)\\р < W4JV4P±\\u\UHP + \Ы\Р). 

Отсюда вытекает, что 

div(nV<p), div(vVcp)e L''(R'V), р е [1,°°] , 

Тем самым доказано, что 

и(х, t), v(x, t) € L~([0, T]; W 2 ' ^ ) ) ^ , v, e l~( [0 , Г]; L'flR")), /> e (1 , +°°). . 

Докажем теперь принадлежность u(x, t), v(x, t) классу L°°([0, T]; W 2 ' '(R^)). Имеет место неравен­
ство У--, • 

Эх, 
< 

Э У С а ( х - у , р 
Ф ^ ИоОО J J dydsVyGa{x -y,t- s)^-{u(y, s)[v(y, s)-u(y, s)]} 

0 D » ' 

J J dydsVyGa(x-y, t - s ) ( d V u ^ ' s ) , V 9Cv,.v) 
0 o » 

. 3 * 

Оценим теперь обе части предыдущего неравенства по норме ОДО^): 

sup 
te [О, Т) 

dVyu < dVyu0 

Уг 1 
n l / 2 , + CT.R sup 

" ' re [0,74 
+ 3 v 

i 
.+ СГ 1 / 2 Д sup 

Э.У, 

+ СТШл sup ОКиЦ. + ЫЪ + М . + Л). 
'< ю.п - " 

Отсюда при достаточно большом R и достаточно малом Т получаем, что 

u(x,t)eV([0,Ty,W2'1(UN)). 

Аналогичным образом получаем, что v(x, t) е L~([0,T]; W 2 ' \UN)). 
Данное решение может быть продолжено на максимальный интервал времени (0, Т т а х ) , при­

чем Г т а х = + о о , если 

sup (HL + ||u||, + ||v|L + Hi ) <+°°- (2.4) 
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Интегрируя уравнение (1.1) по всему пространству 1№ , получаем 

d 
dt) 

udx = 0. 

Справедлива следующая цепочка неравенств: 

| dxu(x, i) = J dxu+(x, t) + J dxu~(x, t) = j J X W Q ( X ) + j J X M Q ( X ) , 

IR^ RN UN UN 
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Шаг 4, Априорные оценки и глобальная разрешимость. Поскольку и(х, t)9 V(JC, t) G L°°([0, Г]; 
W P([R ) ) , p € [1, oo)r то справедливы следующие неравенства (см. [4, формула (2.11)]): 

J dxAuf(u(x, 0 ) ^ 0, j dxAvf(v(x,t))<09 (2.5) 

если f(s) :f(s) = sign(s) ,f(s) = sign(s - m ) +
 , / ( 5 ) = s ign(s) +

 , / ( 5 ) = s i g n ( 5 ) " , m > 0, где 

/ ( s ) = s i g n ( s - m ) + = (1,при 5 > m ; Q , при K m ) , ' 

/ ( 5 ) = s ign(s -m)~ = ( - 1 , при s<m; 0, при s>m). 

С другой стороны, поскольку 

и(;с, 0, V ( J C , 0 G 1°°([0, Г] ; W 1 ' ^ " ) ) п С ( 1 ) ( ( 0 , Г); С ( 2 ) ( К " ) ) П С ( ( 0 , Г); L ip (R" ) n L°° (R") ) , 

| ? G [1,<*>], 

то, в силу принадлежности и(х, t), v(x, t) классу С([0, Г]; Lip(IR^) n L^IR^)); ньютоновский потен­
циал cp(jc, 0 G С((0, Г); С ^ ( 1 Й * ) ) , и поскольку, кроме того, и(х, f), V(JC, 0 G С([0, Т]\ lp(U\pe [1, «>], 
то имеем ф(х, t) е L ([0, Г]; W ' (и )). Тем самым справедлива формула интегрирования по ча­
стям для функцийf(s) :f(s) = sign(s') ,f(s) = sign(s - m ) +

 , / ( 5 * ) = s ign(s) +

 9f(s) = sign ( я ) - , m > 0. 
Например, для/(w) = sign (и) получим 

Jdydiv(wV9)sign(w) = J d y ( V H , Vcp) + | ^ у | м | У ф = - Jdy|w|A(p+ Jdy|w|A<P = 0-

Таким образом, 

J dxdiv(uVq>)f(u) = 0, J dxdiv( vVy)f(v) = 0. (2.6) 

Докажем теперь априорные оценки 
N L < | W ( ) | L IklL^KolU, I N i < k l i > H I ^ H l ! . 

Умножим обе части уравнения (1.1) на функцию f(u) = sign(w) + и проинтегрируем получив-
дг 

шееся выражение по х G К . В силу соотношений (2.5), (2.6) получим 

4- f u(x)dx < 0. 
dtJ 

Аналогичным образом выводим следующие априорные оценки: 

u~dx<09 4- f \u\dxu0, 4- f (u-m)+dx<0. 
1 J J; dt J 

file:///u/dxu0
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и, аналогично, для v: 

pb 
~,\\v\"dx = -(p -Ц j I v\p ~2\Vv\ 2dx j\v\p(v -u)dx. 

R" UN UN 

Складывая равенства (2.7) и" (2,8), получаем ••, 

\d_ 
pdt a b (p - 1) J\v\ p- 2\Vy\ 2dx + (p - 1) J | « r _ 2 | V « | 2 ^ = 

= £—^ \(\u\p-\v\p)(v-u)dxu0, 

(2.8) 

откуда следует 

La b -
4 ( P - D j[|v(|Mr/2)r + |v(M"/2)|2]<o. 
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J dxu\x, i) < J dxtil(x)9" j dxu~(X?t)<j dxuQ(x)9 

J dx{u - m) +(x, t) = J dx(w0 - m)+(x, t), 

где m = || w01U, откуда получаем 

J dxu\x9 0 = j dxul(x)y j dxu~(x, t) = JdxwoC*)' | </x(w - m) +(x, 0 = 0. 

RN \ - R* . / •; R* UN UN 

Поскольку u0(x) > 0, то 0 <u(x9 t)< m почти всюду. Кроме того, 

J dx\u(x91)\ < J dx|w0C*)|-

Повторяя указанную процедуру применительно к уравнению (2.3), получаем 

0 < v(x, t)< I V Q I ^ П О Ч Т И всюду, | dx\v(x, t)\ < J dx\v0(x)\. 

Таким образом, справедливо неравенство (2.4). Тем самым доказана глобальная разрешимость 
системы уравнений (1.1)-(1.4). 

Докажем теперь оценки решения системы уравнений (1.1)—(1.4) по норме LP(IR^). 
Умножим обе части уравнения (1.1) на \ U\P~2 и (р > 2), а уравнение (1.2) - - н а ^ у р " 2 ^ (р > 2) и 

проинтегрируем по RN

9 в результате получим 

~ Ц ~ ^ | М ^ = J 1 " | / 7 _ 2 " А М Й ? Х + j div(u4(p)\u\p~2udx = -(р - 1) ̂  \u\p~2\Vu\2dx + г 
^ R * UN UN- R* 

+ J ( V n , У ф ) | м Г " 2 ^ х + | | и Г А ф Л = \\u\p~2\Vu\2dx + - J ( V ( M 0 v v 9 ) ^ . + ..- ( 2 J ) 
R ^ R * - R* ,t R* 

+ f\u\p(v-u)dx ^-(p-l) ^\u\p~2\Vu\2dx + ̂ ^ j\u\p(v-u)dx 

file:///
file://u/p~2
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z < (z 0 + Bt) 

Таким образом, отсюда имеем 

Ы 1 < С \ llvll < с * 
Р~(С2+С,ОТ l / " W 2 ' " P~(C2+C3t)m-UP)n':.\ 

_ N(a-l) + 2 , _ п 
Л / ( а - 1 ) ' С к > ° > к ~ 1 ' 4 -

Причем последние неравенства продолжаются на случай р е (1, +<*>) при помощи стандартной 
процедуры интерполяции пространств L P(R^) (см., например, [9]). Теорема доказана. 

3. А С И М П Т О Т И Ч Е С К О Е П О В Е Д Е Н И Е РЕШЕНИЯ ПРИ^ Б О Л Ь Ш И Х В Р Е М Е Н А Х 

Справедлива следующая 
Лемма 1 (см. [4, лемма 3]). Найдется некоторая постоянная Ср Vp е [1, ©о] такая, что 

где через * обозначена свертка по пространственной переменной, для каждой функции 

w е l\UN; 1 + \х\) сМ=\ Ndxw(x) 

G(x,t) = [4KtYN/2exp[-\x\2/4t], 

l\UN; 1 + \x\) = {w:(l + \x\)we l\UN)}. 
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Воспользуемся теперь интерполяционным неравенством из [4, лемма 1]: 

| k | | w P - i ) + 2 ] P / № - i ) , < cikiir^-'llvdwr^lL' 

Vpe [ 2 , + о о ) , we W2,P(UN) n l\UN). 

Введем функции 

/ , ( 0 = \\u\\p

pla\ f2(t) = \\u\\p

p/b2, ' 

тогда, воспользовавшись интерполяционным неравенством, получим 

jt(Ut) + Ш) + A(fl+ft) < 0, а = Ш^-П±11, 

где учтено, что 

I H ^ I I M O I I P ' I I V I I J ^ H V O I I P 

л _ . г л л | V _ А(р-\)Саа

 л Цр-1)СЬ2а 

Л - т 1 П 1 Л 1 , Л 2 ) , Ах - 2р,[М(Р-1)У Л2 - „ ||2р/[*(р-1)Г . 
- Plrolli Pll^olli ; 

Заметим, что в силу строгой выпуклости вниз функции лса, а е (1, + ° о ) , х > 0, справедливо нера­
венство (см., например, [8, с. 249]) 

/«+/«>_i_(/l+/2)«. 
Таким образом, для ос е (1, +<*>) справедливо неравенство ^ 

dz/dt + Bza<0, 

где г = / i +/ 2» ^ = А/2 а ~ \ из которого получаем 
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где 

P(p) = 
[ W ( l - l / / ? ) / 2 + l / 2 , если i V > 3 , 

J V ( 1 - l/p)/2 + 1 / 2 - 8 , если N = 3 V e > 0 , 

Mx = |Й?ХМ0(Х), M 2 = Jrfxv 0(jc); 

кроме того, 

где 

е(фщх, t) - Ф(Х, о н , < c 3 g, <? > щлг-1) , 

MiGa(y;.ty-M'2Gb(y,t) 1 f 
Ф ( * , t) = \dy 

(N-2)wNJ \x..y\ N-2 

\N{\-\lq)l2-\l2, если N>3, 
{N(1 - l/q)/2 - 1/2 - 8, если N = 3 Ve > 0 , 

Доказательство. Рассмотрим случай, когда и0(х), v0(x) е L ^ I R ^ ; 1 + |х|) n L ( IR f ) . Из ( 2 .1 ) , ( 2 .2 ) 
получим 

t 

u(i)-MxGa(t) = Ga(t) * u0-MiGa(t) + jdsVGa(t-s) . . Ц ^ У ^ ) ] , ( 3 . 1 ) 

v(i)-M2Gb{i) = Gb(f) * Vb-M2Gb{i)-^dsVGb{t-s)* [v(s)V(p(s)].' ( 3 .2 ) 

Оценим по норме LP(U ) соотношения ( 3 .1 ) , ( 3 . 2 ) и с учетом результата леммы 3 работы [4] 
получим 

\\и(1)-М,СМР^Сф0\\ ы . + 

? - W ( l - l / / > ) / 2 - l / 2 + 

И) •• 
jdsVGJJ-s) * [м(5)Уф(5)] 

| v(t) - M2Gb(t)\\p < С2р\\ v 0 | | l r N ; ; + w Г " ( 1 " l l p ) n - 1 / 2 + jdsVGb(t-s) * [v(^)V(p(5)] 

(3 .3 ) 

(3 .4 ) 

Дальнейшие рассуждения проведем на основе неравенства. ( 3 .3 ) , поскольку для неравенства 
(3 .4 ) рассуждения аналогичны. Теперь оценим последнее слагаемое неравенства ( 3 . 3 ) : , , г . • 

jdsVGa{t-s) * [ ф ) У Ф ( 5 ) ] < J ^ | | V - x||[M(^)Vф:(^)]|| p < CJ^(f-S)" 1 / 2||«Wll P < ? 1ltV(p( 5)||^, 
t/2 P t/2 t/2 

где l/qx + l/q2 = 1. Заметим, что <||У'ф11Р| < C(\\v\\Pi + ||w||P 2), l/px = l/p2 - l/N. (см., например, [10 , 
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12. Если и0, v 0 е L\RN; 1 + |х|) n тогда " ' 

V p e ( l , o o ) 3CXp>Q, C2p>Q : t^p)\\u{t)-MxGa{t)\\P^Clp:, ^p)\\v(tX-M2Gb(t)\\p<C~lpi 
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jdsVGa(t-s) * [M(.v)V<p(s)] 

t/2 

uCJit-sy ds<CtN[2-u"V2+\ N>3. 
P t/2 

Теперь рассмотрим следующую цепочку неравенств: 
t/2 

fdsVGa(t-s) * [u(s)Vq>(s)] 

t/2 

t/2 

^CJdsit-sy 
о 

0 

-N(l-\/p)/2-l/2n 

< 
P 0 

IK*)IUI|V(p(s)||P2, 

где l/px + l/p2= 1, | |Уф|| Р 2 <С(\\и\\Рз + Ы\Р}), \lp2=\lp,-\IN, \\VGa(t)lp < C f ^ 1 " > ^ 2 ~ " 2 . 

Отсюда получаем 
t/2 

jdsVGa(t-s) * [u(s)Vq>(s)] 

t/2 

p о 
r/2 

Щ\-\1р)Г1-т,п , ^ 4 -^[ l - l / P l ] /2 -^[ l - l / /7 3 ] /2 
( C 2 + C 3 s) я д ь 

-N(\-\lp)/2-\l2 J ( C 2 + C 3 5 ) - N[l-l/7V]/2 

Рассмотрим следующие возможные случаи: 1 ... I 

1) N> 3, тогда ЛГ(1 - 1/Л0/2 > 1; 
: 2)ЛГ=3, тогда Ml -1 /ЛГ) /2= 1. 

В случае 1) имеем 
t/2 , +оо 

1< 
С другой стороны. 

поэтому 

п

 v , U Л-Л̂ [1 - l/JV]/2 , . Г ,* ' п .-N[1-1/Щ/2я ^ , :\ C 2 + C 3 S ) Д,У< ( С 2 + С 3 $ ) Я £ < + ° о . 

ЛГ(2 - 1//7)/2 - 1 > N[ 1 - 1//?]/2 + 1/2, 

jdsVGa(t-s) * [ф )Уф(^)] 

Отсюда получаем утверждение теоремы с = N[1- 1/р]/ 2 + 1/2. В случае 2) получим 
t/2 

| ( C J + C J S ) - ' A < ± 1 „ ( ^ + 1 ) , 

откуда сразу же следует утверждение теоремы с (3(р) <N[l- 1/р] /2 + 1/2. Асимптотическая оцен­
ка для кулоновского потенциала ф(зс, 0 сразу же вытекает из (2.3), свойств потенциала Рисса [10] 
и асимптотического поведения функций и(х, t) и v(x, 0 - Теорема доказана. 

Сформулируем окончательный результат: получена точная оценка остаточного члена асимп­
тотики при больших временах в норме Lp: , 

Если и0{х\ v0(x) е V(l + \х\; RN) n Г(ИА то > . 

Г Ур е (1 , оо) ЗС1р > 0, С2р > 0 : Г Р ( / 7 ) | |и(0 -M x G a ( t ) \ \ P * СЛр9 - r P ( P V ( 0 - M 2 G b ( 0 | p < C 2 „ : . 
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с. 141]), рх = pq2. Отсюда получаем 

t 

1/2 -W[l-,l/(.ML)]/2 -N[\-l/Pi)/2 
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_ |ЛГ(1-1 / / ? ) /2+1 /2 , если N>3, 

^ " {лг(1-1//?) /2+1/2-8, если N==3 V e > 0 , 

(N-2)(oNJ ' \x-y\N~2 

_JN(i-l/q)/2-l/2, : если N>3, . 

" \N{l-llq)l2- 1 / 2 - 8 , если N = 3 V e > 0 , 

С другой стороны, в работе [4] получена 

рема Зо Пусть и0(х), v0(x) Е L+(IR ) n L+(R ) при (a 2 = b2 = 1) для некоторого p > N/2. 
Тогда найдется такая постоянная X > 0, что 

\\u(t) - MG(JC, 2х +1)11';+ ||v(0 - M G ^ U r t l ) ! ! ! + ||Уф(х, OJI2 & .- C -
; ( 2 / + 1 ) г 

где 

G(x,V) = [4тгг]"^ /2expt-|%|'2./4r], : Af = | ^ у м 0 ( у ) - = j r f y r 0 ( j ) . !; ; 1 r " 
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