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Рассматривается математическая модель динамики плохопроводящей жидкости в магнитном 
поле. Для гладких областей методом динамических потенциалов доказана однозначная раз­
решимость в классическом смысле соответствующей смешанной задачи. Для случая, когда 
область - прямоугольный параллелепипед, с помощью метода Фурье построено явное реше­
ние смешанной задачи, причем физический анализ построенного решения выявил интерес­
ный эффект стратификации объемного заряда. Аналогичный эффект ранее был выявлен 
при рассмотрении переходных процессов в полупроводниках. 

1. М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я МОДЕЛЬ Д И С С И П А Т И В Н Ы Х П Р О Ц Е С С О В 
В ПЛОХОПРОВОДЯЩЕЙ Ж И Д К О С Т И В М А Г Н И Т Н О М П О Л Е 

В гидродинамике диссипативные процессы определяются тремя величинами: двумя коэффи­
циентами вязкости и коэффициентом теплопроводности. В магнитной гидродинамике это число 
значительно возрастает как ввиду появления новых величин электрической природы, так и 
вследствие наличия в каждой точке выделенного направления - направления внешнего магнит­
ного поля, чем нарушается изотропия жидкости. В гидродинамике, как известно, вводится число 
Рейнольдса, характеризующее роль вязких членов в уравнениях движения по сравнению с кон­
векционными R - ul/v, где IKU~UI- характерные параметры длины и скорости для данного дви­
жения жидкости, v - коэффициент вязкости. Наряду с этим числом в магнитной гидродинамике 
можно ввести магнитное число Рейнольдса 

, 2 ' ' . . ' " ' * 
TP, Ul С ; > R = — v = 

где a - проводимость среды. 

Система уравнений магнитной гидродинамики (см., например, [1]) допускает существенное 
упрощение в предельном случае плохо проводящей жидкости, т.е. когда R m <̂  1 (см. [1, с. 340]). 
Так, система уравнений магнитной гидродинамики при R m <̂  1 вместе с линеаризованными урав­
нениями Эйлера и непрерывности для однородной несжимаемой невязкой жидкости во внешнем 
магнитном поле В 0 = В0е3 в линейном приближении имеет вид 

Д3ф: = V 0 ,rotv), (1.1) 

= _ i V p + 2j[В0, Уф] + - [ В 0 , [В 0 , v]] 1, (1.2) 
ot ро с\ с 

divv = 0. 

^Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 99-01-00013). 
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Для удобства перепишем уравнение (1.2) покомпонентно: f ; * ' 
] * dv{ Q I dp оВ0дц> 1 

- ^ г — + = 5 ^ 
м* , at РоОХ\ с ох2 

dv2 1 dp оВ0д(р ' ,л л ч 
. 3 7 + Р̂ 2 = + - (1.3) 

ЭУ3 _ 1 Эр 
Э/ Ро^^з' 

где р - аВ1/с. Воспользовавшись принципом Дюамеля, из уравнений (1.3) получим 

1 dp оВ0дц> 

v 2 ( r , 0 = ; , (1.4) 

v 3 ( r , . 0 = v 3 0 ( r ) - J^|f 
3 

о 
Подставляя полученные выражения в уравнение (1.1), получаем интегродифференциальное 

уравнение малых колебаний в плохопроводящей жидкости: . ^ л : : t ? ^ 
г 

Д , ф - р р т е х р [ - р ( г - х ) 1 А 2 ф = / , ( л , г ) , л-е й , (1.5) 
о . ;. ,. , г .... . . ,-, 

где 

• Bo(dv20 dvx 

Q - ограниченная односвязная область с границей Эй е А(1> h \ В дальнейшем будем предполагать 
fx(x, t) =? О, что имеет место при условии . . : ?- -

dv20/dxl-dvl0/dx2 = 0. -

Пусть, кроме того, 

ф(*> OLE ЭЙ = *C*U)f*e ЭО" (1-6) 

Из естественного условия согласования начального и граничного условий в классическом 1 смькй 
ле следует, что ^ " •..">< 

ъ ф(х,0) = фо(х), ? ч .... (1.7) 

АзФо = 0, Ц>о\ХЕдп = а(х90)\ХЕдЦ: ; (1.8) 

В силу условий (1.6), (1.7), применяя к обеим частям равенства (1.4) оператор 

Э/Эг+р/ , : 

получаем для потенциала ф(х, t) дифференциальное уравнение составного типа третьегрдюряд-

л2 
*>• t) i рЭ ф ( Х , / ) : = " 
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Таким образом, приходим к постановке следующей задачи. ^ 

Задача D . Найти непрерывную функцию ф(х, t) в Q х [0, +<»), принадлежащую классу 
С([0, 4-ро); C ( 2 ) (Q)) п С ( 1 ) ( (0 , +оо); С ( 2 ) ( 0 » и удовлетворяющую в классическом смысле уравнению 
(1.8), граничному условию (1.5), начальному условию (1.6), (1.7). 

Отметим, что исследованию родственных задач для уравнений составного типа, а также во­
просам редукции некоторых векторных систем уравнений к скалярным уравнениям составного 
типа посвящен ряд работ авторов [2]-[7]. ; 

2. О Д Н О З Н А Ч Н А Я РАЗРЕШИМОСТЬ З А Д А Ч И D 
Построим сначала фундаментальное решение оператора (1.8). С этой целью воспользуемся 

результатами работы [4], которые применим для данного частного случая. Рассмотрим следую­
щее уравнение для фундаментального решения оператора (1.8) (см. [6]): 

Э А ^ + р ^ ( 2 1 ) 

где Ъ(х) - 5(л:1)5(х2)6(хз), 5(0 - дельта-функция Дирака. В [8] было показано, что с помощью пре­
образования Лапласа по t вопрос о построении фундаментального решения оператора (1.8) сво­
дится к решению уравнения 

А2%(х,р) + (\Л\&ХъХъ(х,р) = Н{х). (2.2) 

Сделаем замену переменных: , *г. 

' — " * 3 ' __ • _ 1 о 

• (1 + р//?) | / 2 -
В результате из (2.2) получим 

А & х , р ) * ^ ип> ^ i f l - (2-3) 

Из (2.3) и [9] следует, что 

« ( ^ P ) = -M^i + ^ ) ( l + | ) + 4 
~ Ш 1 1 * Т, 2 , 2 W , д ч , 2,-1/2 

= - ^ - j = [ ( X i + х2)(р + р) + /?л 3 | 

2 . 2 

-., а(х) = р- 1 2 

+ QC(JC) ^ + х 2 + х 3 

Используя предыдущее равенство и формулу 22.83 из справочника по операционному исчисле­
нию (см. [10]), получаем 

Ф / у л _ 1 -[a(x)t)/2R (сффЛ ( 2 А , 

где 10(х) - функция Инфельда нулевого порядка [11], 

«(*) = р 2

 1

 2

 2

 2-

Теперь переходим к исследованию задачи D . Рассмотрим следующую функцию: 

Ф(х, t) = Ц^1уШ(х-у,г-,л). Э
2Фо()0 

2 '' о a ; j 
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Введем • 4--'- - //-!-"--;;::- ; ; г. о-^,-* :, • ' Jл- -м- -.!:,::.v- г 

©щределедме 1 (см, [ 12]). Будем говорить, что ф е С 2 + /ЭО), если ф можно продолжить на шар 

Q°R9SQe < 2 * , т а к , ч т о ф е C2 + ^Q°R\ye (О,1]. 

Предположим, что граница ЭО области Q класса С , я(х, 0) е С 2 + 7(ЭП); тогда из результатов 
работы [12, с. 65] и системы уравнений (1.7) получим ф0(х) е С 2 + 7 ( Q ) . В этом случае справедливо 
включение : 1 . -

Э 2фо(х)/Эх 2е С у ( 0 ) ; ; ^ д . . П 

тогда Ф(лс, 0 удовлетворяет уравнению . л л ] » 

ЭАФ(*,0 fta2O(jc,0 _ о ^ 2 ф о ( ^ ) 
Э*. + Р а*2 " Р

 Э* 2 -

в классическом смысле [13]. Используя равномерную непрерывность по Гёльдеру функции 

' Э2ф0(х)/Эхз G С У ( Й ) , 

а также интегрируемость функции ^(х, Г), получаем, что функция Ф(х, t) непрерывна по х е Q . 
Действительно, пусть е - произвольное фиксированное положительное число; тогда 

Ф ( х , 0 - Ф ( * , 0 = JM(t,y)[U(x + y)-U{x + y)]dy9 ' ' - "(2.5) 

Э2фо(х) 
М а у ) = р х « ( у , х ) , £/(*) = 

Эх? 

Из (2.5) получим цепочку неравенств 

№(x',t)-<i>{x,t)\<\\Mit,y)\dy - . sup: , l ^ + . v ) - ^ - ' + y ) l | r _ t , | Y < 

<C(r ,f / ,Y ,a) |x-xf. 

Выберем - : • 

5 = (e/C)'\ 

откуда сразу же с учетом (2.5) получаем, что для всех JC, JC ' е Q, \х -х'\ < 5 будет 

- | Ф ( х , / ) - Ф ( х ' , ; ) | < е , " 

что и доказывает непрерывность функции Ф ( х , О -

Введем новую неизвестную функцию w(x, t) соотношением 

w(x, t\ = ф(х, t) -фоСх) + $fj<fydtf&(х-у, t-%) 
о а 

Э 2 Ф 0 ( У ) 

Эу3 

Ж У Р Н А Л В Ы Ч И С Л И Т Е Л Ь Н О Й ; М А Т Е М А Т И К И И М А Г М А Т И Ч Е С К О Й Ф И З И К И TOM̂ I М 11 2001 



1738 у - КОРПУСОВ, СВЕШНИКОВ • -

Очевидно, что W ( J C , t) удовлетворяет следующей начально-краевой задаче: 

dAwjx, t) R 3 2 w ( x , t) _ 
dt P - 2 ' dx3 

w(x, 0) = Q, 

w(x,t))} a(x, t)-a(x:;0) + $IJdydx%(x-y,t-%) 
Oil 

Э фо(.У) 

h i 

Введем динамические потенциалы 

Эй 

J5[jx](x, t) •= J J <уЛц(у, / )Ж > . /^(л-у, f - T), 
0ЭП 

где ц(х, /) e €0

l) ([0, o o ) ; С 0 Я ) ) = [\i(x, t) e C ( 1 )([0, o o ) ; С 0 Д ) ) : Ц(х, 0) = Q}, 

iij Э Эи 0 , v Эи 

Отметим, что линейная комбинация динамических потенциалов S[p](x, t)-A[\i](x, t) векшу вне 
Эй при t > 0 бесконечно дифференцируема по JC и удовлетворяет в классическом смысле уравне­
нию (1.8) (см. [3, с. 140]). i И- -:• 

Справедлива 

Л е м м а 1. Если p(jc, i) е С(

0

1) ([0, оо); С(ЭЙ)) и ЭЙ е А ( 1»Л ), т о динамический потенциал B[\i](x,t) 

определен при х е Эй и принадлежит Со 1 }([0, °°); С(й)). Кроме того, если 
C(3Q)),mo 

lim ВД(гь 0 = -\\i(z, t) + B[\i](z, t). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим 

НО® 
дхдп„ 

Ж 
MyT%(x-y,x) = + Pcos(n r e j ) ^ - , 

где 

§* = Ш 1 а ( х . у ) 

. , dx \х-у\2К y h . 

Э ^ = с о ^ Ф р ^ . ^ ^ Ь ф . . ( С ) х 1 ф . ( 0 1|Е, 
Эп^Эх | х -у | 2 | х -у | ' 4 d i y \х-у\ 2дщ 

да = 2

хг~Уъ _ 2 ( * з - У з ) 3 Эа = ' 2 ( x , - y , - ) ( x 3 - y 3 ) 2 _ . = j 2 

Эу3 | х - у | 2 | х - у | 4 ' hi | х - у | 2 

_ 2 cosv | / . r v (x 3 - .y , ) , ч 0 Х з - У з 
Эп 

+ Ъ : • cos (n;! е3), ; 

| х - у | 2 \х-У\ \х-у\2 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 41 №. 11 2001 
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= 0, ф(д, 0) = Фо(л), 
(3.1) 

ф|.г.»о = s i n ( A . 2 x 2 ) s i n ( V : 3 )» 9U, = a = 0. ^ 

ф|. (, = 0 = ф | , : = * = ф|*, = 0 = ф |л, = , = 0, 

где Х2 = nm/h, Я3 = я//с, т, I е Z + ; здесь ф(л% 0) = ф0(х) является решением задачи 

Дзф 0(х) = 0, 

9Q|*, = O = § т ( Я 2 х 2 ) § т ( V i ) , Фо|^ = а = 0, ( 3 - 2) 

Фои2 = 0 = 9oU2 = b = Фоиз = 0 = 9oU3 = c = О" 

Решение краевой задачи (3.2) (см, например, [14]) имеет вид -

sh[Xml(a-Xi)] . ч . ч . 2 , 2 л 2 ^ > J ; 

^ о ( х ) = cWn r v ч s in(X 2 x 2 )s in(X 3 x 3 ) , Х,и, = Х2 + А,3. 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ Ф И З И К И т о м 41 № 11 2001 

cos (n ,e 3 )5— = -гсо8(п ,ез)Ф(д + с о 8 ( п , е з ) г - ^ х 5 г Ч •„ •, 
dy 3 \х-у\ |A--y |2dy 3 

э э% ж 

Далее, дословно повторяя рассмотрения работы [3, с, 140], приходим к первому утэерщенщр 
леммы 1. Доказательство второй части леммы 1 аналогично доказательству теоремы 4.1.2 из ра­
боты [3]. Лемма доказана. 

Будем искать решение задачи D в виде В[ц](х, t)-A[\x](xj). Из граничного условия задачи (2.6) 
получим 

li(x,t)^At\x](x,t) + B[№ Г>0. (2.7) 
Уравнения типа (2.7) обсуждались в [2]-[4], Повторяя еоотвётствушщие рассуждения указан­

ных работ для (2,7), можно с помощью метода последоватедьшх-приблщсрний доказать их^раз-
решимость в пространстве Со^ ([0, Г ) ; С ( Э О ) ) для в с е х Т > 0 ? у :;ь : 

Таким образом, справедлива 
Теорема 1. Если а(х, t) е С ( 1 )([0, + ° о ) ; С ( Э Р » идП € С " 3 п А ( 1*Л ), а(х, 0) е С 2 + у ( Э Й ) (см. опреде­

ление 1), то задана В разрешима в классическом смысле: 
Для задачи (2.6) стандартным образом выводится энергетическое тождество i 

t t 
^\\Vwl\ + ^dx\M>xg.= | j w ^ w w ^ + | | | V w 0 | | 2 , wa(x) = vv(x,0), . (2.8) 

О 0 Э П 

из которого следует, что соответствующая однородная задача (2.6) имеет тривиальное решение. 
Теорема 2. Если решения задачи!) принадлежат классу функций, допускающих применение 

энергетического тождества. (2.8), то в этом классе дни являются единственными. 

3, РЕШЕНИЕ З А Д А Ч И Р В ПРЯМОУГОЛЬНОМ П А Р А Л Л Е Л Е П И П Е Д Е 
И Ф И З И Ч Е С К А Я И Н Т Е Р П Р Е Т А Ц И Я РЕШЕНИЯ 

Сформулируем задачу Ю> для частного случая, когда О. = П = (0 < х х < а, 0 < х 2 < Ъ, 0 < х ъ < с}: 
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Сделаем в задаче (3.1) замену функций w(x, t) = (р(%, 0 - ф0(х). Подставляя функцию w(x, t) в урав­
нения задачи (3.1), получаем 

ЭЛ3УУ d2w _ r 3 2 9 Q 

dx 3 dx 3 

w(x,0) = 0, w(x,t)\xem = 0, 

(3.3) 

где ЭП - граница прямоугольного параллелепипеда П. Задачу (3.3) будем решать методом Фурье 
разделения переменных. В результате получим 

be +°° X 

sin (А,2х2) sin (Х,3х3) sin (Х п х { ) + ф 0 (х). i 1 - ехр 
, 2 ЛП 

-Р; ^ 
. 2 л"2 

(3.4) 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что функция из равенства (3.4) принадлежит 
классу С([0, + о о ) ; C U ) (Q)) п С ( П ((0, +<*>); С ( 2 )(£2)). 

Провёдемкачественный анализ полученного решения начально-краевой задачи D. Перейдем 
к анализу полученного решения для объемной плотности заряда, которое, в силу (3.4) и уравне­
ния для объемной плотности заряда 

1 
—A(p(x,t) = р(х,г); 

примет вид 

р(х,/) = в£ 
п = 1 

1 - ехр 
2 Л 

А/о А,. 2xWi 

п- 1 

1 - ехр 
г2 М 

АД, '3Ля 1 - ехр - P ^ V 
А„ + А т / у 

sin(A2JC2)sin(A3A:3)sin(^nx1) + 

^т{%1х2)^{Хъхъ)^\п{Хпх1) + 

s i n ^ ^ s n i ^ x ^ s i n ^ X i ) ' = ' (3.5) 

п = 1 

sin(p n X m Z x 1 ), 

А 
. В = cth(А, т / ) — s i n ( А 2 х 2 ) s i n ( А 3 х 3 ) s i n ( А , ^ ) , Т = P 7 7 - V = А,й/А,т/. 

1о7С ^ 
Wm 

Пусть Т = Г 0 > 1 - фиксированный момент времени. Найдем то значение z > 1, при котором 
функция , 

/г„(г) = г 1 _ 6 X P l 
= г [ 1 - е х р ( - Г 0 / г 2 ) ] + о ( ^ . 

Рассмотрим отдельно функцию .. . т 

<2(z) = г[1 - ехр ( -Г 0 / г 2 ) ] = 7^»>1 • - е х р ( - 1 / / ) 1 , . у = г/Т^о-

Исследуем функцию 

Я(у) = > > | 1 - е х р ( - 1 / ? ) | ' 
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на максимальное значение. Стандартное рассуждение приводит к выводу, что максимальное зна­
чение функции g(y), а значит, и fj (z) достигается в точке у 0 , определяемой уравнением 

ехр(1/уо) = l + 2/yl ? СШ 

Нетрудно заметить, что функция g(y) принимает* максимальное значение в единственной точке 

Таким образом, приходим к выводу, что для каждого момента времени Г = Т0 слагаемое в вы­
ражении (3.5) с номером 

п = (uzQ(To)Xml)/n 4 * 

имеет наибольшую амплитуду, которая со временем растет, как JT0 \ кроме того, для каждого 
фиксированного момента времени это слагаемое осциллирует по х с частотой осцилляции, воз­
растающей со временемГ 0 . 

Таким образом, на оснований модели, йредложенной в [7], удалось поставить математичес­
кую начально-краевую задачу D , решение которой выявляет интересный эффект стратифика­
ции объемного заряда в проводящей среде без дисперсий. Аналогичная Ситуация имела место 
при рассмотрений переходных процессов в полупроводнике (см. [7], [15], [16]), причем в [15] при­
ведены данные экспериментального измерения объемной плотности заряда в полупроводнике, 
совпадающие с качественной наблюдаемой картиной, описываемой соответствующей матема­
тической моделью. Отметим, что динамический эффект стратификации объемного заряда в 
проводящей среде выявляется только при изучении соответствующей начально-краевой задачи 
в ограниченных областях. 

В заключение авторы считают приятным долгом выразить признательность Ю.Д. Плетнеру 
за внимание к работе и полезное обсуждение полученных в ней результатов. 

С П И С О К ЛИТЕРАТУРЫ s \ 
1. Ландау Л.Д., Лифшиц ЕМ. Теоретическая физика. Т. 8; Электродинамика сплошныхсред. М.:Наука, 

1992. , 
2. ГабовСА., Свешников А.Г. Задачи динамики стратифицированной жидкости. М.: Наука, 1986. г 
3. Габов С.А., Свешников А.Г. Линейные задачи теории нестационарных внутренних волн. М.: Наука, 

1990. ' 
4. Плетнер ЮД. Фундаментальные решения операторов типа Соболева и некоторые начально-краевые 

задачи//Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 1992. Т. 32. № 12. С. 1885-1899. 
5. Корпусов М.О., Плетнер Ю.Д., Свешников А.Г. О нестационарных волнах в средах с анизотропной 

дисперсией // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 1999, Т. 39. № 6. С, 968-984. 
6. Корпусов М.О., Плетнер Ю.Д., Свешников А.Г. О модельном уравнении составного типа, описываю­

щем переходные процессы в полупроводниках // Вестн. МГУ. Сер. физ., астрон. 1999. № 6. С. • 12-14, 
7. Корпусов М.О., Плетнер Ю.Д., Свешников А.Г. О квазистационарных процессах в проводящих средах 

без дисперсии // Ж. вычисл.1 матем! и матем. физ. 2CI00. Т. 40. №8. С 1237-1249. а 

8.' Плетнер ЮД. О фундаментальных решениях операторов типа Соболева // Докл. АН СССР. 1991. 
Т. 321. № 6. С. 1555-1557. ; 7 / : 

9. Владимиров B.C. Уравнения математической физики. ML: Наука, 1988. 
10. Диткин В.А., Прудников А.П. Справочник по операционному исчислению. М.: Высш. школа, 1965. 
11. Ватсон Г.П. Теория бесселевых функций. Ч. I. М.: Изд-во иностр. лит., 1949. 
12. Ландис ЕМ. Уравнения второго порядка эллиптйчёскЫой параболического типов. М.: Наука, 1971. 
13. Гилбарг Д., Трудингер Н. Эллиптические дифференциальные уравнения с частными производными 

второго порядка. М : Наука* 1989. 1 -
14. Боголюбов А.Н., Кравцов В.В. .Задачи математической физики. М.: Изд-во МГУ, 1998. • 
15. Acmpamoe В.Н., Ильинский А.В., Киселев В А. Стратификация объемного заряда при экранировании 

поля в кристаллах//Физ. твердого тела, 1984. Т. 26. № 9. С. 2843-2851. ' Г 
16. Фурман А.С, О стратификации объемного заряда при переходных процессах в полупроводниках// 

Физ. твердого тела. 1986. Т. 28. № 7. С. 2083-2090. , v , . - ,ь ; г 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 41 № 11 2001 


