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Рассматриваются физические модели, описывающие квазистационарные процессы в элект- ; 
ромагнитных анизотропных средах: волны в плазме и ферромагнетиках во внешнем магнит- || 
ном поле. Показано, что возможна редукция соответствующих векторных уравнений в част- j 
ных производных к скалярным уравнениям составного типа. ;| 

' || 

1. М А Т Е М А Т И Ч Е С К И Е МОДЕЛИ К В А З И С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х I 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН В А Н И З О Т Р О П Н Ы Х Н Е М Е Т А Л Л И Ч Е С К И Х 1 

СРЕДАХ С Д И С П Е Р С И Е Й ! 
• • ' ' • " ! 

Особенности распространения электромагнитных волн в анизотропных средах определяются 
спецификой материальных уравнений. Если длина волны мала по сравнению с пространствен
ными неоднородностями, то эти уравнения можно записать в виде, учитывающем только вре
менную дисперсию (см., например, [1], [2]): j 

Д-(г, t) = £ f.(r, t) + 4яР,.(г, t), B f(r, t) = Я,.(г, t) + 4яМ г(г, t), \ 
(Ш) 

P,(r, t) = ku * Ej(r, t) + Pm(r, t)9 M f(r, 0 = 3Cy * Hj(r, t) + M / 0 (r , t)\ \ 
если не оговорено противное, то во всех формулах предполагается суммирование по немым ин
дексам, ij = 1, 2, 3; г = (JC, у, z), D(r, г), B(r, t) и E(r, t), Н(г, t) - векторы индукции и напряженности 
электромагнитного поля, P(r, t), M(r, t) - векторы поляризации и намагниченности средры, 
Р 0(г, 0, М 0(г, 0 - заданные векторы, вообще говоря, зависящие от времени, определяемые на-
чальным распределением поляризации и намагниченности среды, к / у * и р / 7 * - сверточные водъ-
терровские операторы: | 

/ / ' i 
- к / у * / ( 0 = JKu(t, T)/(x)rfc, Хи * 7 ( 0 = \Xij(t^)f(x)d%. \ 

° 0 I ' 
При этом интегрирование ведется в пределах от 0 до t, поскольку, с одной стороны, предполага
ется, что до момента времени t = 0 колебания в среде отсутствовали, а с другой стороны, в силу 
физического принципа причинности, поля в среде в данный момент времени могут зависеть 
только от полей в предшествующие моменты времени. В простейшем случае функции тр и 
к̂ -(г, т) зависят от разности аргументов: %р - т), Ktj(t - т). Предположим также, что данные функ
ции принадлежат классу С [0; +<*>). .j 

В случае квазистационарного электромагнитного поля к материальным уравнениям (1.1) не
обходимо добавить следующие уравнения электромагнитного поля (см., например, [1]): | 

divD = 4 я р е х ' , rotE = 0, divB = 0, rotH = 0. (1,2) 

Макроскопический ток j e x t сторонних зарядов предполагается отсутствующим. Вводя потенциа
лы электрического и магнитного полей по формулам г 

Е(г , 0 = -V<p(r, t), H( r , 0 = -Vv|/(r, г), (1-3) 

1 ) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 
96-01-00337). !| 
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из уравнений (1.1 )-(1. | ) получаем 

, , дх, "~ dx^Xj 

1007 

/ = 1 
3 ,3 

(1.4) 

/ = 1 

где F^(r, 0 = 47rdivM0(ir, t\ Fd(r, t) =.4ясйуР 0(г, t). Отметим, что в большинстве рассматриваемых 
в дальнейшем средах операторные тензоры электрической и магнитной восприимчивостей 

^ ^ ^ 2 3 ^ 

TC î ^ К 3 2 ^ К V N 3 i ^зз* ) 

5Сн* Х 1 2 * Х 1 3 * 

Х21 * Х 2 2 * Х 2 3 * 

V Хз1 * Х з 2 * Хзз* 

(1.5) 

удовлетворяют следующим условиям: к у * = - к у ( *, Х/у * = - % ц * при г * j. В этом случае уравнения 
(1.4) примут диагональный вид: 

£ ( I + 47lfc„*) 

/ = 1 

Э ф(г, г) 
дх2 

1 ( 1 + 4 ф № = № 0 . 
ОХ/ 

(1.6) 

/ = 1 
Уравнения вида (1.6) возникают при рассмотрении нестационарных внутренних волн в несжима
емой стратифицированной вращающейся жидкости [3], [4]. Особенно эффективным и "естест
венным" методом исследования подобных задач является операторный метод, идея которого 
восходит к работам Врльтерра [5], в последнее время развитый в работах [6]-[8] и примененный 
к исследованию начально-краевых задач для полных "небуссинесковских" уравнений внутрен
них гравитационно-гироскопических волн и ионно-звуковых волн в "незамагниченной" плазме 
(см. [9], [10]). ^ \ 

Отметим, что во многих случаях модельные задачи о нестационарных волнах в средах с ани
зотропной дисперсией сводятся к интегродифференциальным уравнениям (1.4) с ядрами свер
точных операторов, зависящими от разности аргументов и имеющими вид синуса, полинома или 
экспоненты. В таких рлучаях возможна редукция исходной векторной системы уравнений на ос
нове введения обобщенных потенциалов квазистационарных электрического и магнитного по
лей (см. [3]-[4]), связанных с известными потенциалами электрического и магнитного полей 
ф(х, i), \|/(х, i) некоторыми дифференциальными соотношениями вида 

qj(*,0 = К я ( Я , ) Ф ( * , 0 , V(*>0 = Qm(D,mx9t)9 (1.7) 
где IR N(A) и Qm(Dt) - дифференциальные полинойы порядка пит соответственно, конкретный 
вид которых определяется ядрами сверточных операторов и к^*. Как видно из соотноше
ний (1.7), обобщенные потенциалы Ф(х, t) и Ч*(х, t) определены неоднозначно, как функции вре
мени, поэтому необходимо потребовать выполнения некоторых калибровочных условий, напри
мер таких: 

v у 
- Ф ( х , 0 и 0 = 0, / = 0 , « - 1 , l f ( x , O U o = 0, * = 0 , m - l . 
dt ! dt 

(1.8) 

После подстановки соотношений (1.7) для обобщенных потенциалов в интегродифференциаль-
ные уравнения (1.7) с| учетом условий (1.8) в указанных выше случаях интегродифференциаль-
ные уравнения для потенциалов ф(х, i), \|фс, i) преобразуются в дифференциальные уравнения со
ставного типа (см. [3]^ [4]) для обобщенных потенциалов Ф(х, t) и ^(х, t): 

з,з 
Ц Ь , ) Д 3 Ф ( * , 0 + I ! R ^ ( A ) ^ ^ = - 4 T u p e x 4 F , ( x ? 0 , 

и = 1 
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QM(DT)A34>(x, 0 + X Q ^ ' ( A ) э Г э ^ 0 = ° ' ! 

Кп/у * Qm/> - полиномы порядка не выше пит соответственно. В частности, в следующих разде
лах будут рассматриваться задачи, подпадающие под данные условия. Однако вполне возмфкно, 
что более сложные процессы в средах с анизотропной дисперсией можно будет описать лишь су
щественно интегродифференциальными уравнениями, родственными эллиптическим (см. [6], 
[8]) вида (1.4). | 

Рассмотрим возможные граничные условия для введенных потенциалов квазистационарного 
электромагнитного поля в анизотропных средах с дисперсией. Введем единичный вектор норма
ли п0(х) к граничной поверхности 5 1 2 е А ( 1 Д ) раздела двух сред, направленный из первой среды 

во вторую, обозначим через S*2 Две стороны ориентированной поверхности 5 1 2 , тогда гранич
ные условия для векторов индукции и напряженности электромагнитного поля будут иметь вид 
(см., например, [1]) | 

4л 
Е , х п 0 | - Е 2 х п 0 | = 0 , Н , х п 0 | - Н 2 х п „ | = — i | s , 

О | 2 0|2 ^ 12 ^ 1 ' 2 С u 

DiHoL • - I M o L = 4nr\\s B,n0| -B 2 n 0 | = 0, 
О 19 0,? ^ О ,? О |9 

(1.9) 

где T|, i - поверхностные плотности "внешних" зарядов и тока на границе раздела двух сред. Под 
ставим в уравнения (1.9) выражения (1.3) и (1.1); тогда граничные условия (1.9) примут вид; 

(V<p„0| = (V<p2,Q| (i 

( V V l , 0 | - ( V V 2 , 0 | = - ^ ( i , 0 | S i 2 , (i| 

ЭФ, 0 Эф9 ~ 
(15 0- + 4 л к И у - * ) ^ - л 0 1 . | . - ( 1 5 ; у + 4 т с к 2 / 7 . * ) — Л о . | = 4тст|(х,0Ь | 2, (1 

С / А . ^ 1 2 . ОХ: ^ 1 2 

.10а) 

.106) 

.10в) 

' 4 l S y + 4jcXiy*)|^no.^ 2-Xl8y + 47cx 2 y*)|^n 0 l - |^ •= Д(дс,0| 5 . ( | 1 0 г ) = 

где £(х) - произвольный вектор в касательной плоскости в точке х е 5 1 2 , Л (х, t) = Т|(х, f) + r|0(k, i)-
полная поверхностная плотность зарядов, "внешних" и "внутренних", r| 0(x, t) = Pii0n0i\ + -

- 'P 2 /o«o/L Jb(x, t)\s= MUQn0i\ - M2i0n0i\ j 
1 3 1 2 ^ 1 2 ^ 1 2 ;j 

Заметим, что из общих выражений (1.10) могут быть получены как точные, так и приближен
ные граничные условия для случаев, когда поле или совсем не проникает во вторую среду ^иде
альный проводник), или частично проникает, образуя "скин-слой", j 

В дальнейшем будут рассмотрены конкретные модели сред с анизотропной дисперсией и по
лучены уравнения, описывающие нестационарные процессы в этих средах, причем эти модели 
можно разделить на модели сред с анизотропией электрических свойств (плазма во внешнем 
магнитном поле) и с анизотропией магнитных свойств (магнетики во внешнем магнитном п!оле). 
Конкретный вид возможных граничных условий для каждой модели будет следовать из уравне
ний (1.10) и явного вида операторных тензоров электрической или магнитной восприимчивости. 

2 . "ХОЛОДНАЯ" П Л А З М А ВО ВНЕШНЕМ М А Г Н И Т Н О М П О Л Е j 
Простейшая модель магнитоактивной плазмы, т.е. плазмы, помещенной во внешнее магнит

ное поле, - это модель "холодной" бесстолкновительной плазмы [11]. Температура подобной 
плазмы предполагается настолько низкой, что тепловым движением частиц можно пренебречь. 
Условия применимости этого приближения (см. [11]) > 

VY|&H|/CD <^ 1, vT\k±\/(oB < I, I (2.1) 

где кц, к ± - составляющие волнового вектора вдоль и поперек внешнего магнитного поля B<j, \ Т -
тепловая скорость частицы, со - характерная частота колебания электромагнитного поля,; щ = 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 39 № 6 1999 
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= \q\Bo/(mc) - ларморова частота частицы заряда q. Неравенства (2,1) должны выполняться для 
каждого рода частиц в плазме. Кроме того, частота ш не должна быть слишком близкой к дар-
моровой частоте какой-либо из частиц плазмы, поскольку вблизи этих частот пространственная 
дисперсия должна учитываться и при выполнении условий (2,1), 

В указанных предположениях рассмотрим беестолкновительную "холодную" иойно-элек-
тронную плазму, помещенную во внешнее магнитное поле BQ s Выберем декартову систему ко» 
ординат {х9 у, г}, в которой направление магнитного поля В 0 совпадает с осью i . Линеаризован^ 
ные уравнения движения ионов и электронов вместе с уравнениями Максвелла в приближении 
квазистационарного поля имеют вид (см. [11], [13]) 

mdv/dt = e¥(p~m®B[ve,e3], Mdi/dt = -ZeVty Ф МШВ[У^ e 3L 

dW/h + enoVe-ZenoV) ж 0, divD = 0, D * ~УфФ4яР, 

(2,2) 

(2.3) 

где индексы е, i относятся к электронам и ионам соответственно, (Ов< - еВо/(тс), s ZeBQ/Mc = 
ларморовы частоты электронов и ионов ( М и т - их массы соответственно), ф - потенциал эле
ктрического поля, Щ Р - векторы электрической индукции и поляризации, 

Проинтегрировав! уравнения (2,2) по времени, получим 

Aefe = - S i * Уф + fie\x), kiVt ш J ~ S i * Уф Ф f ( / )(jc), 
т М 

I; Р S * / 1 0 & 4ZvHVJ*Po(* )> 

где матричные операторы А? и А/ имеют вид 

(2,4) 

(2.3) 

( 
I co^5i * 0 

-mBS\ * . I 0 

0 0 I 

А / 

I -щ.§\ * 0 

I 0 

0 0 1 

(2.6) 

fie)(x), f(l\x) - начальные распределения скоростей электронов и ионов соответственно, Р0(дО = 
начальное распределение поляризации плазмы, I - единичный оператор, Sg * - сверточный воль-
терровский оператор с ядром g(t) € С ( 0 )[0; +«>): 

Определители матричных операторов Ае и А/ равны почти единичным вольтерровым опе
раторам (см, [7], [6]):! 

; detA^ - 1фш| е1>*, detki s 1ФСО^ДФ, 

причем операторы вида I* §g* образуют абелеву группу относительно умножения (ем.Дб], [7]); 
в частности, оператор I - Щ^оьыщ и)п * является обратным к оператору I Ф поэтому 
для матричных операторов (2,6) определены обратные матричные операторы, имеющие вид 

0 0 I 

Ш ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЙЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 39 Ш 6 1999 
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А7' = 
I^-COflSs inC©^)* (Ofi.Si* О 

-CD B .5i* I - C O g S s i n C c o g / ) * О 

О 0 1 

Разрешая уравнения (2.4) относительно вектор-функций \ е и v, и подставляя полученные выра
жения в уравнение для вектора поляризации (2.5), получаем 

Pt = - ки * <рл.(*, 0 + ^ 1 0 ( х , / ) , 

где к = (к / 7 *) - операторный тензор электрической восприимчивости: 

к, * - к 2 * 0 

Ко ^ Ki ^ 0 

1(2.7) 

к = 4л 

V 0 0 к 3 * у 

(2.8) 

2 
У - - р л 2 2 Л л 2 Л 

К , * = — S s i n C o e . O * + f 5 s i n ( a > e 0 * » = ( 1 / 2 ) ( Ш Ш в - Ш р ( й й Д 2 * , ic 3 * = oyS,* , 
СО с i Г П _ е со 

2 2 2 2 2 
со^ = сор + Юр , осу = 47tZ 2 e 2 rc 0 /M-частота Ленгмюра для ионов, ю = 4ке2п0/т- частота Женг-
мюра для электронов, 

F / 0 ( x , 0 = 4 я Р ю ( х ) + 4 7 С ^ 0 [ ( А 7 1 ) у / У ) ( х ) - ( А ; ' ) у / < е ) ( х ) ] г 2 / 2 . j 
Подставляя уравнение (2.7) с учетом (2.8) в уравнение (2.3), получаем интегродиффер^нци-

альное уравнение электронно-ионных волн в холодной "замагниченной" плазме: » 

Д 3ф(х, 0 + (o2

pjdx(t - т )<р , л ( * , х) + 

+ jdx{(o2

p sin[coe(t-x)]/coB + со2 s i n [ t o B ( f - x ) ] / c o f i }Д 2ф(х, х) = divF 0 (x, t), 
(2.9) 

Д 2 = Э / Э х , + Э /дх2. 

Если ввести в рассмотрение функцию Ф(г, г), определяемую уравнением 

ч > ( г , ' ) ' э ? 1 э ? + ш * - А э 7 + и ' | Ф < г ' , ) 

и удовлетворяющую калибровочным условиям 

• э 4 

Ф ( * . 0 | , = 0 = 0, ,k = 0 , 5 , 

то из уравнения (2.9) вытекает дифференциальное уравнение в частных производных для сооб
щенного потенциала электрического поля Ф(х, /): Г 

Э 2 ( Э 2 2V Э 2 2 
21 -\Л dt' 

Э 2 2V Э 2 2 V Э 2 . 2 
+ coz ^ - + coz Д 2 Ф + ^ - + со; ^ - 2 + co z

t ^ + (0% \ФХуХз = divF 0 (x, 0 , 
dt dt' 

(2.10) 

где со,- = J(a2

Pi + c o s , со, = J(u2

Pe + & \ . . j 
Отметим, что при со >̂ J(0B(oB ионы можно считать неподвижными [11]. В этом случае ис 

ходная векторная система уравнений состоит из уравнений (2.2), (2.3), в которой v, = 0. При 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 39 № 6 1999 
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О НЕСТАЦИОНАРНЫХ ВОЛНАХ 1011 

выражение для операторного тензора электрической восприимчивости можно получить фор
мально, положив в уравнении (2.8) все величины с индексом / равными нулю: 

к = 4л 

к j ^ —к2 ̂  0 

к 2 ^ к | ^ 0 

0 0 к 3 * j 

• (2.11) 

со 
к ,* = — S S i n ( ( D e o * > £ 2 * = (Ш)ш^ к 3 * = w2

pSt*. 
• ° Ч 

Таким образом, интегродифференциальное уравнение электронных волн в холодной плазме во 
внешнем поле имеет вид 

2 г 2 г sintco^ ( г - т ) ] 
A 3 9 + c o / ? j r f x ( j / -T ) 9 J C 3 j C 3 ( x , x ) + c o / ? J r f T А 2 ф ( ^ х ) = d i v F 0 ( * , 0 , (2.12) 

о о • 
а соответствующее дифференциальное уравнение для обобщенного потенциала Ф(х, t), связан
ного с кулоновским потенциалом ф(х, i) электрического поля соотношением 

df\df 
и удовлетворяющего калибровочным условиям 

(2.13) 

dt' 
Mx,t)\l = 0 = 0, к = 0 , 3 , 

примет вид 

ЭАЭ* 
+ со;, + с о ^ Д . Ф + ^ + ю 2 ^ + а > 2

в < ) ф х л = divF 0 (x, t). (2.14) 

Приведем граничные условия на границе раздела "идеальный" проводник - "холодная" плаз
ма. Для простоты рассмотрим случай неподвижных ионов (2.11)—(2.14), поскольку аналогичным 
образом могут быть получены граничные условия и для модели "холодной" ионно-электронной 
плазмы. С этой целью подставим в общее граничное условие (1.10в) выражение для оператор
ного тензора электрической восприимчивости (2.11), а затем уравнение (2.13) для обобщенного 
потенциала Ф(х, t) квазистационарного электрического поля и учтем калибровочные условия 
(2.14). Предполагая, что электрическое поле "не проникает" в "идеальный" проводник, получа
ем следующее граничное условие: 

где 

УСиФ(х, t) = — — + щ ] 1 + 4К0)Р ~1 + ®в л ycos(si, е3)-+ 

, 2 э2 УдФ(х, t) , ;Ч ЭФ(Х, о 
+4ТСС0^— : — ^ — - — - C O S ( И , € j ) 4- V 'cOSCn, С 2 ) 

; Э*1 v QX\ ох2 

%M?,t) = 4п<й1®в(Э2*{х' °cos(n, е2) - ° c o s ( n , е,)1 + 
-Мясо 

> 4 
, , ЭФ(Х, 0 , . v,^V.v, ... . , 

ах| — ^ — - c o s ( и , е 2 ) - — ^ cos (и, e J J , 

Э^Эх2 

ЭФ(х, t) 

fj (х, /) - поверхностная плотность заряда на поверхности проводника S. Если на проводнике за
дан полный заряд (основная задача электростатики [14]) q{t\ t G [0, + 0 0 ) , то естественным гра-
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ничным условием будет условие i| 

™ J & S t t O U 0 L ^ « ^ ( 0 , (2.16) 4ж1 
s ' j 

где оператор Й Л определен в (2Л 5). В случае системы непересекающихся проводников для! 
ректной постановки начально-краевой задачи достаточно задать заряд на каждом из проводни 
ков (см., например, [15]). Кроме того, из граничного условия (1 ЛОа) вытекает, что 

кор-

Ф(х,Щхе3 = С<1), (2.17) 

C(t) - либо заданная функция времени, либо неизвестная функция; в последнем случае условие 
(2.17) должно рассматриваться совместно с условием (2.16). ! 

Отметим, что по своей структуре граничный оператор ffitx является некоторым аналогом 
классического оператора нормальной производной для уравнений высокого порядка составного 
типа [3]-[8], а оператор 9 ^ - как нетрудно заметить, аналог касательной производной. т|аким 
образом, общий граничный оператор в краевом условии (2.15) является своеобразным некл&сси-
ческим аналогом косой производной для уравнений составного типа. ! 

1 

3. ДВУХТЕМПЕРАТУРНАЯ П Л А З М А В О ВНЕШНЕМ М А Г Н И Т Н О М П О Л Е \ 

Наряду с плазменными волнами, связанными с колебаниями электронов, в плазме могут рас
пространяться также ионно-звуковые волны, в которых существенные колебания испытывают 
как электронная, так и ионная плотности. Эти колебания имеют слабое затухание в том случае, 
если температура ионов 7] много меньше температуры электронов Те (см. [11]): | 

Т] < Те. I 
I 

В предположении, что давление плазмы мало по сравнению с давлением магнитного пол^, Р ^ 
= 8жрй/В0 < 1 (р 0 -невозмущенное давление в плазме, В 0 -невозмущенное магнитное поле)| эле
ктрическое поле можно считать потенциальным crotE = Э?В ~ 0. Кроме того, при условии со jp> ® в 

электроны успевают распределиться по Вольцману [16], С точки зрения электродинамического 
описания колебаний в данной системе* ионы можно считать внутренними зарядами, движение 
которых приводит к возникновению поляризации плазмы, а электроны - внешними зарядами. 

Линеаризованная система уравнений, описывающая ионно-звуковые волны в бесстолк^ови-
тельной плазме во внешнем однородном магнитном поле В 0 = А>ез> имеет вид (см. [16]) ! 

I 

. d v / d * = - ( ^ / M ) V ( p ^ c o ^ [ e 3 , . ¥ j , d P / d f = en^h | (ЗЛ) 

divD =• -4жепе, 1(3.2) 

0 = -Уф + 4 я Р . (3.3) 
ne = щец>/Те, 1(3.4) 

где v i - гидродинамическая скорость, щ - невозмущенная плотность частиц, пе - возмущённая 
часть плотности электронов (пе - %ехр(еф/Г е) - щ без линеаризации), Р - вектор поляризации 
плазмы, вызванный движением ионон, mBj eB0f(Mc). В уравнении движения мы пренебрегли 
давлением ионов. ! 

Система уравнений (3.1 >-(3.4) отличается от системы (2.2), (2.3) только тем, что в уравнениях 
(3.1) отсутствуют слагаемые, связанные с движением электронов (слагаемые с индексом ё)у а в 
уравнении (3.2) для вектора индукции электрического поля электроны учитываются как внеш
ние заряды в системе "ионы во внешнем магнитном поле". Поэтому из уравнений (2.7), (2.8), 
формально положив все величины с индексом е равными нулю, получим 

• \ 

Р$ = щ(я,I) + (4n)~*Fm(x>I), j(3,5) 
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Kj * К 2 ̂  0 
к = . 

4к —к2

;н К| ̂  0 

у 0 0 ic3* j 
: ^2 

к,*; = - ^ 5 S i n ( © e . r ) *, к 2 * = (l/2)o)2

Pja)BSt2*, ic 3* = со*.&*, 

I Fl0(x, t) = 4nPl0(x) + 4 7 i ^ 0 ( A 7 % / f ( x ) ^ 2 / 2 , 

матричный оператор A 1 определен в (2.13). , 
Подставляя выражение (3.5) для вектора поляризации плазмы в уравнение (3.3), а получивше

еся выражение для вектора индукции электрического поля - в уравнение Пуассона (3.2), с уче
том (3.4) получаем интегродифференциальное уравнение ионно-звуковых волн в "замагничен-
ной" плазме: | 

1 2 Г 2 Г S in[0)£( f -T)] 
• Д 3 ф - — ф + ш \(h(t-%)yxx(x9X) + (up Idx ' А 2 ф(х,т) = d i v F 0 ( x , 0 , (3.6) 

U б 0 ^ 

где со2 = 4ке2п0/М - частота Ленгмюра для ионов, rD - [Т€/(4пп0е2)]1/2 - радиус Дебая, <дв = 
= еВ0/(Мс) - ионная гйрочастота. 

Если ввести обобщенный потенциал Ф(х, t), связанный с кулоновским потенциалом ф(х, i) эле
ктрического поля соотношением 

Э 2 ( Э 2 2 А ; (р(х,() = - 1 + й г

8 Ф ( х , ( ) 

и удовлетворяющий Начальным условиям, имеющим смысл калибровочных условий на обоб
щенный потенциал, 

• -а 

i ^ Ф ( х , о | ( = 0 = о, к = 0,3, 
; at 

то из уравнения (3.6) вытекает дифференциальное уравнение для обобщенного потенциала эле
ктрического ПОЛЯ ; 

Э 2 ( Э 2 \ 2 V A ж 1 >к \ 2 Э 2

 А - 2 2 Э 2 Ф — — 4 f А 3 Ф - Т Ф + со; — А 3 Ф + — = divF 0 (x, 0 . (3.7) 
of \dt ^ r D / ся dx3 

Отметим, что вывод уравнения нестационарных ионно-звуковых волн в "незамагниченной" 
плазме вместе с постановкой начально-краевых задач имеется в работах [17], [18]. В частности, 
наиболее типичные граничные условия, соответствующие основной задаче электростатики о 
нахождении распределения поля в среде заданным распределением заряда на проводнике, имеют 
вид (2.15)-(2.17). 

Рассмотрим теперь некоторые волновые процессы в двухтемпературной плазме, наблюдае
мые в случае низкочастотных колебаний: со < соб или со <̂  со# . 

В первом случае со N сов, в работах [19], [20] была предложена модель для описания низкоча
стотных волн, сводящаяся к системе векторных уравнений динамики электронной и ионной ком
понент плазмы. Рассматривались колебания плазмы, однородные вдоль направления внешнего 
магнитного поля В 0 = В0е3, с частотами со < сов и волновыми векторами, удовлетворяющими не
равенству l /p f < к < 1/ре, где р; и ре - соответственно, гирорадиусы для электронов и ионов. Тогда 
для описания движения электронов можно использовать гидродинамическое описание [19]. Та
ким образом, в линейном приближении имеем 

| Э Р / d f + e n 0 v e •= 0. (3.8) 
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где к = (Ку*) - операторный тензор электрической восприимчивости, равный 
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)ve3 ед(ре 

dt тдх3 

(3.11) 

п0 - невозмущенная плотность частиц, ve - скорость электронов. Поскольку рассматриваются 
коротковолновые колебания плазмы, то для ионов гидродинамическое описание неприменимо. 
Для коротковолновых колебаний становится существенным тепловое движение ионов в попе
речном направлении. Такое движение должно приводить к быстрому установлению больцма-
новского распределения ионов в поле колебаний. В линейном приближении для возмущённой 
части плотности ионов в поле потенциала фе(х, i) имеем \ 

nr = -nQeqe/T.r (3.12) 

Во втором случае со < cofi в работе [12] рассматривалась модель низкочастотных колебаний 

плазмы в предположении, что cofi < со •< со5 . В этом случае электроны рассматриваются как 
внешние заряды по отношению к системе "ионы во внешнем магнитном поле": I 

divD = -4кепе, D = - Уф,-+ 4яР, !(3.13) 

где пе - возмущенная плотность электронов. При этом электроны распределены в поле потен
циала ф,(х, i) электрического поля ионов по закону Больцмана. В линейном приближении для 
возмущенной части плотности электронов в поле потенциала ф;(х, i) имеем j 

пе = п0ец>/Те. р . 14) 
Ионы для простоты считаются "холодными" и описываются в рамках дрейфового приближения 
линейными уравнениями движения: j 

dP/dt-en0\i = 0, (3.15) 
il 

V< = " f 0 { - С V C P - е з ] + ^ 1 / ^ Ф ' } + ; ( З Л 6 ) 

a v / 3 ed^ Ь .17) 
dt Мдх3 

п0 - невозмущенная плотность частиц, vt - скорость ионов. 
Полученные системы (3.8)—(3.12) и (3.9)—(3.17) являются векторными, что в ряде случаев 

сильно осложняет изучение свойств решений начально-краевых задач для этих систем. Дока
жем, как можно свести полученные математические модели к начально-краевым задачам для 
скалярных уравнений в частных производных высокого порядка составного типа. j 

Поскольку система уравнений (3.8)—(3.12) переходит в систему уравнений (3.13)—(3.17) при за
мене индексов е - — / и одновременном изменении знака щ \—*- -пе, \ е i—• - \ h то рассмотрим 
первую систему уравнений и выпишем окончательные результаты для второй системы, j 

Проинтегрируем по времени уравнение (3.11) и подставим получившееся выражение вместе 
с уравнением (3.10) в выражение (3.8), которое, в свою очередь, проинтегрируем по времени. В 
результате получим J. 

Pi = -*/ , -* Ф„.(*, 0 + ,WlFl0(x, t), Р .18) 
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Ионы в данном случае рассматриваются как внешние заряды по отношению к системе "электро
ны во внешнем магнитном поле": !| 

divD = 4nenh D = - Vcpe + 4 л Р , I (3.9) 
• i 

где щ - возмущенная плотность ионов, а фе(х, i) - потенциал электрического поля электронов. В 
случае низкочастотных колебаний по отношению к циклотронному вращению ионов, а стало 
быть, и по отношению к электронам, используют так называемое дрейфовое приближение для 
уравнения движения частиц [21] (в данном случае для электронов): 



1 
к = — 

4к 
со 2 &* 

(3.19) 
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1 + 
А У 

А 2Ф, + ( ф е ) , л - — Ф , + dx(t - х)(<ре)х^(х, х) = divF 0 (x, t), (3.20) 

= Т2

е/(4ке2п0) - кйадрат электронного дебаевского радиуса. Введем обобщенный потенциал 
электрического поли Фе(х, t): 

Ф,(х, 0 = Э 2 Ф / Э г 2 , 

удовлетворяющий калибровочным условиям 

I ^ Ф Д Л - , / ) | , = | 1 = о, к = 671. 
(К 

Тогда уравнение (3.20) преобразуется к виду 

Э 2 ' И д 3 V 1 \ 2 
2А2^е + -i—2[ Д 3 Ф, - — I + » 

с ' dt' '' Эх? 
= — e d ivF 0 (x , / ) . (3.21) 

Рассмотрим теперь систему уравнений (3.13)—(3.17). Отметим, что операторный тензор элек
трической восприимчивости совпадает с (3.19) с заменой индекса е на i. При этом интегродиф
ференциальное уравнение, описывающее низкочастотные ионные магнитно-звуковые волны, 
имеет вид 

1 + • -j А 2ф, + ( ф , ) Л Л - — (pi + d)Pijdx(t-x)((pi)Xyb(x,x) = d i v F 0 ( x , 0 , 
'л, У ri>, „ 

где иА = B0/j4nn0M - альфвеновская скорость для ионов, r2

D = т] /(4пе2п0) - квадрат ионного 
дебаевского радиуса. Для обобщенного потенциала электрического поля Ф,(х, t): 

' Э 2Ф 7)К 

ф,(л-л) = — - ' , ^ ф Д д - , , ) | , _ ( ) = О, к = 0 , 1 , 
\ dt dt 

дифференциальное уравнение примет вид 

гУ Л л "л, Э 2 

—Д 2 Ф,. + - — 1 

at с at V rD- охз с 

9 Э Ф И д 

i = - M i v F 0 ( x , 0 . (3.22) 

Типичные граничные условия для уравнений (3.21), (3.22) будут иметь вид (2.15)—(2.17) с гра
ничным оператором косой производной Qtx, имеющим вид 

ц • 'Vf* — */vtx ~ UVtX"> 

а2 э 2 Л 2 

^ +
 7 э 7 2 Г ° 8 ( п ' e i ) ^

 + c o s ( n ' 2 )ад + ̂ c o s ( n ' ез)а 
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где операторный тензор электрической восприимчивости к = (к / 7 *) имеет вид 

(c2/u2

A)l ( w ' / c o ^ S i * 0 

-(w2

p/(0B)S\* (с2/и\)\ 0 

о о 

иА = B0/j4itn0m - альфвеновская скорость для Электронов, 

¥0(х, t) = -4кеп0ve3(x,0)te3 + 4ne(n0/(xyB)V1(pe(x,0). 

Из уравнений (3.9), (3.12) и (3.18), (3.19) вытекает интегродифференциальное уравнение, описы 
вающее низкочастотные электронные магнитно-звуковые волны: 
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mtx =—\ eos(n, е,)- ^ - cos (и, е 2 ) ^ г ^ 

4, С П И Н О В Ы Е ВОЛНЫ В М А Г Н Е Т И К А Х ВО ВНЕШНЕМ М А Г Н И Т Н О М П О Л Е 

В макроскопической теории анизотропия магнитных свойств ферромагнетиков описывается 
путем введения в термодинамический потенциал энергии анизотропии. Для одно- и двуосйых 
кристаллов разложение энергии анизотропии начинается с членов второй степени по компонен
там т ^ М / | М | (см, [1]): . • . | 

^ К1}т?пр (4.1) 

где Кц симметричный тензор второго ранга, компоненты которого имеют размерность плот
ности энергий. С другой стороны, предполагается, что размеры ферромагнетика намного боль
ше, чем размеры, при которых существенна энергия неоднородности. В этом случае можно не 
учитывать ее вклад в свободную энергию ферромагнетика [1]. I 

Пусть {ег, е 2 , е3} - ортогональный базис в диагональном представлений тензора Кц, Рассмот
рим некоторые случай выражения (4.1), реализуемые для одноосных кристаллов. Тензор для 
одноосных кристаллов имеет две независимые компоненты, а поскольку имеется квадратичная 
комбинаций, не зависящая от направления вектора т : тх + т + mz = 1, то выражение (4.1) со
держит всего один независимый коэффициент: ] 

Um = -Kmz - одноосный ферромагнетик, j 

В зависимости от знака коэффициента К энергия анизотропии Um будет минимальна при неко
торых определенных направлениях вектора намагниченности М: \ 

К > 0: Ш = М^з - одноосный ферромагнетик типа "легкая" ось (е3), j 

К < 0: М X щ - одноосный ферромагнетик типа "легкая" плоскость (е}, е2). | 

В рамках макроскопического описания движения магнитного момента для неметаллических 
ферромагнетиков (ферритов) можно воспользоваться бездйссипатйвным уравнением Ландау-
Лйфшйца [1], [2]: I 

где Н эф = Н РМ^з - эффективное магнитное поле в ферромагнетике, Н - внешнее магни1|ное 
поле, $ a Щ М | 2 , у - g\e\[2mc, g - гиромагнитное отношение ферромагнетика. Кроме того, |как 
всегда, предполагаем, что электромагнитное поле квазистационарно: ш < l cjl, I - характерные 
размеры тела. Тогда к уравнению Ландау^Лифшица необходимо добавить уравнения "квазиета-
ционарного" магнитного поля: S 

rotH а 0, divB а 0, В s Н + 4ЕМ, (43) 
Рассмотрим сначала случай одноосного феррита типа "легкая" ось: М 0 = М 0 е 3 , Н 0 = Н0е3 — внеш
нее поле. Линеаризованное уравнение Ландау-Лифшйца в данном случае примет вид |: 

- • - • . . ij 

где Н э ф = /У(,е, + Ь + $М<& + Pm z е 3 , И» //„с, + h, 1 * (#„ + 4ftMo)% + h + 4rtm, $ « К ) М \ , ] 
Таким образом^ из системы уравнений (43)Д4.4) подушм :! 

. Э м / Э * * ^ ( ^ + р М 0 ) [ е 3 , 1 1 1 Ь ^ Щ ^ ¥ ^ з К (4.5) 

d i v b = 0, b г ^ ? у + 4?ст, h « -Jfty- • . _ Ф-.6) 
где \|/(x, i) - скалярный потенциал магнитного поля. Так же какм ш предыдущих случаях, сведем 
эту систему к одному скалярному уравнению в частных производных высокого порядка состав
ного Тита, Проинтегрировав уравнение (4,5) по времени, получим I! 

Vain s - V 2 ? ^ ^ » 0 ( ^ ) / j 
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I o^Sj* 0 

-со, 5*1 * I 0 

О О 1 

О yM 0 Si* О 

-YM 0 Si* О О 

О 0 0 

где щ = у(Н0 + (5М0). Матричный оператор Vi обратим, поскольку определитель этого матрич
ного оператора равен почти единичному сверточному вольтерровскому (см. [6]—Т8]) 

| detVi = I + 0 ) 2 S r * , 

который однозначно обратим (I + m2

{St * ) - 1 = I - C D , Ssin(co,o *. Таким образом, обращая матричный 

оператор V i , в результате ряда преобразований приходим к следующему уравнению для намаг
ниченности т : 

(4.7) 

1 4к 

(C02/tO,).S'sin(m1?)* Y^0^cos(©r0* 0 

0 0 0 J 

(4.8) 

q{{x, t) = 47t( V 1 1
 ) / / % ( * ) , 0)2 - 4ку 2 М 0 (Я 0 + (ЗМ0). Подставляя уравнения (4.7) в (4.6), с учетом (4.8) 

получаем интегродифференциальное уравнение спиновых волн в однородном феррите типа 
легкая ось : 

2 г s in[o) , ( f -1) ] 
А 3 у(х , i) + ш 2 р т А 2\|/(х, т) - 47idivq(x, г). 

J О) , 

:! 0 
Введем обобщенный потенциал магнитного поля *F(x, t\ удовлетворяющий уравнению 

\ у - ( Э 2 / Э ? 2 + O) 2 ) 1 P(JC, 0 

и дополнительным калибровочным условиям 

Тогда из уравнения (4.9) получим 

га2 

+ co2JA3»F(x, 0 + (o;A2

vF(.v. ?) - divq(x, 0 , 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

где (О, = 7(Я 0 + PMo), (о, yj4nM0{H() + р М 0 ) . 

Типичные граничные условия для данной модели в случае границы раздела "идеальный" про
водник - магнетик имеют вид 

— JVtX ~ tJVtX-> 

(4.13) 

Э* 2 2*ш> + °4 C 0 S ( n - + c o s ( n ' €2)a^J' 

где £(x) - произвольный вектор в касательной плоскости в точке х е S, i - поверхностная плот
ность заряда на пров(!щнике. 
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Рассмотрим теперь случай однородного феррита типа "легкая плоскость". В этом случае |1эф 
фективное внутреннее поле феррита имеет вид Н = Ще^ + h + Pw 3 e 3 , а намагниченность щ = 
= М0ех + m (см. [1]). Подставляя выражение для эффективного поля и намагниченности в урав 
нение (4.3), получаем j 

дт/dt = уН0[е{, m] + y M Q [ h , е,] - y | p | m 3 M 0 e 2 , (4.14) 

divb = 0, b = - V\|/ + 47rm, h = -V\| / . (4.15) 
Аналогично выводу уравнений (4.7)-(4.12) из системы (4.14), (4.15) получаем 

4тГ 

(о 
X = 4к 

0 о 
0 (о) 4/сОэ)5 5 |П( Со 1 ,)* yM0S cos(© 3>)* 

V 0 -yM 05 Cos(o)jr)* (С0 5 / (Оз )5 5 т((о ,0* ) 

(4 .16) 

(4.17) 

где 0 = 4тс(V 3)«m 0 /(x), ( 0 3 = yjH0(H0 + |р |М„), со4 = yj4n(H0 + | р | М 0 ) М 0 , со5 = yj4nH0M± 

Уз = 
I о о 
0 I - (O^Ssinfo),;)* -Y(^0 + PM 0)5cos(o),0* 

0 Y// 05cos(a>,0* I - C0 35sin(0) 30* 
Подставляя уравнение (4.16) в (4.15), с учетом (4.17) получаем интегродифференциальное урав
нение спиновых волн в однородном феррите типа "легкая плоскость": ! 

3V|/(x, 0 + } dx 
s i n [ ( o 3 ( / - T ) ] r 2 

(0ч 
[ В Д * Л ( * Л ) + С 0 5 у Л Л ( х , 1 : ) ] = divqCM)-

Для обобщенного потенциала магнитного поля Т(дг, ?), ! 

V = (—2 + <4)V(x,t), .^¥(x,t)\t = 0 = 0, k = 0T\, I 

получим, что и в этом случае математическая модель исследуемой задачи сводится к одному ска
лярному уравнению в частных производных высокого порядка составного типа: j 

(d2/dt2 + Щ)А3^(х, t) + (olV^ix, t) + (02

54X3Xi(x, t) = divq(x, 0 . ( f l8) 

Стандартным образом можно показать, что граничные условия на поверхности раздела "идеаль
ный" проводник - магнетик имеют вид (4.13) с граничным оператором косой производной QTX 

следующего вида: 

^tx = ^tx ^txi 

сп (Э2 2\ д 2 , Ч Э 2 , ч 9 
УСп = \ —: + со3 U— + co 4cos(n, е 2 )5— + co 5cos(n, е 3 )^—, 

\,ЭГ )°Пх дХ2 °Х3 

%х^ум{ cos (H ,e 3 K -л - cos(n, е 2 ) ^ ч - . 

Спиновые волны в различных структурах в рамках теории молекулярного поля описывается 
однотипным образом. Особенности спиновых волн в антиферромагнетиках обусловлены суще
ствованием двух и более магнитных подрешеток. Рассмотрим простейший, но наиболее интерес
ный случай - двухподрешеточный антиферромагнетик типа "легкая плоскость". j 

Пусть Н 0 = Я 0 е 2 . Если не учитывать влияния анизотропии в базисной плоскости, то из симме
трии задачи ясно, что намагниченности подрешеток установятся под одинаковым углом к внеш
нему полю, причем sin a = Н0/2НЕ, где a - угол между ех и направлением спонтанной намагнйчен-
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ности первой подрешетки М 1 0 (см. [22]). Уравнения движения намагниченностей подрешеток без 
учета диссипации имеют вид 

dm{/dt = y f H ^ M J , dm2/dt = у [ Н 2 э ф , М 2 ] / (4.19) 
Будем рассматривать малые колебания намагниченности т{ и т 2 во внешнем магнитном поле. 
Тогда намагниченности подрешеток имеют вид 

М ь = e]M0cosa +e2M0sma + ml, М2 - - e , M 0 c o s a + e 2 M 0 s i n a + m 2 ; . 1 (4.20) 

эффективные поля, действующие на подрешетки, таковы: 
Н Н 

1 1 э ф = tf0e2 + jfrnu^3 ~ Ш 2 + h, Н 2 э ф = Я 0 е 2 + j£m2xe3- Ш , + h, (4.21) 

где Нк = 2К/М0 < 0 - константа поля анизотропии, - А М Ь -ХМ2 - обменные поля, действующие со 
стороны первой подрешетки на вторую и со стороны второй на первую, h - малое возмущение 
внешнего поля, причем h < Н0. Введем ферромагнитный и антиферромагнитный векторы m = 
= ив, + m 2 , L = М ] - m 2 , тогда система уравнений (4.19)—(4.21) может быть сведена к следующим 
уравнениям (см. [22]): 

drn{/dt = у(Н0-HKsma)m3-2ysm(a)h3, (4.22) 

dm2/dt = yHKcos(d)L3, (4.23) 

дщ/dt = - у # 0 т , н - 2 y s i n ( a ) / ? | , (4.24) 

dLx/<5t = -yHKsm(a)L3, (4.25a) 

dL2/dt = -y(2HE-HK)cos(a)m3 + 2yM 0cos(a)u 3; (4.256) 

dL3/dt = yHEcos(a)ih2-2yM0cos(a)h2, (4.26) 

1 divb = 0, b = h + 4nm, h = - V y , 
(4.27) 

где nil = (m{, fh2, m 3 ) , L = ( L b L 2 , L 3), HE = \M0. 
Покажем, что и эту систему можно свести к одному скалярному уравнению, аналогичному 

предыдущим. 
Система уравнений для нахождения ферромагнитного вектора m состоит из уравнений 

(4.22)-(4.24), (4.26), (4.27). Проинтегрируем по времени уравнения (4.22)-(4.24) и (4.26). В проин
тегрированное уравнение (4.23) подставим выражение, получившееся в результате интегрирова
ния соотношения (4.26) для L 3 . В результате получим 

| V 4 m = V 5 h + q 0 (x , 0, 

q0(x, t) = ml0(x)ex + ( - y\HK\ cos(a)L30(x)t + m 2 0 ( x ) ) e 2 + m 3 0 ( x ) e 3 , 
( \ 

0 
' 4 = 

: .. i 
о 

; Y # 0 s i n ( a ) S i * 

f 

0 
'5 = • 0 

cos (a)St* 

-y[H0 + \HK\cos(a)]S\* 

0 

I 

2Ysin(a)5i* 

2 Y 2 M 0 | # K | C O S 2 ( O C ) 5 , * 

0 

- 2 Y s i n ( a ) 5 i * 

0 

0 

Как и раньше, обращаем матричный оператор V 4 (поскольку detV 4 = I + y1\HK\HEcos2(a)Si * - об
ратимый оператор} и; в результате получаем уравнение для вектора намагниченности m систе
мы и выражение для операторного тензора магнитной восприимчивости: 

1 , ч 

(4.28) 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 39 № 6 1999 
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х = (bj) =• 4л: 

(W 8 /W 6 )S s ,n(ov)* 

О 

2Ysin (a )5cos( (D 6 o* 

О 
2 л 

( 0 ) 1 0 / 0 ) 7 ) 5 s i n ( w 7 r ) * 

О 

-2ys in (a )5cos ( (B 6 r )* 

О 
2 А 

( C 0 9 / C 0 6 ) 5 ' s i n ( G ) 6 0 * -

2 2 2 2 2 2 2 2 2 
где со6 = у H0(H0 + \HK\smu), со7 = у Я ^ Я ^ С О Б а , ю 8 = с о 6 / Я £ , со9 = 2у Я 0 8йюс, ш 1 0 = 
= 2у2М0\Нк\ c o s 2 a , q / 0(x, t) = 47c(V~%q 0 7. 

Таким образом, из уравнений (4.27), (4.28) получаем интегродифференциальное уравнение 
спиновых волн в двухподрешеточном антиферромагнетике типа "легкая плоскость": 

Д 3\|/(х, 0 + J r f x { s i n [ a ) 6 ( f -T ) ] / © 6 } [ a ) 8 Y X l X l U т) + с о ^ ^ Д х , т)] + 
о 

+ w 2 o p x { s i n [ c o 7 ( r - T ) ] / c o 7 } Y A 2 x 2 ( ^ ^ ) = 47idivq 0 (x,r) . 
о 

Введем обобщенный потенциал магнитного поля ^(х, t): 

(4.29) 

тогда получим дифференциальное уравнение для *Р(х, t): 

2 \1 О 2 2 \Э2^Р / ? 2 4 ' ^ 2 

^ 4- m„ II —— 4- ГЛ, 4- ГГ>Л I 4- I -2 2 ^ 4 » r a z , 2 ya z 2 2^э 2 т 
— + < ° 7 ] | П + % + Щ — Т + Г"2 + Ю 6 — 2 + « 7 + Ю 1 0 dt J^dt J dx\ ^dt J^dt J dxt 

(d2 2 V 9 2 2 2V2VP Л- , \ 
(4.30) 

Отметим, что к уравнениям вида (4.29) и (4.30) сводится система уравнений, описывающая спи
новые волны в слабом ферромагнетике в рамках модели Дзялошинского [22]. 

Граничные условия на поверхности раздела "идеальный" проводник - магнетик имеют вид 
(4.13) с граничным оператором косой производной %,х, имеющим в данном случае вид 

г у > fd2 >у а2

 2л э 2 г а2 .л , ч а 
ЧэТ2 + ЧЬ? + ЧаТ, +°Чэ7 2 + Н с ° 8 ( п ' 4 i Z + 

ЛЭ2 2 V 2 / х Э 2 , ч Э 
+ (^р + co 7J(^(0 8cos(n, ei)^- •+ co 9cos(n, e3)g-^-

9ftfJCs 2 y s i n a f - ^ + © v l j - f c o s ( n , e 3 ) ^ - - cos(n, е , ) Д -
м)г Jot\ OX) dx3 

При выводе уравнений спиновых волн мы не учитывали, что внутреннее поле в ферромагнети
ках и антиферромагнетиках зависит от формы рассматриваемых кристаллов. Вообще говоря, 
учет этого фактора представляет собой сложную краевую задачу. Однако можно рассмотреть 
наиболее простую из таких граничных задач - об однородных магнитных колебаниях малого 
ферромагнитного эллипсоида [23]. Причем "малость" ферромагнетика понимается двояким об
разом: малость по сравнению с другими размерами системы, что позволяет рассматривать в ка
честве заданных величин внешние магнитные поля, и малость размеров образца по сравнению с 
длиной электромагнитной волны, что дает возможность для переменных составляющих исполь
зовать магнитостатйческое приближение, т.е. систему уравнений магнитостатики. 
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Поскольку рассматриваемый образец является эллипсоидом, то можно применить известный 
результат магнитостатики [14]: внутреннее магнитное поле в эллипсоиде, помещенном в одно
родное внешнее поле Не, однородно и составляет 

Н = H . - N M , (4.31) 

где М - намагниченность, N - симметричный тензор размагничивания. Подставляя в (4.31) поля 
и намагниченность в виде сумм постоянных и переменных составляющих, мы получаем для по
стоянных 

Н 0 = HU-NM0, 

а для переменных составляющих 

h = h ^ N m . . (4.32) 

Условие равновесия в данном случае примет вид 

[ M 0 , H c 0 - N M 0 ] = 0,-

откуда следует, что ;А/ 1 3 = N23 = 0. Линеаризованное уравнение Ландау-Лифшица в данном случае 
имеет вид 

дщ/dt = - у [ т , - Н в 0 - Ш о ] - т [ ( Й т ) , М 0 ] - у [ М о , Ь в ] . (4.33) 

Спроектируем (4.33) на оси системы координат, в которой ось z совпадает с направлением Н 0 и 

М 0 . Пусть в этих осях (не совпадающих, вообще говоря, с осями х', у \ z' эллипсоида) тензор N 
имеет вид 

N = 
NuNl2 

0 

Nl2N22 0 

0 0 М 
зз j 

Запишем уравнение (4.33) покомпонентно (см. [23]): 

(d/dt + mxy)mx^(dymy = yM0he2, (d/dt-<йху)ту-ыхтх = -yM0he], дт/dt == 0, (4,34) 

где тху = yNl2M0, ых = у(Не0 - N33M0 + NnM0), (Оу = у(Не0 - N33M0 + N22M0). Кроме того, в силу "мало
сти" размеров ферромагнитного эллипсоида в указанном ранее смысле необходимо добавить 
уравнения магнитостатики 

| divb = 0, b == h , + 47im, h, = - V y . , (4.35) 

Из системы уравнений (4.34), (4.35) стандартным образом получаем выражение для операторно
го тензора магнитной восприимчивости 

( 

4я 

( C 0 } ; / C 0 0 ) 5 ' s i n ( c o 0 r ) * (Scos(idQt)^-((^xy/®o)Ssm(id0t)^) 0 

- ( 5 « ь ( о . . , м * + (W, v /a) 0 )i 'sin(io„;)*) («У C 0 0 ) 5 s i n ( W | ) 0 * 0 

V 0 0 0 

2 2 ' 

где ш 0 - (Ox(Dy - шху, щ = 4тсуМ0, и соответствующее интегродифференциальное уравнение спи
новых волн в эллипсоидальном ферромагнетике во внешнем магнитном поле 

о 

s in[co 0 ( / -T)] 
(°>УVx.x, + ®xVx7x, - 2co v , \)/_ ) = divq(x, 0 , 

из которого для обобщенного потенциала магнитного поля 

э7 + м ° ' | т ' dt' 
№ , 0 | , = 0 = о, к = о,и 
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вытекает дифференциальное уравнение составного типа 

(Ъ1 г\ d24* д2Ч* д2у¥ 
[—2 + ®о)*з¥ + ^ ю , — + - 2 с о „ ^ = divq(*, t). (4.36) 

Граничные условия на поверхности раздела "идеальный" проводник - магнетик имеют вид 
(4.13) с граничным оператором 2 ? J C : 

^tx — *>vtx ^ ox-tx^ 

f д 2\ э , . э , ч э 7 1 + ю о k— + co,co^cos(n, е,)^— + co,co^cos(n, e2)^—, 
JOYlx ОХ\ OX2 

№tx = - © ^ c o s ( n , e 0 ^ - o a ^ + co^cos(n, e 2 ) ^ . 

Таким образом, нами показано, что широкий круг векторных математических моделей, опи
сывающих нестационарные волновые процессы в различных по своей физической природе сре
дах с анизотропной дисперсией, единообразным образом может быть сведен к начально-крае
вым задачам для достаточно однотипных скалярных уравнений высокого порядка (2.10), (2.14), 
(3.7), (3.21), (3.22), (4.12), (4.18), (4.31), (4.36). Это ставит задачу построения полной теории на
чально-краевых задач для данного класса уравнений в частных производных и изучения общих 
свойств их решений. 
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