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Изучается классическая разрешимость начально-краевой задачи для "небуссинесковского" 
уравнения внутренних волн, описывающей возбуждение двумерных колебаний экспоненци­
ально стратифицированной жидкости двусторонним криволинейным отрезком. 

В настоящей статье продолжаются начатые в [1], [2] исследования, посвященные задачам о 
нестационарных внутренних волнах, в стратифицированных и вращающихся жидкостях при за­
дании условий возбуждения на криволинейных отрезках. В [1] при рассмотрении этих задач ис­
пользовалось приближение Буссинеска [3]. В [2] изучена начально-краевая задача для полного 
небуссинесковского уравнения внутренних волн, в случае когда на криволинейном отрезке зада­
но граничное условие Дирихле. Настоящая работа посвящена обобщению результатов работы 
[2] на случай двустороннего отрезка. 

1. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

Малые двумерные колебания идеальной несжимаемой экспоненциально стратифицирован­
ной жидкости принято описывать уравнением внутренних волн, которое в безразмерных пере­
менных имеет вид (см. [1], [3]) 

Э2 

— (A2u-u) + uX]Xi = 0, (1.1) 
dt 

где и = и(х, t), х = (хь х2) е М1, t е W. Функция и связана с потенциальной функцией Ф(х, t), веден­
ной в [1], соотношением 

и(х, t) = / 2 Ф(л ' , t ) . 
Пусть в жидкости, динамика которой описывается уравнением (1.1), находится бесконечно 

тонкий криволинейный отрезок 

Г = {{хь х2) € IR2; хх = xx{s), х2 = x2(s), s е [0, / ] } . 

Будем в дальнейшем предполагать, что Г е А{2'Х) - простая кривая ляпуновского типа, естествен­
ным образом параметризованная, т.е. в качестве параметра выступает длина дуги s. Пусть xs -
вектор, касательный к Г в точке x(s) = (х{($), x2(s)) е Г и указывающий направление возрастания 
параметра s, a ms - вектор нормали к Г в точке x(s) е Г, причем направление nY таково, что вектор xs, 
будучи повернут на угол к/2 против часовой стрелки, совпадает с вектором nv. Ориентируем кри­
вую, выделив ее внешнюю Г + и внутреннюю Г" стороны, следующим образом: внешней сторо­
ной будем называть ту сторону кривой Г, которая видна, если смотреть навстречу вектору нор­
мали, а внутренней - соответственно, противоположную сторону. 

Предположим, что до момента t = 0 колебания отсутствовали, т.е. 

и(х,0) = ut(x,0) = 0, (1.2) 

а начиная с момента г = 0 на сторонах Г + и Г~ отрезка Г заданы, вообще говоря, различные рас­
пределения давления, что приводит к граничным условиям (см. [1]) 

и(х>0\х = х и ) е Г , = f±(s,t), $е [0,1]. (1.3а) 

Естественное с физической точки зрения требование непрерывности давления приводит [1] к 
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следующим условиям согласования: 
/ . ( О , г) = /_ (0 , г), / + ( / , 0 = / - ( / , ' ) • (1.36) 

Предположение об отсутствии источников на бесконечности сформулируем в виде следую­
щих условий регулярности: 

Bk(t) дк 

—Iй 
KAk{t) 

—У и 
dtk \х\ dtk | 2 5 к = 0, 1,2, (1.4) 

-foo. при |х| = (х] + х 2 ) 1 / 2 

Предположение об отсутствии сосредоточенных источников на концах Г приводит к следую­
щим условиям в окрестности концов отрезка Г: 

|Vn|, 
dt1 

-Уи = 0 ( r l f 2 ) , (1.5) 

где rl2 - расстояния до концов отрезка Г. 
Таким образом, верна 
Задача S. Найти при t > О в области Ш2\Г непрерывную функцию и(х, t), удовлетворяющую 

при t > О в классическом смысле уравнению (1.1) в области К 2 \ Г , начальным условиям (1.2), гра­
ничным условиям (1.3а), условиям (1.4) и (1.5). 

Введем некоторые необходимые для дальнейшего обозначения. Множество функций {v(s): 
(s(l - s))U2v(s) е С ( 0 'А )[0,1]} обозначим через С ] / 2

Л ) [0, / ] . Введем также следующие классы функ­
ций v(s, О-

С 0

2 ) [ [ 0 ? оо); С ( М ) [ 0 , /] ] = {v( J f t) е С ( 2 ) [ [ 0 , «>); С ( ° ' Л ) [0 , /] ]: v(s, 0) = vt(s, 0) = 0 } , 

Cb2)[[0, оо); Ci/ 2

/ 0[0, / ] ] = { V ( j , Г) € С ( 2 ) [[0, оо); С ( £ Л ) [0, / ] ] : V ( j , 0) = V , ( j , 0) = 0 } . 

Перейдем теперь к изучению вопроса о классической разрешимости задачи S. 

2. П О С Т Р О Е Н И Е УГЛОВОГО П О Т Е Н Ц И А Л А И ЕГО СВОЙСТВА 

Так же как и в [2] введем в рассмотрение динамический потенциал простого слоя 

11 
V[v](x, t) = Jv(a, 0 ^ o ( U -y (o ) \ )da + j jv (a , t - x)F{x- y ( a ) , x)dadx, (2.1a) 

о о 
где x = (хь x 2), y(a) = (y^o), y 2(a)), |*| = (x{ + x 2 ) l / 2 , а 

F ( x - y ( a ) , 0 ^ 2 ^ . J { f f 0 ( Y t o * . y ( a ) ) U - ^ cx>0 ? (2.16) 

У(р,х,у(в)) = [ / 7 2 + a 2 ( x , y ( a ) ) ( / 7 2 + l ) " 1 ] 1 7 2 , (2.1B) 

(2.1r) a(x, y (a ) ) s |x 2 - y2(o)\/\x- y ( a ) | . 

Здесь и далее под A 0̂(z) понимается главная ветвь функции Макдональда на комплексной плос­
кости с разрезом по отрицательной части вещественной оси. Ветвь корня (2.1 в) выбрана таким 
образом, чтобы у(р, х, y(a)) — - 1 при р — - оо в полуплоскости Re/? > 0. 

Из результатов [2] вытекает 

Лемма 1, Если v(s, i) е CQ 2 ) [[0, оо); C\%h) [0, /]], то функция (2.1а) непрерывна всюду в К 2 , вне 
Г у довлетворяепкуравнению (1.1) в классическом смысле, начальным условиям (1.2), условиям 
регулярности (1.4) и условиям (1.5) в окрестности концов кривой Г. 
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Рассмотрим функцию 
t 

v(x - у (о) , t) = К0(\х - у(о)\ ) в ( 0 + Jf(JC - у (а ) , т ) Л , (2.2) 

где 0(0 - функция Хевисайда, F(x-y(G) , т) определена в (2.16). Из (2.16) вытекает, что преобра­
зование Лапласа функции v имеет вид 

v(x-y(a),p) = -К0(у(р,х9у(а))\х-у(о)\), 
Р 

где у(р, JC, у ( а ) ) определена в (2.1 в). 
Представим V ( J C - у(с), р) в виде 

v(x-y(o),p) = - v , ( x - ^ ( a ) , /?) + v 2 (*- ;y(a) , /?), 

где 

v i ( x - y ( a ) , p ) 
1 l n | x . y ( a ) | + I l n [ l + 2 i ^ > 

v 2 (* - ;y (a ) , /?) = - *o(Y(/>> - ) + In Y( A x, y(a))U - y(a)| + ~ ln^l + 

(2.3) 

(2.4a) 

(2.46) 

(2.4B) 

Основываясь на [4]-[6], нетрудно видеть, что функции v} и v 2 , определенные (2.46), (2.4в), яв­
ляются изображениями функций v , (x -y (0 ) , г) и V2(JC - у ( а ) , /), причем 

v , ( j c - y ( a ) , r ) = \n\x-y(e)\Q(t) + ^[l-cos(%a(x,y(0))]d%. (2.5) 

Методами из [1] легко установить, что функция v{(x-y(a), i) связана с построенным в [1] яд­
ром динамического логарифмического потенциала для двумерного уравнения внутренних волн 
в приближении Буссинеска 

-ч2 

dt1 

-Аи + и у г = 0 (2.6) 

точно таким же образом, как функция (2.2) с ядром динамического потенциала простого слоя 
(2.10) для уравнения (1.1). 

Для построения углового потенциала в [1] использовалась система уравнений вида 

—- + 1 \их = -v \ . , —-и х = vx , (2.7) 

которая в классе достаточно гладких функций эквивалентна уравнению (2.6). 
Система (2.7), очевидно, не эквивалентна уравнению (1.1). Однако оказывается возможным 

использовать ее для построения углового потенциала в рассматриваемом случае. 
Пусть Г е Л ( 2 Х ) - простая кривая ляпуновского типа, заданная, как и в разделе 1, уравнениями 

У\ = У\(в), уг = у 2 ( а ) , 0 - естественный параметр. Рассмотрим следующий интеграл: 

0(x,s,t, Г ) = Ida{wl(x,y(alt)y\(a)-hw2(x,y(alt)y2(a)}, 

о 
где функции W] 2 определяются следующими соотношениями: 

w, = - ~ J s i n ( Г - т ) ^ ~ ~ v ( x ~ У ( а ) > l)dx, 

w 9 
= ^(t-T)^jv(x-y(o),%)d%, 

(2.8) 

(2.9а) 

(2.96) 
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функция v(x - у ( а ) , t) определена в (2.2). 
Представим Ф(х, s, t; Г) в виде 

Ф = Ф, + Ф 2 , 
где Ф1 и Ф 2 определены формулами (2.8), (2.9), причем в (2.9) вместо функции v следует подста­
вить, соответственно, функции Vj(JC - у(о), t) и v2(x - у(о), t), определенные выше (см. (2.46), 
(2.4в)). 

С учетом результатов [1] нетрудно убедиться, что функция Ф] имеет вид 
}'(<*)) 

0{(x,s,t; Г) = -0(t)[ty(x,y(s))- J sin(Or) * sin(rsin6)<ie. (2.10) 
0 

Здесь и далее * означает вольтеррову свертку по переменной /, а у(х, y(s)) - ядро гармонического 
углового потенциала, введенное в [1] (см. также [7]): 

Х\~У\ • Х2 ~~ У2 

cos\|/(*,y) = -I г , sm\|/(x,y) = -j г. 
Для Ф 2 приходим к выражению 

Ф 2 ( х , 5 , г ; Г ) = в(о{*}^(*,^^ 
^ о 

.V 

- Jsin у(о))sin[ sin j(o), t)] * ' ^ V U Я<?))П - U - У(°)\ K\(U - ) № -
0 (2.11) 

.V 
г Э -J3C(*,y(a), 0 * r^\|/(x 9y(a))rfa + 
0 

+ Jsin\|f(x, у(о))$т[щ(х, у (о))] * t * 3{(x, у ( a ) , 0^¥(*> y(a))<fo L 
0 ^ 

где функция Ж(х, y(a), 0 определена выражением 

ЭС(х,у(о),0 = 
(2.12) 

х J e / ' ' t Y U,Ko),p) |x-y(a) |^KYU,y(a) ,p)U-y(c) | ) -U-y(o) |^ 1 (U-y(o) | ) ]^ a > 0 . 
a - / о о 

В (2.12) и всюду далее под K{(z) понимается главная ветвь функции Макдональда первого по­
рядка, рассматриваемая на комплексной плоскости с разрезом по отрицательной части вещест­
венной оси, у(х, у(о), р) имеет тот же смысл, что и в (2.16). 

Пусть р($, i) е Cq2) [0, оо; C(i/2

/l) [0, /]]. Рассмотрим интеграл типа потенциала: 
/1 

W[]itt}{x,t) = ^\Ltt{s9t-%)<b{x,s9%\T)dsdi, (2.13) 
0 0 

где Ф(х, 5, Г, Г) определена в (2.8). Интегрируя по частям в (2.13) с учетом условий \i(s, 0) = 
= p,(.s, 0) = 0, окончательно получаем 

Щц„](*,0 = T[]i](x9t) = r.imUO + ̂ W U O . (2Л4а) 

Ti[\i](x,t) = Г Г ц ^ г - х ^ Ф ^ ^ г . П Л Л , I = 1,2, (2.146) 
0 0 

а функции Ф, 2 даются формулами (2.10), (2.11) соответственно. 
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Принимая во внимание определение (2.8), функции Ф(х, s, t\ Г) = Ф\(х, s, t\ Г) + Ф2(х, s, t\ Г), не­
трудно убедиться непосредственной проверкой, что она при любом фиксированном s удовлетво­
ряет в классическом смысле уравнению (1.1) при t > 0, х е К 2\Г. С учетом этого факта можно 
установить, что и потенциал 71p](jc, t) с плотностью \i(s, f) е Cq2 ) [0, °о; С ( 0 ) [ 0 , /]] удовлетворяет 
уравнению (1.1) при t>0 всюду вне Г. 

Исходя из явного вида функции Ф{ и результатов [1], легко убедиться, что функция Г^рК*, t) 
в (2с 14а) является динамическим угловым потенциалом для уравнения (2.6), введенным в [1]. 

Рассмотрим потенциал Т2[р](х, t), определенный (2.146). Учитывая явный вид его ядра, следу­
ющий из (2.146), (2.11) и (2.12) и результаты работы [6], где изучались функции вида (2.12), не­
трудно убедиться, что ядро потенциала Г2[р](х, t) является достаточно гладким, а сам потенциал -
непрерывным в Ш2 по переменной х при любом t > 0. 

Таким образом, представление (2.146) потенциала Г2[р](х, t) с учетом результатов работы [1] 
позволяет без труда провести исследование его свойств. Справедлива 

Теорема 1. Пусть \i(s, i) е С ( 2 )[[0, +-); С ( 0 )[0, /]] и 

jl

Qds\L(s, 0 = 0 V ; > 0 . 

Тогда верно следующее: 
а) всюду вне кривой Г потенциал T[\l](x, t) является однозначной функцией, удовлетворяю-

щей в классическом смысле уравнению (1.1); 
б) справедливы следующие предельные формулы: 

lim T[\L](x,t) * T±[\i](s, t) = D[\L\(syt)*%(I~Jx(t)*)p{s,t), 
x —» jc(.v) e Г ± 

где 
s t 

p(s,t) = jda\i(c9t)9 J}(t) * %(0 = J i i ( r - T ) x ( t ) J T , 
о 0 

здесь J{(t) - функция Бесселя I рода и первого порядка, а 
i 

ТЛГ т / Г / .\ COS6(.S, 0 ) j 

(s)-y(o)\ 
0 

t / 
cos$(s 0 ) 

p ( 0 , r - T ) s i n \ | / ( 5 ,

J 0 ) s in [Ts in \ | / ( s , 0 ) ] p — v ' '-tdodi + T2[\x](s, r ) , 
x(s) - y ( 0 ) | 

- J J 
0 0 

где f 2 [p](s, 0 - прямое значение функции T2[\i](s, t), определенной соотношением (2.146), ня /фм-
еой Г, Q(s, 0 ) - угол между нормалью п а и вектором у(0)х(^); 

в) для функции и(х, t) = T[p](jt, t) выполнены условия регулярности (1.4) и (1.5); 
Г) ес/ш p(j , 0) = \lt(s, 0) = 0, mo функция и(х, t) = 71р](х, 0 удовлетворяет нулевым начальным 

условиям: и(х, 0) == M,(JC, 0) = 0. 

Теперь воспользуемся построенным динамическим угловым потенциалом T[p](jc, i) для дока­
зательства классической разрешимости задачи S. 

3. РАЗРЕШИМОСТЬ З А Д А Ч И S 
Будем искать решение задачи в виде суммы динамических потенциалов V[v](x, i) и Т[р](х, t), 

определенных выражениями (2.1) и (2.14а) соответственно: и(х, t) = V[v](x, t) + JIp](jc, t), \i(s, t) e 

G a 2 ) [ [ 0 , o o ) ; O 0 ^ [ 0 , /]]; 
/ 

Jn(*. t)ds = 0, v ( . , 0 ^ C |) 2 )[[0,oo);Ci/ 2

/ ? )[0, / ] ] . (3.1) 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 37 № 8 1997 
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0 0 

здесь 
Ф 2 ( 5 , а , х ; Г ) = l i m Ф 2 ( х , a , x ; Г ) = Ф2(х, a , x ; Г)\х = х ( г ) б г + 

дг -» JC(.V) е Г±

 ± 

Ф2(х, а , т ; Г) определено соотношением (2.11). 
Точно так же, как и в [1], используя методы теории сингулярных интегральных операторов 

[9], можно показать, что D^pJCs, t) е CQ2) [[0, +°°); С ( 1 Д ) [ 0 , /]], (Г е Л ( 2 Д ) ) . Из явного вида функции 

D2[\i](s, Г) вытекает, что D2[\i](s, t) е CQ2) [[0, +оо); С ( 1 Д ) [ 0 , /]]. Тем самым D[p](s , i) е CQ2) [[0, +«,); 
С ^ ' Ч О , / ] ] . 

Предположим, что/ ± (^ , t) е С[>2) [[0, +<*>); С ° ' а ) [ 0 , /]] при некотором а е (0, 1). Тогда, диффе­
ренцируя соотношение (3.4) по s, получаем выражение 

mt) = 5^(1 - S,*)[fl{s, t)~f+(s,t)]9 (3.5) 

где 
/ т 

S, * X(t) = jS(t~x)X(x)dx, S(x) = 
0 0 

здесь использовалось равенство (I-J{ *)_1 = I-St *, полученное в [1]. Заметим, что из соотноше­
ния (3.4) и условий согласования (1.36) вытекает справедливость равенства 

/ 

jds\L(s, t) = 0 V r > 0 . 
о 

Таким образом, получено явное решение уравнения (3.4) и, следовательно, вопрос о сущест­
вовании классического решения задачи S сводится к вопросу о разрешимости только одного ин­
тегрального уравнения (3.3) в классе функций v(s, t) е С[>2) [[0, оо); С^' 0 [0, /]]. 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 37 № 8 1997 

Из результатов раздела 2 следует, что функция и(х, t) удовлетворяет всем условиям задачи S за 
исключением граничных (1.3а). Из граничных условий (1.3а), используя лемму 1- и теорему 1, по­
лучаем равенства 

V[v](s, t) + T+[\i](s9 t) = f+(s, 0 , V[v](s, t) + Т_[\1Ш t) = / _ ( * , 0 . (3.2) 

Складывая и вычитая выражения (3,2), с учетом результатов теоремы 1 получаем следующие 
соотношения: 

V[v ] (M) = \{f^t) + fS$,t)}-Dm{$,t), (3.3) 

( / - У , ( 0 * ) Р ( М ) = - ^ { / . ( М ) - / + ( М ) } . (34) 

Функцию £)[p](5", i) можно представить в виде следующей суммы: 

D[\i](s,t) = Dl[[i](s,t) + D2[\i](s,t), 
где 

/ / / 

тл г т/ ч Г / ч cos6(s, а ) , г г , ч . , ч . г . , ч 1 cos6(s, а ) , , 
Щ р ] ( я , 0 = J Р ( О , 0 | х ( ^ _ <fo - J J Р ( А , I - т )SINУ(Д, O)SIN[TSIN\|F(*, E ) ] ^ -Y(C ) i T ' 

0 0 0 

a 

P(O,R) = JDFYI (M) , 

0 

£ » 2 [ | 1 ] ( 5 < 0 = Г 2 [ ц ] ( 5 , / ) = f [ ц ( О , / - x ) — 2 Ф 2 ( л - , a , x ; Y)dodx; 
J J Э х 
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Как доказано выше, правая часть интегрального уравнения (3.3) является функцией из мно­

жества С 0

2 ) [ [0 , оо); С<'-Р>[0, /]] при р = min{A,, а ) . 

В [2] было доказано, что интегральное уравнение V[p](s, t) = F(s, i) имеет решение \ip(sy i) е 

е Со 2 ) [ [0 , оо); СтН)[0, /]] для любой функции F(s, t) е CQ2)[[0, о о ) ; С ( ,*>[0, /]], причем h = 
= min{p, 1/2}. 

Таким образом, справедлива 

Теорема 2. При любых f±(s, i) е CQ2) [[0, оо); С ( 1 А ) [0, /]], а > 0, удовлетворяющих условиям со­
гласования (1.3а), существует классическое решение задачи S, даваемое формулой (3.1), а пло­
скости потенциалов являются решением системы (3.3), (3.4). 

Обсудим теперь вопрос о единственности решения задачи S. Будем говорить, что решение 
задачи S удовлетворяет условиям гладкости Л, если функции Dk и(х, t) и DkDx,u(x, t), k = 0, 1, 2, 

7 = 1,2, непрерывны no (JC, t) в каждой замкнутой области О Е х [0, 7] (Т> 0, е е (0, е 0 ] , /? > /? 0), где 

О Е - область, получаемая удалением из круга 5(0, R) радиуса R с центром в точке х = 0 дуги Г и 

двух кругов Se радиуса г с центрами на концах дуги Г. 

Используя формулу интегрирования по частям, с учетом условий регулярности на бесконеч­
ности (1.4) и (1.5) в окрестности концевых точек отрезка Г, при условии, что функция и(х, t) удов­
летворяет условиям гладкости Л, получаем энергетическое тождество для уравнения (1.1): 

l|||V2 MJ| + 11̂ ,11̂ ^̂  + ll-Jll,^, j = Я*ЛГ̂ {«̂ ««|̂  - « x iV«M| r _>, (3.6) 
^ ^ or 

где символом Nxx обозначен следующий граничный оператор: 

«г д2 ди , ч ди N««s—5тг+ («ьпх)т-, 
Э х д п х ° х \ 

где n t - внешняя нормаль к границе Г в точке хе Г, е{ - орт оси Охх. 

Применив формулу (3.6) к решению однородного уравнения (1.1) с однородными начальными 
и граничными условиями с учетом условий на бесконечности (1.4), убедимся, что справедлива 

Теорема 3. Построенное решение является единственным классическим решением задачи S, 
удовлетворяющим условиям гладкости Л. 
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