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Ââåäåíèå

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Ïåðìàíåíò êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ïîðÿäêà n îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

per (A) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

aiσ(i),

ãäå Sn ýòî ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêà n.

Ôîðìóëà ïåðìàíåíòà ìàòðèöû îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû îò-

ñóòñòâèåì óìíîæåíèÿ íà çíàê ïåðåñòàíîâêè, ïîýòîìó åãî èíîãäà íàçûâàþò

�îïðåäåëèòåëåì áåç çíàêà�.

Âïåðâûå ïåðìàíåíò, êàê êëàññ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, áûë íåçàâèñèìî

ââåäåí Êîøè [16] è Áèíå [10]. Òåðìèí �ïåðìàíåíò� äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö

áûë ââåäåí Ìþèðîì [34]. Êðîìå òîãî, Ìþèð äîêàçàë áàçîâûå ñâîéñòâà ïåð-

ìàíåíòà ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëèòåëåì, âïåðâûå èññëåäóÿ ýòè ïîíÿòèÿ êàê

ðîäñòâåííûå. Â ðàáîòàõ Ëèòëâóäà è Ðè÷àðäñîíà [27, 28] ïîíÿòèÿ ïåðìàíåíòà

è îïðåäåëèòåëÿ áûëè îáîáùåíû äî èììàíàíòà, â êîòîðîì ñëàãàåìûå áåðóòñÿ

ñ êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì çíà÷åíèþ ôèêñèðîâàííîãî õàðàêòåðà íà ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêå.

Ïîëèà ïðåäëîæèë äðóãîé ïîäõîä, ñâÿçûâàþùèé âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòà

è îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû [36]. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n = 2 èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî:

per

a11 a12

a21 a22

 = det

a11 −a12
a21 a22


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Îí òàêæå ñôîðìóëèðîâàë ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, èçâåñòíóþ êàê ïðîáëåìà Ïî-

ëèà çíàêîâîé êîíâåðòàöèè ïåðìàíåíòà ìàòðèö:

Ïðîáëåìà 1. Êîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî

per (A) = det (A′), (1)

ãäå ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç A ïóòåì óìíîæåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ìàò-

ðèöû íà −1?

Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ñïîñîá óìíîæåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ íà −1, ïðè

êîòîðîì âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1), áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A çíàêîâî

êîíâåðòèðóåìàÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ çíàêîâî íåêîíâåð-

òèðóåìîé. Äàëåå â òåêñòå ïîä êîíâåðòàöèåé ìàòðèö ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü

çíàêîâóþ êîíâåðòàöèþ, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâó-

þò, êàê êîíâåðòèðóåìûå, òàê è íåêîíâåðòèðóåìûå ìàòðèöû (ñì., íàïðèìåð,

[39]).

Ñëåäóþùèì âàæíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå êîíâåð-

òàöèè â òåðìèíàõ ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ äëÿ (0,1)-ìàòðèö, äîêàçàííîå

Ãèáñîíîì:

Òåîðåìà 2 (Ãèáñîí, [22]). Ïóñòü A ∈ Mn(0, 1) � êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà

è per (A) > 0. Òîãäà â ìàòðèöå A íå áîëåå, ÷åì Ωn = n2+3n−2
2 åäèíè÷íûõ

ýëåìåíòîâ. Áîëåå òîãî, åñëè ÷èñëî åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â òî÷íîñòè ðàâíî
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Ωn, òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê P è Q òàêèå, ÷òî

PAQ = Gn =



1 1 0 0 . . . 0 0

1 1 1 0 . . . 0 0

1 1 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 1 . . . 1 0

1 1 1 1 . . . 1 1

1 1 1 1 . . . 1 1


Çíàêîâîé ñõåìîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà sign(A), â êîòîðîé âñå

ýëåìåíòû çàìåíåíû íà èõ çíàê. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ çíàêîâî íåâûðîæäåí-

íîé, åñëè ëþáàÿ ìàòðèöà ñ àíàëîãè÷íîé çíàêîâîé ñõåìîé îáðàòèìà. Áðóàëäè

è Øåéäåð [14] äîêàçàëè, ÷òî âîïðîñ î êîíâåðòàöèè (0,1)-ìàòðèöû A ýêâè-

âàëåíòåí âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè çíàêîâî íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ñ òåì

æå ðàñïîëîæåíèåì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî

íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîí-

âåðòèðóåìà ìàòðèöà A′, ïîëó÷åííàÿ èç A çàìåíîé âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ

íà åäèíè÷íûå. Çíàêîâàÿ íåâûðîæäåííîñòü ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì çíàêîâîé ðàç-

ðåøèìîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðèìåíÿåìûì â çàäà÷àõ ñòàòèñòèêè

è ïðîãíîçèðîâàíèÿ [15].

Ïî (0,1)-ìàòðèöå A ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô G = (U, V ) òàêîé, ÷òî

ðåáðî (ui, vj) ïðèíàäëåæèò G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aij = 1. Ëèòòë

â [26] óñòàíîâèë, ÷òî ïðîáëåìà Ïîëèà î êîíâåðòàöèè (0,1)-ìàòðèöû A àëãî-

ðèòìè÷åñêè ýêâèâàëåíòà çàäà÷å î ñóùåñòâîâàíèè ïôàôôèàíîâîé îðèåíòàöèè

äâóäîëüíîãî ãðàôà G.

Âàçèðàíè è ßíàêàêèñ [44] äîêàçàëè, ÷òî ïðîáëåìà Ïîëèà äëÿ (0,1)-ìàòðèö

ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîèñêà öèêëà ÷åòíîé äëèíû â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå
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è çàäà÷å î ïðîâåðêå ðàâåíñòâà per (A) = det (A) äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàò-

ðèö. Â [33, 37] áûëè íåçàâèñèìî ïðåäëîæåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ

ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ ïôàôôèàíîâîé îðèåíòàöèè äâóäîëüíîãî ãðàôà G.

Ìîæíî âûäåëèòü äâà íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ïðîáëåìû Ïîëèà. Ïåð-

âîå àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå áåðåò ñâîå íà÷àëî â òåîðèè ìàòðèö

[4, 5, 6, 9, 30, 20] è ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì îáùåé òåîðèè êîíâåðòàöèè äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ èììàíàíòîâ, îáîáùàþùèõ ïîíÿòèå ïåðìàíåíòà è îïðåäåëèòå-

ëÿ. Âòîðîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé îòòàëêèâàåòñÿ îò çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ

è ñâÿçàíî ñ ïîñòðîåíèåì òåîðèè êîíâåðòàöèè ïåðìàíåíòà äëÿ (0,1)-ìàòðèö

[26, 33, 44].

Âàæíóþ ðîëü ïåðìàíåíò èãðàåò è â òåîðèè ñëîæíîñòè, òàê êàê ðåàëèçó-

åò ÷èñëî ðåøåíèé ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷. Îäíèì èç ìèíèìàëüíûõ ïî

ñëîæíîñòè (èç èçâåñòíûõ) ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà, ïðåä-

ëîæåííûé Ðàéçåðîì (ñì. [7], ãëàâà 7, ïóíêò 2). Àëãîðèòì Ðàéçåðà èìååò ýêñïî-

íåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü. Áîëåå òîãî, êëàññè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Âàëè-

àíòà [43], êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòà (0,1)-ìàòðèöû ëåæèò

â êëàññå #-P ñëîæíûõ çàäà÷ [29].

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåí-

òà, â òîì ÷èñëå ñ ïîìîùüþ êîíâåðòàöèè, ìîòèâèðîâàíû èñïîëüçîâàíèåì ýòîé

ôóíêöèè â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ è àêòèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ. Ïîýòîìó, èññëå-

äîâàíèå êîíâåðòèðóåìîñòè ïåðìàíåíòà ìàòðèö äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ

êîëüöà ìàòðèö ïðåäñòàâëÿåò íå òîëüêî ñàìîñòîÿòåëüíûé òåîðåòè÷åñêèé èí-

òåðåñ, íî è ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðàáîòå ñ ðàçëè÷íûìè

êëàññàìè âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ â ïðèêëàäíîé àëãåáðå, òåîðèè ãðàôîâ è êîì-

áèíàòîðèêå. Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ àêòóàëüíîñòü íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Öåëü ðàáîòû
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Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâà êîíâåðòèðóåìîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ïðè

âûïîëíåíèè ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ òåíçîðà ïåðìàíåíòà

è äîêàçàòåëüñòâî çàïðåòà íà ñóùåñòâîâàíèå áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé, ïåðå-

âîäÿùèõ ïåðìàíåíò â îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû â ñëó÷àå ìàòðèö íàä êîíå÷íûì

ïîëåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ñðåäè íèõ:

• Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè ñóììû

ìàòðèö è íåîáõîäèìîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.

Ïîëíîñòüþ îõàðàêòåðèçîâàíû âñå êîíâåðòèðóåìûå ìàòðèöû, ïîëó÷åí-

íûå êðîíåêåðîâûì ïðîèçâåäåíèåì.

• Ðåøåí ðÿä ïðîáëåì êîíâåðòèðóåìîñòè ïåðìàíåíòà (0,1)-ìàòðèö ñ íåêî-

òîðûìè ñïåöèàëüíûìè óñëîâèÿìè. Â òîì ÷èñëå:

� Ðåøåíà ïðîáëåìà, ïîñòàâëåííàÿ â ðàáîòàõ [4, 5], î ñóùåñòâîâàíèè

êîíâåðòèðóåìûõ è íåêîíâåðòèðóåìûõ (0,1)-ìàòðèö ñ ÷èñëîì åäèíèö

ìåæäó ãðàíèöàìè êîíâåðòàöèè.

� Íàéäåíî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî åäèíèö âî âïîëíå íåðàçëîæèìîé

íåêîíâåðòèðóåìîé (0,1)-ìàòðèöå.

• Äîêàçàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå çíàêîâîé êîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèöû íàä

êîíå÷íûì ïîëåì.

• Èññëåäîâàí âîïðîñ î áèåêòèâíîé êîíâåðòàöèè äëÿ ìàòðèö íàä êîíå÷íûì

ïîëåì, â òîì ÷èñëå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

� Ââåäåí è èññëåäîâàí òåíçîð ïåðìàíåíòà è åãî ñâîéñòâà.
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� Äîêàçàíî, ÷òî íàä êîíå÷íûì ïîëåì F ñ char (F) > 2 êîëè÷åñòâî ìàò-

ðèö ïîðÿäêà n ≥ 3 ñ íóëåâûì îïðåäåëèòåëåì áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî

ìàòðèö ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì.

� Äîêàçàíî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþ-

ùåãî çàìåíèòü âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòà íà âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ðåçóëüòàòàìè ëèíåéíîé àëãåáðû, èñ-

ïîëüçóþòñÿ òàêæå êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, îðèåíòèðîâàííûå íà èññëåäîâàíèå

ôóíêöèè ïåðìàíåíòà. Àâòîðîì ââåäåíî ïîíÿòèå òåíçîðà ïåðìàíåíòà, êîòîðîå

ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îöåíêè ÷èñëà ìàòðèö ñ íóëåâûì ïåð-

ìàíåíòîì íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðèè êîëåö, ëèíåéíîé àëãåáðû,

âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-

èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ: íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå ñåìèíàðû ïî

àëãåáðå êàôåäðû Âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ, �Êîëüöà è ìîäóëè�, �Òåîðèÿ ìàò-

ðèö�, ñåìèíàðû êàôåäð Ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì è

Äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé â 2011-2014 ãîäàõ.

Òàêæå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• XIX ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-

íûõ �Ëîìîíîñîâ-2012�, Ìîñêâà, 2012.
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• XXI ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-

íûõ �Ëîìîíîñîâ-2014�, Ìîñêâà, 2014.

• 7îé ñèìïîçèóì ïî ëèíåéíîé àëãåáðå, Ëþáëÿíà, Ñëîâåíèÿ, 4-12 èþíÿ 2014.

• 10àÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî êîíå÷íûì ïîëÿì è èõ ïðèëîæåíè-

ÿì, Ãåíò, Áåëüãèÿ, 11-15 èþëÿ 2011.

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû,

ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñî-

ñòàâëÿåò 122 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 44 íàèìåíîâàíèÿ.

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 7 ðàáîòàõ àâòîðà.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå. Âî ââåäåíèè èçëîæåíà êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, ïîêàçàíà àê-

òóàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Ñôîðìóëèðîâàíû öåëü ðàáîòû è îñíîâ-

íûå ðåçóëüòàòû.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñà ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà êîíâåðòèðóå-

ìîñòè ìàòðèö ïðè âûïîëíåíèè ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé íàä íèìè. Ïîä êîíâåð-

òèðóåìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ:

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ êîí-

âåðòèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈ Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî per (A) = det (A ◦X).

Îïåðàöèÿ �◦� îçíà÷àåò ïîýëåìåíòíîå óìíîæåíèå ìàòðèö.

Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íåîòðè-

öàòåëüíûõ ìàòðèö. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû A ÷åðåç φ(A) îáîçíà÷åíà
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ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A çàìåíîé âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà åäèíèöû.

Äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè ñóììû ìàò-

ðèö.

Òåîðåìà (1.3.13) Ïóñòü A,B � âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå êâàäðàò-

íûå ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíûì ïåðìàíåíòîì. Òîãäà ìàòðèöà (A + B) êîí-

âåðòèðóåìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíâåðòèðóåìàÿ

ìàòðèöà C ∈Mn(0, 1) òàêàÿ, ÷òî φ(A) ≤ C è φ(B) ≤ C.

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö äîêàçàíî, ÷òî åñëè îäíà èç ìàòðèö íåêîíâåðòè-

ðóåìà, à ïåðìàíåíò âòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïðîèçâåäåíèå íåêîíâåðòèðóå-

ìî. Òàêæå óñòàíîâëåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ

ìàòðèö, êîãäà îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé êîíâåðòèðóåìîé

ìàòðèöåé. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé êîíâåðòèðóå-

ìîé, åñëè ïðè çàìåíå ëþáîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà íà ïîëîæèòåëüíûé ïîëó÷èòñÿ

íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà.

Ñëåäñòâèå (1.3.21) Ïóñòü A,B � íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, ãäå A �

ìàêñèìàëüíàÿ êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà è ñóùåñòâóþò, ìàòðèöû ïåðåñòàíî-

âîê P,Q òàêèå, ÷òî φ(B) ≥ P (Um,n + In)Q, m ≥ 3. Òîãäà ìàòðèöû BA è AB

� íåêîíâåðòèðóåìûå.

Â ïîñëåäíåé òåîðåìå ÷åðåç Um,n ∈ Mn(0, 1) îáîçíà÷åíà ìàòðèöà ñëåäóþ-

ùåãî âèäà:

uij =


1, åñëè 2 ≤ j = i+ 1 ≤ m

1, åñëè i = m, j = 1

0, èíà÷å.

Â ðàçäåëå 1.4 èçó÷àåòñÿ êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå íåîòðèöàòåëüíûõ ìàò-

ðèö. Êðîíåêåðîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A = (aij) è B = (bij) íàçûâàåòñÿ
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áëî÷íàÿ ìàòðèöà

A⊗B =


a11B . . . a1nB

. . . . . . . . .

an1B . . . annB

 .

Äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè êðîíåêåðî-

âîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Òåîðåìà (1.4.17) Ïóñòü A ∈Mn(0, 1) è B ∈Mm(0, 1), è ïåðìàíåíò ìàòðèö

A è B îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå A⊗B êîíâåðòèðóåìî

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ìàòðèö ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ

îáîáùåííóþ äèàãîíàëü áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à âòîðàÿ ìàòðèöà êîíâåðòè-

ðóåìà.

Â ãëàâå 2 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ êîíâåðòèðóåìûõ è íåêîíâåðòèðó-

åìûõ (0,1)-ìàòðèö ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ.

×åðåç SMn ⊂Mn áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå (2.1.8) Ìàòðèöà A ∈ SMn(0, 1) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷-

íî êîíâåðòèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈ SMn(±1) òàêàÿ, ÷òî

per (A) = det (A ◦X). Ìàòðèöà A ∈ SMn(0, 1) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñèììåòðè÷-

íî êîíâåðòèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà X ∈ SMn(±1)

òàêàÿ, ÷òî per (A) = ±det (A ◦X).

Êàæäîé ìàòðèöå A ∈ Mn(0, 1) ñîïîñòàâèì ïàðó ÷èñåë (n, r), ãäå ïåðâîå

÷èñëî � ïîðÿäîê ìàòðèö, à âòîðîå � êîëè÷åñòâî åäèíèö â ìàòðèöå. ×èñëî

Ωn, íàçûâàåìîå âåðõíåé ãðàíèöåé êîíâåðòàöèè, ðàâíî òàêîìó ìàêñèìàëüíî-

ìó êîëè÷åñòâó åäèíèö â (0,1)-ìàòðèöå ñ ïîëîæèòåëüíûì ïåðìàíåíòîì, ïðè

êîòîðîì îíà ìîæåò áûòü êîíâåðòèðóåìîé. ×èñëî ωn, íàçûâàåìîå íèæíåé ãðà-

íèöåé êîíâåðòàöèè, ðàâíî òàêîìó ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó åäèíèö â (0,1)-

ìàòðèöå, ïðè êîòîðîì ìàòðèöå ìîæåò áûòü íåêîíâåðòèðóåìîé.
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Â ðàçäåëå 2.2 èçó÷àëñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñëàáî ñèììåòðè÷íî íåêîí-

âåðòèðóåìûõ (0,1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n ≥ 3 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà

r ∈ [ωn,Ωn], ðàâíîãî ÷èñëó åäèíèö â ìàòðèöå.

Òåîðåìà (2.2.4) Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 è äëÿ ëþáîãî r ∈ [ωn,Ωn] ñóùåñòâó-

åò ñëàáî ñèììåòðè÷íî íåêîíâåðòèðóåìàÿ ñèììåòðè÷íàÿ (0,1)-ìàòðèöà òèïà

(n, r).

Â ðàçäåëå 2.3 èññëåäîâàí âîïðîñ î ÷èñëå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (0,1)-

ìàòðèöû, ïðè êîòîðîì âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà âñåãäà êîíâåðòèðóåìà.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî ðàçëîæèìîé, åñëè ñóùåñòâóþò ìàòðèöû

ïåðåñòàíîâîê P,Q òàêèå, ÷òî PAQ � áëî÷íàÿ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A âïîëíå íåðàçëîæèìà. Åñëè

ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê P , òàêàÿ, ÷òî P tAP � áëî÷íàÿ âåðõíå-

òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, è íåðàçëîæèìîé,

åñëè òàêîé P íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà ââåäåíî ïîíÿòèå

ñâåðòêè ìàòðèöû, êîòîðîå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê èññëå-

äîâàíèþ ïðîáëåìû Ïîëèà äëÿ ìàòðèö ìåíüøåãî ïîðÿäêà:

Îïðåäåëåíèå (2.3.12) Ïóñòü â ïåðâîé ñòðîêå íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû

òîëüêî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà a11, a12. Ñâåðòêîé ìàòðèöû A ïî ïåðâîé ñòðî-

êå íàçîâåì íåîòðèöàòåëüíóþ ìàòðèöó S(A) ñëåäóþùåãî âèäà:

S(A) =


a11a22 + a12a21 a23 . . . a2n

a11a32 + a12a31 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . .

a11an2 + a12an1 an3 . . . ann


Îïðåäåëåíèå ñâåðòêè î÷åâèäíî îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ñòðîêó ñ äâó-

ìÿ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèè ñâåðò-
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êè:

Ëåììà (2.3.14) Ïóñòü A ∈ Mn(R+) è ñóùåñòâóåò åå ñâåðòêà ïî ïåðâîé

ñòðîêå, ðàâíàÿ ìàòðèöå S(A). Åñëè ìàòðèöà S(A) êîíâåðòèðóåìà, òî êîí-

âåðòèðóåìà è ìàòðèöà A.

Ëåììà (2.3.15) Ïóñòü A ∈ Mn(R+) è ñóùåñòâóåò åå ñâåðòêà ïî ïåðâîé

ñòðîêå, ðàâíàÿ ìàòðèöå S(A). Òîãäà, åñëè ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà, òî êîí-

âåðòèðóåìà è ìàòðèöà S(A).

Äëÿ A ∈ Mn(0, 1) ÷åðåç ν(A) îáîçíà÷èì ÷èñëî åäèíèö â ìàòðèöå A. Îñ-

íîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 2.3 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà (2.3.26) Ïóñòü A ∈Mn(0, 1) è A � âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ ìàòðè-

öà. Åñëè ν(A) < 2n+ 3, òî ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Òàêæå ðàññìîòðåí âîïðîñ êîíâåðòèðóåìîñòè íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö. Ïî-

ñòðîåí ïðèìåð (2.3.28), ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà íå îáîáùà-

åòñÿ íà íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû.

Â ðàçäåëå 2.4 ðàññìîòðåíà îïåðàöèÿ ðàñøèðåíèÿ ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå (2.4.5) Ðàñøèðåíèåì (0,1)-ìàòðèöû A ïî i-òîìó ñòîëáöó

áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ìàòðèö R(A) òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé B ∈ R(A)

èìååì B ∈Mn+1(0, 1), b1,i = b1,i+1 = 1 è S(B) = A.

Îïåðàöèÿ ðàñøèðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ

âïîëíå íåðàçëîæèìûõ íåêîíâåðòèðóåìûõ (0,1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ 2n + 3

åäèíèöàìè. Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïîëåçíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå

ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëþáóþ âïîëíå íåðàçëîæèìóþ íåêîíâåðòèðóåìóþ (0,1)-

ìàòðèöó ïîðÿäêà n ñ 2n+ 3 åäèíèöàìè ìîæíî ïîñòðîèòü êàê ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ðàñøèðåíèé.

Ëåììà (2.4.7) Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî âïîëíå íåðàçëîæèìûõ íåêîíâåðòè-

ðóåìûõ (0,1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ (2n + 3) íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Òîãäà
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ëþáàÿ âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà (n+ 1) ñ

2(n+1)+3 ýëåìåíòàìè ïåðåñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç ìàòðèö èç ìíî-

æåñòâà ∪B∈YR(B), ãäå â îáúåäèíåíèè áåðóòñÿ ðàñøèðåíèÿ ïî âñåì ñòîëáöàì

ìàòðèö B.

Ïîñëåäíÿÿ ëåììà ïîçâîëÿåò îïèñàòü âñå âïîëíå íåðàçëîæèìûå íåêîíâåð-

òèðóåìûå (0,1)-ìàòðèöû ñ (2n+3) íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. ×åðåç Rn îáîçíà-

÷èì ìàòðèöó ïîðÿäêà n, îïðåäåëåííóþ ïî ïðàâèëó:

rij =


1, åñëè i+ j = n èëè i+ j = n+ 1

0, èíà÷å.

Îïðåäåëåíèå (2.4.10) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíà îïåðàöèÿ ðàñøèðå-

íèÿ (0,1)-ìàòðèöû A ñ âûáîðîì, åñëè âûáðàíà îäíà èç ìàòðèö èç ìíîæåñòâà

R(A).

Ëåììà (2.4.11) Ïóñòü äàíà ìàòðèöà ðàçìåðà 3 íà 1 (âåêòîð-ñòîëáåö ðàç-

ìåðà 3), çàïîëíåííàÿ åäèíèöàìè. Ê ýòîé ìàòðèöå k ðàç ïðèìåíèëè îïåðàöèþ

ðàñøèðåíèÿ ñ âûáîðîì, è ïîëó÷èëè ìàòðèöó B ðàçìåðà (k + 3) × (k + 1).

Ïóñòü ïîñëå êàæäîãî øàãà â êàæäîì ñòîëáöå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íå ìåíåå

2 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà k1,

k2 è k3, ãäå k1 + k2 + k3 = k, è ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê P,Q ñòðîê è ñòîëáöîâ

ìàòðèöû B òàêèå, ÷òî ìàòðèöà PBQ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

T =


Vk1 Ok1,k3 Ok1,k2 Rk1

Vk2 Ok2,k3 Rk2 Ok2,k1

Vk3 Rk3 Ok3,k2 Ok3,k1

W0 W3 W2 W1

 =

Ck
Wk

 (0.1)

ãäå:

1. Vki � âåêòîð ñòîëáåö èç ki ýëåìåíòîâ ñ åäèíñòâåííûì åäèíè÷íûì ýëå-

ìåíòîì, ñòîÿùèì íà ïîñëåäíåì ìåñòå, åñëè ki > 0, è ïóñòîé âåêòîð, åñëè ki
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= 0.

2. W0 � âåêòîð ñòîëáåö èç òðåõ ýëåìåíòîâ.

3. Â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû (2.10) òðè íåíóëåâûõ ýëåìåíòà.

4. Êàæäàÿ èç ïîäìàòðèö Wi, ãäå i = 1, 2, 3, èìååò ðàçìåðû 3 × ki è ïðè

ki > 0 èìååò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â i-òîé

ñòðîêå â ïîñëåäíåì ñòîëáöå.

5. Â êàæäîé ñòðîêå ïîäìàòðèöû Wk =
(
W0 W3 W2 W1

)
ñîäåðæèòñÿ

åäèíñòâåííûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Â âûðàæåíèå (0.1) ìàòðèöà ðàçáèòà íà áëîêè Wk è Ck, ãäå k îçíà÷àåò

÷èñëî ïðîäåëàííûõ îïåðàöèé ðàñøèðåíèÿ ñ âûáîðîì, Wk âêëþ÷àåò â ñåáÿ

òðè ïîñëåäíèå ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû, à Ck âêëþ÷àåò âñå ñòðîêè, êðîìå

3 ïîñëåäíèõ. Äàííûå áëîêè ëåæàò â îñíîâå îïèñàíèÿ âïîëíå íåðàçëîæèìûå

íåêîíâåðòèðóåìûå (0,1)-ìàòðèöû ñ (2n+ 3) íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè.

Òåîðåìà (2.4.13) Ïóñòü n ≥ 3. Äëÿ ëþáîé âïîëíå íåðàçëîæèìîé íåêîí-

âåðòèðóåìîé ìàòðèöû A ∈ Mn(0, 1) ñ ν(A) = 2n + 3 ñóùåñòâóþò íåîòðèöà-

òåëüíûå öåëûå ÷èñëà m1,m2,m3 òàêèå, ÷òî m1 +m2 +m3 + 3 = n è ìàòðèöà

A ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ èìååò âèä:
Cm1

Om1,m2+1 Om1,m3+1

Om2,m1+1 Cm2
Om2,m3+1

Om3,m1+1 Om3,m2+1 Cm3

Wm1
Wm2

Wm3

 (0.2)

ãäå Cmi
è Wmi

� áëîêè ìàòðèöû T , êîòîðàÿ çàäàíà ôîðìóëîé (2.10), à Oi,j

íóëåâàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà i× j.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïåðìàíåíòà ìàòðèö íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Â ðàçäåëå 3.2 èçó÷àåòñÿ àíàëîã êîíâåðòàöèè äëÿ ìàòðèö íàä êîíå÷íûì

ïîëåì. Â ñëó÷àå ïîëÿ Fq êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè ïîíÿòèå êîíâåðòàöèè ÿâ-
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ëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì ïðè char (Fq) ≥ 3. Äëÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî

ïîëÿ F3 èç 3 ýëåìåíòîâ äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn(F3) âñåãäà

êîíâåðòèðóåìà.

Òåîðåìà (3.2.11) Ïóñòü A ∈Mn(F3), òîãäà ñóùåñòâóåòX ∈Mn(±1) òàêàÿ,

÷òî per (A) = det (A ◦X).

Äîêàçàíî, ÷òî ïîëå F3 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì. À èìåííî,

äëÿ ëþáîãî äðóãîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq, ãäå char (Fq) ≥ 3, ñóùåñòâóþò ïðè-

ìåðû íåêîíâåðòèðóåìûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà (3.2.14) Äëÿ âñÿêîãî ïîëÿ Fq, òàêîãî, ÷òî char (Fq) ≥ 3 è |Fq| ≥ 5,

è äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 ñóùåñòâóåò íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà A ∈Mn(Fq).

Ïîñòðîåíà ñåðèÿ ïðèìåðîâ, äîêàçûâàþùàÿ íåâîçìîæíîñòü çàïðåòà êîíâåð-

òàöèè â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ìàòðèö íàä êîíå÷íûì

ïîëåì.

Òåîðåìà (3.2.24) Ïóñòü Fq � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p ≥ 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

n ≥ (p− 1) ñóùåñòâóåò êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà ñ íåíóëåâûì ïåðìàíåíòîì,

êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Â ñëó÷àå ïîëÿ êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè áûëî äîêàçàíî íåñêîëüêî äîñòà-

òî÷íûõ óñëîâèé êîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèö, â òîì ÷èñëå ñëåäóþùèé, íå èìå-

þùèé ïðÿìîãî àíàëîãà äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà (3.2.29) Ïóñòü ìàòðèöà A ∈Mn(Fp), p > 2 è n ≥ 2p− 6, óäîâëå-

òâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Îäèí èç ñòîëáöîâ íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

2. Â îäíîé èç ñòðîê íå ìåíåå

M = (p− 3) log(n− 1)(p− 1) + 2

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

3. Ìàòðèöà A âïîëíå íåðàçëîæèìà.
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Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Â ðàçäåëå 3.3 ââåäåíî ïîíÿòèå òåíçîðà ïåðìàíåíòà, äîêàçàíû åãî îñíîâíûå

ñâîéñòâà.

Îïðåäåëåíèå (3.3.1) Ïóñòü e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà Vn = Fnq . Ïóñòü A ∈ Mk×n(Fq), ãäå k < n. Ðàññìîòðèì (n − k)-

ìåðíûé êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð TA = T
i1,...,in−k
A çàäàííûé íà ïðîñòðàíñòâå

V n−k
n = Vn ⊗ . . .⊗ Vn︸ ︷︷ ︸

n−k ðàç

. Çàäàäèì êîìïîíåíòû òåíçîðà â áàçèñå e1, . . . , en ïî

ïðàâèëó:

T
i1,...,in−k
A =


per (A(|i1, . . . , in−k)), åñëè âñå i1, . . . , in−k ðàçëè÷íû

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåíçîð TA áóäåì íàçûâàòü òåíçîðîì ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A. Â ñëó÷àå, åñëè

k = 1, ìàòðèöà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê âåêòîð A ∈M1,n(Fq) = Fnq , è ìû

áóäåì íàçûâàòü TA òåíçîðîì âåêòîðà A.

Îïðåäåëåíèå (3.3.4) Ïóñòü a = (a1, . . . , an) ∈ Fnq � âåêòîð ñ n êîìïî-

íåíòàìè. Ïóñòü A ∈ Mk,n(Fq), TA îáîçíà÷àåò òåíçîð ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A.

Ñâåðòêîé òåíçîðà TA è âåêòîðà a íàçûâàåòñÿ òåíçîð T = TA ◦ a, êîìïîíåíòû

êîòîðîãî çàäàíû ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

T
i1,...,in−k−1

=
n∑
j=1

T i1,...,in−k−1,j · aj.

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ñâîéñòâ òåíçîðà ïåðìàíåíòà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà.

Òåîðåìà (3.3.6) Ïóñòü ìàòðèöà A ∈Mn(Fq) ïðåäñòàâëåíà êàê íàáîð ñòðîê

a1, . . . , an. Òîãäà äëÿ ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

per (A) = (...(Tan ◦ an−1) ◦ an−2 . . .) ◦ a1.

Ðàçðàáîòàííàÿ òåõíèêà â ðàçäåëå 3.4 èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè
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÷èñëà ìàòðèö ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö íàä êîíå÷íûì

ïîëåì.

Òåîðåìà (3.4.10) Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíò, õàðàêòåðèñòèêà

êîòîðîãî áîëüøå 2. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

D(Mn(Fq)) > P (Mn(Fq)).

Êàê ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû, äîêàçàíî íåñóùåñòâîâàíèå áèåêòèâíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî çàìåíèòü âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòà íà âû÷èñëåíèå

îïðåäåëèòåëÿ äëÿ ìàòðèö íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Òåîðåìà (3.4.12) Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, char (Fq) =

p ≥ 3, Mn(Fq) � êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ãäå n ≥ 3. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò

áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ

G : Mn(Fq)→Mn(Fq),

òàêîãî, ÷òî per (A) = det (G(A)).

Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äàæå â ñëó÷àå ïîëÿ F3 óíèâåðñàëüíîé

ìàòðèöû X ∈ Mn(±1), êîòîðàÿ áû êîíâåðòèðîâàëà ëþáóþ ìàòðèöó A ∈

Mn(F3) íå ñóùåñòâóåò.

Áëàãîäàðíîñòü

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ

� äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Ýìèëåâè-

÷ó Ãóòåðìàíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è âñåñòî-

ðîííþþ ïîääåðæêó, à òàêæå âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû çà

äîáðîæåëàòåëüíóþ è òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó.
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Ãëàâà 1

Çíàêîâàÿ êîíâåðòàöèÿ ìàòðèö

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

1.1.1 Ïîíÿòèå êîíâåðòàöèè ïåðìàíåíòà ìàòðèöû

Ïåðìàíåíò è îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ïîðÿäêà n íàä

ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

per (A) =
∑
σ∈Sn

n∏
i=1

aiσ(i); det (A) =
∑
σ∈Sn

sign(σ)
n∏
i=1

aiσ(i) (1.1)

Â âûðàæåíèè (1.1) ÷åðåç Sn îáîçíà÷åíà ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêà n, à

÷åðåç sign(σ) � çíàê ïåðåñòàíîâêè σ.

Îáîçíà÷åíèå 1.1.1. ×åðåç Mm,n(X) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ïðÿìî-

óãîëüíûõ ìàòðèö èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà X.

Åñëè m = n, òî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå Mn,n(X) =

Mn(X). Â êà÷åñòâå X ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëå èëè êàêîå-ëèáî åãî ïîäìíîæå-

ñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Ïóñòü A = (aij) ∈ Mn(X) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïî-

ðÿäêà n. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {a1σ(1), . . . , anσ(n)} áóäåì íàçûâàòü îáîáùåí-

íîé äèàãîíàëüþ ìàòðèöû A, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå σ, èëè ïðî-

20



ñòî îáîáùåííîé äèàãîíàëüþ. Ïðîèçâåäåíèå
n∏
i=1

aiσ(i) íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëü-

íûì ïðîèçâåäåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ íåíóëå-

âîé (ïîëîæèòåëüíîé), åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãîíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå íå

ðàâíî íóëþ (ïîëîæèòåëüíî).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðìàíåíò ìàòðèöû ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê ñóììà âñåõ

äèàãîíàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Ïóñòü A = (aij), B = (bij) ∈ Mn(X) � äâå êâàäðàòíûå

ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà n. Àäàìàðîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è B íà-

çûâàåòñÿ ìàòðèöà A ◦ B = C = (cij) ïîðÿäêà n, ïîëó÷åííàÿ ïîýëåìåíòíûì

óìíîæåíèåì çàäàííûõ ìàòðèö, òî åñòü cij = aijbij äëÿ ëþáûõ i, j ∈ 1, . . . , n.

Èñïîëüçóÿ àäàìàðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-

äóþùåå ïîíÿòèå çíàêîâîé êîíâåðòàöèè, ýêâèâàëåíòíîå äàííîìó âî ââåäåíèè

îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ çíàêîâî

êîíâåðòèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöàX ∈Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî:

per (A) = det (A ◦X). (1.2)

Çàìå÷àíèå 1.1.6. Äàëåå âñþäó, ãäå íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, âìåñòî ïîíÿòèÿ

çíàêîâîé êîíâåðòàöèè áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî î êîíâåðòàöèè ìàòðèö.

Îáîçíà÷åíèå 1.1.7. Åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî (1.2), òî áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ìàòðèöà X êîíâåðòèðóåò ìàòðèöó A.

Ïðîáëåìà 1 ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðîáëåìà 1.1.8. Êîãäà êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n êîíâåðòèðóåìà?
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1.1.2 Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè ïåðìàíåíòà

Îáîçíà÷åíèå 1.1.9. Ïóñòü α è β � äâà íàáîðà ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ îò 1 äî

n. ×åðåç A(α|β) áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ âû÷åðêèâàíèåì èç

A ñòðîê ñ íîìåðàìè èç α è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè èç β. ×åðåç A[α|β] áóäåì

îáîçíà÷àòü ìàòðèöó, êàîòîðàÿ ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ñ íîìåðàìè èç α

è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè èç β.

Ôóíêöèÿ ïåðìàíåíòà ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû

ïîðÿäêà m× n, ãäå m ≤ n. Ýòî îáîáùåíèå èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ êîìáèíà-

òîðíûõ çàäà÷àõ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.10. Ïóñòü A ∈Mm×n, ãäå m ≤ n, è k = n−m. Ïåðìàíåí-

òîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

per (A) =
∑

j1<...<jk

per (A(|j1, . . . , jk))

Êëàññè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïåðìàíåíòà.

Ïðèìåð 1.1.11 (Áðóàëäè, Ðàéçåð, [13], ðàçäåë 7.2). Ïóñòü íà ôàáðèêå îòêðû-

òî n âàêàíñèé è ñóùåñòâóåò n ðàáî÷èõ, êàæäûé èç êîòîðûõ óìååò ðàáîòàòü

íà êàêèõ-òî èç èìåþùèõñÿ âàêàíñèé. Ñîñòàâèì ìàòðèöó A ïîðÿäêà n, ãäå

aij = 1, åñëè i-òûé ðàáî÷èé óìååò ðàáîòàòü íà j-òîé âàêàíñèè, è aij = 0 â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà ïåðìàíåíò ìàòðèöû A ðàâåí ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ

òðóäîóñòðîèòü âñåõ ðàáî÷èõ òàê, ÷òîáû âñå âàêàíñèè îêàçàëèñü çàíÿòûìè.

Ýòîò ïðèìåð îáîáùàåòñÿ äî çàäà÷è, èçâåñòíîé êàê ñóùåñòâîâàíèå ñèñòåìû

ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé.

Ïðèìåð 1.1.12 (Áðóàëäè, Ðàéçåð, [13], ðàçäåë 7.2). Ïóñòü äàíî êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî X èç n ýëåìåíòîâ è êîíå÷íàÿ ñèñòåìà åãî ïîäìíî-

æåñòâ X1, . . . , Xm, ãäå m ≤ n. Ìíîæåñòâî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ
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(xk1, . . . , xkm) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ ïîäìíî-

æåñòâ X1, . . . , Xm, åñëè xki ∈ Xi. Ïîñòðîèì ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó A èç m

ñòðîê è n ñòîëáöîâ, ãäå aij = 1 åñëè â i-òîì ìíîæåñòâå ëåæèò j-òûé ýëåìåíò

è aij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ×èñëî ñèñòåì ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ

ïîäìíîæåñòâ X1, . . . , Xm ðàâíî ïåðìàíåíòó ìàòðèöû A.

Ïðèìåð 1.1.13 (Áðóàëäè, Ðàéçåð, [13], ðàçäåë 7.2). Çàäà÷à î ïîäñ÷åòå ÷èñëà

áåñïîðÿäêîâ Dn . Áåñïîðÿäêîì íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Sn òàêàÿ, ÷òî

σ(i) 6= i äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ i. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê

âû÷èñëåíèþ ïåðìàíåíòà ìàòðèöû
0 1 . . . 1

1 0 . . . 1

. . . . . . . . . . . .

1 1 . . . 0

 .

Äåéñòâèòåëüíî. Îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü ïîñòðîåííîé ìàòðèöû áóäåò íåíóëå-

âîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íè îäèí èç åå ýëåìåíòîâ íå ëåæèò íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ýòîé îáîáùåííîé äèàãîíàëè ñîîòâåò-

ñòâóåò ïåðåñòàíîâêà σ ∈ Sn òàêàÿ, ÷òî σ(i) 6= i äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ i. Âû-

÷èñëÿÿ ïåðìàíåíò ïîñëåäíåé ìàòðèöû, ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå Dn:

Dn =
n−1∑
r=0

(−1)rCr
n(n− r)n−r(n− r − 1)n−r,

ãäå Cr
n îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùèé áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò.

Ïðèìåð 1.1.14 (Áðóàëäè, Ðàéçåð, [13], ðàçäåë 7.2). Ýòà çàäà÷à èçâåñòíà êàê

çàäà÷à î ðàññàäêå ãîñòåé. Ïóñòü íåîáõîäèìî ïîñàäèòü n æåíàòûõ ïàð çà êðóã-

ëûì ñòîëîì òàê, ÷òîáû ìóæ÷èíû è æåíùèíû ÷åðåäîâàëèñü è íèêàêàÿ æåíà-

òàÿ ïàðà íå ñèäåëà ðÿäîì äðóã ñ äðóãîì. Îáîçíà÷èì èñêîìîå ÷èñëî ÷åðåç Un.

Âíà÷àëå ìîæíî ïðîèçâîëüíî ðàññàäèòü æåí, ñóùåñòâóåò âñåãî 2(n!) ñïîñîáîâ
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ýòî ñäåëàòü. Ïîñëå ýòîãî, åñëè æåíà ñèäèò íà i-òîì ìåñòå, òî ìóæ íå ìîæåò

ñèäåòü íà i-òîì è (i+ 1)-îì ìåñòàõ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî Un ìîæíî íàéòè â

âèäå

Un = 2(n!)Kn,

ãäå Kn ðàâíî ÷èñëó òàêèõ σ ∈ Sn, ÷òî σ(i) 6= i è σ(i) 6= (i + 1). ×èñëî Kn

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî êàê ïåðìàíåíò ìàòðèöû ñëåäóþùåãî âèäà:

0 0 1 . . . 1 1

1 0 0 . . . 1 1

1 1 0 . . . 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 . . . 0 0

0 1 1 . . . 1 0


Äëÿ ïåðìàíåíòà ïîñëåäíåé ìàòðèöû èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

Kn =
n∑
k=0

(−1)k
2n

2n− k
Ck

2n−k(n− k)!.

1.2 Ïðèìåðû êîíâåðòèðóåìûõ è íåêîíâåðòèðóåìûõ

ìàòðèö

Ïîíÿòèå êîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì ïðè n ≥ 3.

Òî åñòü, ñóùåñòâóþò, êàê êîíâåðòèðóåìûå, òàê è íåêîíâåðòèðóåìûå ìàòðèöû

ïîðÿäêà n ≥ 3.

Ïðèìåð 1.2.1 (Ïîëèà, [36]). Ìàòðèöà ïîðÿäêà 2 âñåãäà êîíâåðòèðóåìàÿ. Áî-

ëåå òîãî, êîíâåðòàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîé è òîé æå ìàòðèöû

X. Ïóñòü
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A =

a11 a12

a21 a22

 è X =

1 −1

1 1

 ,

òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

per (A) = a11a22 + a12a21 = det

a11 −a12
a21 a22

 = det (A ◦X)

Ïðèìåð 1.2.2. Ìàòðèöà

A =


1 1 0

1 1 1

1 1 1


êîíâåðòèðóåìà. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

per


1 1 0

1 1 1

1 1 1

 = det


1 −1 0

1 1 −1

1 1 1


Îáîçíà÷åíèå 1.2.3. ×åðåç In áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà

n. ×åðåç Jn áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó ïîðÿäêà n, ñîñòîÿùóþ èç åäèíè÷íûõ

ýëåìåíòîâ.

Ïðèìåð 1.2.4. Ìàòðèöà

A = J3 =


1 1 1

1 1 1

1 1 1


íåêîíâåðòèðóåìà. Òàê êàê per (A) = 6, à îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû X ∈M3(±1)

íå ìîæåò áûòü ðàâåí 6, òî äëÿ ëþáîé X ∈ M3(±1) èìååì íåðàâåíñòâî

per (A) 6= det (X) = det (A ◦X).

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ìîæåò áûòü îáîáùåí äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîíâåðòèðóåìîé

ìàòðèöû ëþáîãî ïîðÿäêà n ≥ 3.
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Ïðèìåð 1.2.5. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 ñóùåñòâóåò íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà

A ∈Mn(0, 1), îïðåäåëåííàÿ êàê ïðÿìàÿ ñóììà A = In−3 ⊕ J3.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò öåëóþ ñåðèþ ïðèìåðîâ íåêîíâåðòèðóåìûõ ìàò-

ðèö:

Òåîðåìà 1.2.6 (Ãèáñîí, [22]). ÏóñòüA ∈Mn(0, 1) � êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà

è per (A) > 0. Òîãäà â ìàòðèöå A íå áîëåå, ÷åì Ωn = n2+3n−2
2 åäèíè÷íûõ

ýëåìåíòîâ. Áîëåå òîãî, åñëè ÷èñëî åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â òî÷íîñòè ðàâíî

Ωn, òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê P è Q òàêèå, ÷òî

PAQ = Gn =



1 1 0 0 . . . 0 0

1 1 1 0 . . . 0 0

1 1 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 1 1 1 . . . 1 0

1 1 1 1 . . . 1 1

1 1 1 1 . . . 1 1


(1.3)

Ñóùåñòâóþò è èñêëþ÷èòåëüíûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ïîíÿòèå êîíâåðòàöèè

íå ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì.

Ïðèìåð 1.2.7. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Mn(Fq), ãäå õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ

char Fq = 2, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî per (A) = det (A). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ðàâíà 2, òî 1 = −1, à çíà÷èò îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

ðàâåí ïåðìàíåíòó, à óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ íà −1 íå èçìåíÿåò ìàòðèöó.
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1.3 Ñâîéñòâî êîíâåðòèðóåìîñòè è àðèôìåòè÷åñêèå îïå-

ðàöèè íà ìàòðèöàõ

1.3.1 Êîíâåðòèðóåìîñòü ñóììû ìàòðèö

Îáîçíà÷åíèå 1.3.1. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. ×åðåç φ(A) îáî-

çíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A çàìåíîé âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà åäè-

íèöû.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Ïóñòü A ∈ Mn(R) � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà. Çíàêî-

âîé ñõåìîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà sign(A) ïîëó÷åííàÿ çàìåíîé âñåõ

ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ íà 1 è âñåõ îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ íà −1.

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Ìàòðèöà A ∈Mn(0,±1) íàçûâàåòñÿ çíàêîâî íåâûðîæ-

äåííîé, åñëè ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ñ òàêîé æå çíàêîâîé ñõåìîé íåâû-

ðîæäåíà.

Òåîðåìà 1.3.4 (Áðóàëäè, Øåéäåð, [14]). Íåâûðîæäåííàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàò-

ðèöà A çíàêîâî íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå äèàãîíàëüíûå

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû A, óìíîæåííûå íà çíàê ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòà-

íîâêè, íåîòðèöàòåëüíû(íåïîëîæèòåëüíû), è ñóùåñòâóåò êàê ìèíèìóì îäíî

íåíóëåâîå äèàãîíàëüíîå ïðîèçâåäåíèå.

Äëÿ âåùåñòâåííîé ìàòðèöû A = (aij) ÷åðåç |A| îáîçíà÷èì ìàòðèöó âèäà

(|aij|).

Òåîðåìà 1.3.5 (Áðóàëäè, Øåéäåð, [14]). Ïóñòü A ∈Mn(R). Òîãäà ìàòðèöà A

çíàêîâî íåâûðîæäåíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà per (|A|) = |det (A)|.

Ñëåäñòâèå 1.3.6. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà êîíâåðòèðóåìà ìàòðèöà φ(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè per (A) = 0, òî âñå äèàãîíàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ

â A ðàâíû íóëþ è per (A) = 0 = det (A). Ýòî ñâîéñòâî î÷åâèäíî ñîõðàíÿåòñÿ

ïðè çàìåíå ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A íà åäèíèöû. Ñëåäîâàòåëü-

íî per (φ(A)) = 0 = det (φ(A)).

Ïóñòü per (A) > 0. Åñëè íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà,

òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈ Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

per (A) = det (A ◦ X) > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî |A ◦ X| = A. Ïîëó÷àåì ðàâåí-

ñòâî per (|A ◦ X|) = |det (A ◦ X)|. Ïî òåîðåìå 1.3.5 ìàòðèöà A ◦ X çíàêîâî

íåâûðîæäåíà. Òàê êàê det (A ◦X) > 0, òî ïî òåîðåìå 1.3.4 âñå äèàãîíàëüíûå

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû A ◦X, óìíîæåííûå íà çíàê ïåðåñòàíîâêè, íåîòðèöà-

òåëüíû. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðìàíåíò A è îïðåäåëèòåëü A◦X âõîäÿò îäíè è òå

æå äèàãîíàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè çíàêàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî

ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ â A íà äðóãèå

ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû, ÷òî äîêàçûâàåò íàøó ëåììó. �

Ñëåäñòâèå 1.3.7. Ïóñòü A,B ∈ Mn(0, 1) è ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåòñÿ ìàò-

ðèöåé X ∈Mn(±1). Òîãäà ìàòðèöà A ◦B êîíâåðòèðóåòñÿ ìàòðèöåé X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè per (A) = 0, òî â ìàòðèöå A íåò íåíóëåâûõ

äèàãîíàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïðè óìíîæåíèè A ◦ B â ìàòðèöå íå ïîÿâèòüñÿ

íîâûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à çíà÷èò âñå äèàãîíàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ

ìàòðèöû A ◦ B áóäóò íóëåâûìè. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî per (A ◦ B) = 0 =

det (A ◦B ◦X).

Ïóñòü per (A) > 0. Òàê êàê ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåòñÿ ìàòðèöåé X, òî ïî

òåîðåìå 1.3.5 ìàòðèöà A ◦ X çíàêîâî íåâûðîæäåíà. Òàê êàê det (A ◦ X) =

per (A) = 0, òî ïî òåîðåìå 1.3.4 âñå äèàãîíàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû

A◦X, óìíîæåííûå íà çíàê ïåðåñòàíîâêè, íåîòðèöàòåëüíû. Òàê êàê B � íåîò-

ðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, òî âñå äèàãîíàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû A◦X ◦B,
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óìíîæåííûå íà çíàê ïåðåñòàíîâêè, íåîòðèöàòåëüíû. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíî-

ñòè ìàòðèöû A ◦B ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî per (A ◦B) = det (A ◦B ◦X). Òàêèì

îáðàçîì, ìàòðèöà A ◦ B êîíâåðòèðóåìà ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû X. Ñëåäñòâèå

äîêàçàíî. �

Ñëåäñòâèå 1.3.8. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà äëÿ ëþáîé

X ∈ Mn(±1) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî per (A) ≥ |det (A ◦ X)|. Ðàâåíñòâî

âîçìîæíî òîëüêî äëÿ êîíâåðòèðóåìîé ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âû÷èñëåíèè ïåðìàíåíòà íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðè-

öû âñå äèàãîíàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû. Ïðè âû÷èñëåíèè îïðå-

äåëèòåëÿ ìàòðèöû A ◦ X äèàãîíàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ, óìíîæåííûå íà çíàê

ïåðåñòàíîâêè, èìåþò òîò æå ìîäóëü, ÷òî è äëÿ ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A, íî

ìîãóò èìåòü ðàçíûå çíàêè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Íåðàâåíñòâî per (A) ≥ |det (A ◦X)| îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, åñëè ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A◦X äèàãîíàëüíûå ïðî-

èçâåäåíèÿ, óìíîæåííûå íà çíàê ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè, èìåþò îäèí

çíàê. Ðàñêðîåì ìîäóëü. Åñëè per (A) = det (A ◦ X), òî ìàòðèöà A êîíâåð-

òèðóåìà. Ïóñòü per (A) = −det (A ◦X). Âîçüìåì ìàòðèöó X ′, êîòîðàÿ îòëè-

÷àåòñÿ îò ìàòðèöû X óìíîæåíèåì ïåðâîé ñòðîêè íà ìèíóñ îäèí. Ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî per (A) = det (A ◦X ′). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Ñëåäñòâèå 1.3.9. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ áëî÷íàÿ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ

ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè A1, . . . , Ak è per (A) > 0. Òîãäà èìåþò

ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè ïîäìàòðèöû A1, . . . , Ak êîíâåðòèðóåìûå, òî ìàòðèöà A êîíâåðòè-

ðóåìàÿ.
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2. Åñëè ïîäìàòðèöû A1, . . . , Ak íåêîíâåðòèðóåìûå, òî ìàòðèöà A íåêîíâåð-

òèðóåìàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ôîðìóëû Ëàïëàñà äëÿ ïåðìàíåíòà èìååò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî: per (A) = per (A1)per (A2) . . . per (Ak). Åñëè êàæäàÿ èç

ïîäìàòðèö Ai êîíâåðòèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Xi, òî âûáåðåì ìàòðèöó

X ∈Mn(±1), ãäå áëîêè Xi ñòîÿò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà:

per (A) =
k∏
i=1

per (Ai) =
k∏
i=1

det (Ai ◦Xi) = det (A ◦X).

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Ïóñòü êàæäûé èç áëîêîâ Ai íåêîíâåðòèðóåì. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 1.3.8 äëÿ

ëþáîé ìàòðèöû X ∈Mn(±1) ñ áëîêàìè Xi íà ãëàâíîé äèàãîíàëè òàêèìè, ÷òî

ðàçìåðû Xi ñîâïàäàþò ñ ðàçìåðàìè Ai, ïîëó÷àåì per (Ai) > |det (Ai ◦ Xi)|.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî íåðàâåíñòâî:

per (A) =
k∏
i=1

per (Ai) >
k∏
i=1

|det (Ai ◦Xi)| = |det (A ◦X)|.

Òàê êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû X ∈

Mn(±1), òî ìàòðèöà A íåêîíâåðòèðóåìà. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Â îáùåì ñëó÷àå ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ìîæåò áûòü, êàê êîíâåð-

òèðóåìîé, òàê è íåêîíâåðòèðóåìîé ìàòðèöåé.

Ïðèìåð 1.3.10. Ïóñòü

A =


1 1 0

0 1 1

1 0 1

 B =


0 0 1

1 0 0

0 1 0


Ìàòðèöû A,B êîíâåðòèðóåìû, òàê êàê per (A) = det (A) è per (B) =

det (B). Ìàòðèöà J3 = (A+B) íåêîíâåðòèðóåìà (ñì. ïðèìåð 1.2.4).
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Ïðèìåð 1.3.11. Ïóñòü A � êîíâåðòèðóåìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà. Òî-

ãäà ìàòðèöà (A + A) êîíâåðòèðóåìà. Äåéñòâèòåëüíî, φ(A + A) = φ(A). Ïî

ñëåäñòâèþ 1.3.6 ìàòðèöà (A+ A) êîíâåðòèðóåìà.

Îáîçíà÷åíèå 1.3.12. Ïóñòü A,B � íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû. Áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî A ≤ B, åñëè aij ≤ bij äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïàðû èíäåêñîâ.

Òåîðåìà 1.3.13. Ïóñòü A,B � âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå êâàäðàòíûå

ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíûì ïåðìàíåíòîì. Òîãäà ìàòðèöà (A+B) êîíâåðòèðó-

åìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà

C ∈Mn(0, 1) òàêàÿ, ÷òî φ(A) ≤ C è φ(B) ≤ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà C ∈

Mn(0, 1) òàêàÿ, ÷òî φ(A) ≤ C è φ(B) ≤ C, òî â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè

ìàòðèö A,B, èìååì φ(A + B) ≤ C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà

D ∈Mn(0, 1) òàêàÿ, ÷òî φ(A+B) = (C◦D). Ïî ñëåäñòâèþ 1.3.7 ìàòðèöà C◦D

êîíâåðòèðóåìà, à çíà÷èò ïî ñëåäñòâèþ 1.3.6 ìàòðèöà (A+B) êîíâåðòèðóåìà.

Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïóñòü ìàòðèöà (A+B) êîíâåðòèðóåìà. Òîãäà ïîëîæèì

C = φ(A + B). Òîãäà ìàòðèöà C êîíâåðòèðóåìà ïî ñëåäñòâèþ 1.3.6, à èç

íåîòðèöàòåëüíîñòè ìàòðèö A,B ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà φ(A) ≤ C è φ(B) ≤ C.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñëåäñòâèå 1.3.14. Ïóñòü A,B � íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû è ìàòðèöà A

íåêîíâåðòèðóåìà. Òîãäà ìàòðèöà (A+B) íåêîíâåðòèðóåìà.

1.3.2 Ìàêñèìàëüíûå êîíâåðòèðóåìûå ìàòðèöû è çíàêîâàÿ êîí-

âåðòèðóåìîñòü ïðè ìàòðè÷íîì óìíîæåíèè

Ïðîèçâåäåíèå êîíâåðòèðóåìûõ ìàòðèö ìîæåò áûòü, êàê êîíâåðòèðóåìîé, òàê

è íåêîíâåðòèðóåìîé ìàòðèöåé.
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Ïðèìåð 1.3.15. Ìàòðèöà

A =


1 1 0

1 1 1

1 1 1


êîíâåðòèðóåìà:

per


1 1 0

1 1 1

1 1 1

 = 4 = det


1 −1 0

1 1 −1

1 1 1


Ïðè ýòîì ìàòðèöà A2:

A2 =


2 2 1

3 3 2

3 3 2


íåêîíâåðòèðóåìà. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ñëåäñòâèþ 1.3.6 ìàòðèöà A2 êîíâåðòè-

ðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíâåðòèðóåìà ìàòðèöà φ(A2) = J3. Â

ïðèìåðå 1.2.4 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà J3 íåêîíâåðòèðóåìà.

Ïðèìåð 1.3.16. Ïóñòü A � êîíâåðòèðóåìàÿ (0,1)-ìàòðèöà. Óìíîæåíèå A íà

ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè äàåò êîíâåðòèðóåìóþ ìàòðèöó.

Êàê âèäíî èç ïðèìåðà 1.3.15 â îáùåì ñëó÷àå ñêàçàòü ÷òî-ëèáî î êîíâåð-

òèðóåìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö íåëüçÿ. Ïîýòîìó ìû ðàñ-

ñìîòðèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî (0,1)-ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 1.3.17. Ìàêñèìàëüíîé êîíâåðòèðóåìîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ

êîíâåðòèðóåìàÿ (0,1)-ìàòðèöà, â êîòîðîé çàìåíà ëþáîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà

íà åäèíèöó äàåò íåêîíâåðòèðóåìóþ ìàòðèöó.

Äëÿ ìàêñèìàëüíûõ êîíâåðòèðóåìûõ ìàòðèö óäàåòñÿ äîêàçàòü íåîáõîäè-

ìîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ AB, ãäå îäíà èç ìàòðèö ìàê-
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ñèìàëüíàÿ êîíâåðòèðóåìàÿ, à âòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì

ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 1.3.18. Ïóñòü A ∈ Mn(0, 1) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà è α =

(i1, . . . , ik), β = (j1, . . . , jk), ãäå 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n è 1 ≤ j1 < . . . <

jk ≤ n, � äâà íàáîðà ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ âåðíû ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ:

1. A(α|β) � íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà

2. per (A[α|β]) > 0.

Òîãäà ìàòðèöà A íåêîíâåðòèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà. Òàê

êàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê è ñòîëáöîâ êîíâåðòèðóåìîñòü ìàòðèöû ñîõðàíÿ-

åòñÿ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α = β = (1, . . . , k).

Âûáåðåì ìàòðèöó B ∈ Mn(0, 1) òàêóþ, ÷òî (A ◦ B) ïðèìåò áëî÷íî-

äèàãîíàëüíûé âèä ñ áëîêàìè A(α|α) è A[α|α]. Òàê êàê A(α|α) íåêîíâåðòèðó-

åìà, òî â íåé ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå îáîáùåííûå äèàãîíàëè. Ñëåäîâàòåëüíî,

per (A(α|α)) > 0. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

per (A ◦B) = per (A[α|α])per (A(α|α)) > 0 (1.4)

Â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ î êîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèöûA ïî ñëåä-

ñòâèþ 1.3.7 ìàòðèöà (A ◦ B) êîíâåðòèðóåìà. Èç ðàâåíñòâà (1.4) è ñëåäñòâèÿ

1.3.8 ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà A◦B êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êîíâåðòèðóåì êàæäûé èç áëîêîâ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó óñëîâèþ ëåììû.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A íåêîíâåðòèðóåìà. �
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Îáîçíà÷åíèå 1.3.19. ×åðåç Um,n ∈Mn(0, 1) îáîçíà÷èì ìàòðèöó ñëåäóþùåãî

âèäà:

uij =


1, åñëè 2 ≤ j = i+ 1 ≤ m

1, åñëè i = m, j = 1

0, èíà÷å.

(1.5)

Òåîðåìà 1.3.20. Ïóñòü A,B � íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, ãäå A � ìàêñè-

ìàëüíàÿ êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûì ïåðìàíåíòîì è φ(B) ≥

(Um,n + In),m ≥ 3. Òîãäà ìàòðèöû BA è AB íåêîíâåðòèðóåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ïðîèçâåäåíèÿ BA. Äîêàçàòåëüñòâî

ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà BA êîíâåðòèðóåìà.

Çàìåíà íåêîòîðûõ âíåäèàãîíàëüíûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B íà

íóëåâûå ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòü ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ïðîèçâåäåíèè

BA, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈ Mn(0, 1) òàêàÿ, ÷òî φ(X ◦ (BA)) =

φ((Um,n + In)A). Ïî ñëåäñòâèþ 1.3.7 ìàòðèöà (Um,n + In)A êîíâåðòèðóåìà.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì (Um,n + In)A = A + A′, ãäå A′ ïîëó÷åíà

èç A öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ïåðâûõ m ñòðîê ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè

σ = (1, . . . ,m)−1 è çàìåíîé âñåõ îñòàëüíûõ ñòðîê íóëåâûìè. Òàêèì îáðàçîì,

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

φ((Um,n + In)A) ≥ φ(A) (1.6)

Òàê êàê A � ìàêñèìàëüíàÿ êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà, è, ïî ñäåëàííîìó

ïðåäïîëîæåíèþ, ìàòðèöà (Um,n + In)A òîæå êîíâåðòèðóåìà, òî â (1.6) èìå-

åò ìåñòî ñòðîãîå ðàâåíñòâî. Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ìàòðèöû A èç (1.6)

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

φ(Um,nA) ≤ φ(A). (1.7)
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Â íåðàâåíñòâå (1.7) ðàññìîòðèì òîëüêî ïåðâûå m ñòðîê ìàòðèö. Èç îïðå-

äåëåíèÿ ìàòðèöû Um,n ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

φ(a1) ≥ φ(a2) ≥ . . . ≥ φ(am) ≥ φ(a1), (1.8)

çäåñü a1, . . . , am � ïåðâûå m âåêòîðîâ ñòðîê ìàòðèöû A.

Ïîëó÷àåì, ÷òî â (1.8) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå m ñòðîê ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïîäìàòðèöû. Ïåð-

âàÿ èç ýòèõ ïîäìàòðèö A[1, . . . ,m|i1, . . . , ik] íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Âòîðàÿ ïîäìàòðèöà A[1, . . . ,m|j1, . . . , jn−k], ãäå {i1, . . . , ik} ∪ {j1, . . . , jn−k} =

{1, . . . , n} è {i1, . . . , ik} ∩ {j1, . . . , jn−k} = ∅, ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé.

Â ìàòðèöå ñóùåñòâóåò îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü {a1,σ(1), . . . , an,σ(n)} èç

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Â ñèëó îáùåãî âèäà ìàòðèöû, ïîäìàòðèöà D =

A[1, . . . ,m|σ(1), . . . , σ(m)] íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ïî ñëåä-

ñòâèþ 1.3.6 ïîäìàòðèöà D êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîí-

âåðòèðóåìà ìàòðèöà Jm = φ(D). Ïî òåîðåìå 2 ìàòðèöà Jm íåêîíâåðòèðóåìà

ïðè m ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, ïîäìàòðèöà D íåêîíâåðòèðóåìà. Êðîìå òîãî, â

ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ óêàçàííîé îáîáùåííîé äèàãîíàëè è íåîòðèöàòåëüíîñòè

ìàòðèöû A, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

per (A(1, . . . ,m|σ(1), . . . , σ(m))) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè α = {1, . . . ,m} è β = {σ(1), . . . , σ(m)}, òî ïî ëåììå

1.3.18 ìàòðèöà A íåêîíâåðòèðóåìà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Òàêèì

îáðàçîì, ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è ìàòðèöàBA íåêîíâåðòèðóåìàÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâåäåíèÿ AB äîñòàòî÷íî çà-

ìåíèòü ïåðåñòàíîâêó ñòðîê íà ïåðåñòàíîâêó ñòîëáöîâ. �

Ñëåäñòâèå 1.3.21. Ïóñòü A,B � íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, ãäå A � ìàê-

ñèìàëüíàÿ êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà, è ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê
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P,Q òàêèå, ÷òî φ(B) ≥ P (Um,n + In)Q, m ≥ 3. Òîãäà ìàòðèöû BA è AB

íåêîíâåðòèðóåìû.

Çàìå÷àíèå 1.3.22. Óñëîâèå m ≥ 3 ñóùåñòâåííî. Â ñëó÷àå m = 2 èìååì

φ(Gt
n(U2,n + In)) = φ(Gt

n) = Gt
n. Â ñèëó òåîðåìû 1.2.6 ìàòðèöà Gn ÿâëÿåòñÿ

ìàêñèìàëüíîé êîíâåðòèðóåìîé ìàòðèöåé, à ïðîèçâåäåíèå êîíâåðòèðóåìî â

ñèëó êîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèöû Ãèáñîíà è ñëåäñòâèÿ 1.3.6.

Çàìå÷àíèå 1.3.23. Óñëîâèå φ(B) ≥ (Um,n + In), m ≥ 3, íåëüçÿ çàìåíèòü

áîëåå ñëàáûì òðåáîâàíèåì ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ îáîáùåííûõ äèàãîíàëåé ïå-

ðåñåêàþùèõñÿ íå áîëåå ÷åì ïî (n− 3) ýëåìåíòàì. Äåéñòâèòåëüíî, âûáåðåì â

êà÷åñòâå ìàòðèö ñëåäóþùèå:

A =


0 1 1 1

0 1 1 1

1 1 1 0

1 1 1 0

 B =


1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1


Ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà:

per (A) = 8 = det


0 1 1 −1

0 1 1 1

1 −1 1 0

1 1 −1 0

 ,

à â ìàòðèöåB ñóùåñòâóþò äâå îáîáùåííûå íåíóëåâûå äèàãîíàëè, íå èìåþùèå

îáùèõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì BA � êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà:
1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1




0 1 1 1

0 1 1 1

1 1 1 0

1 1 1 0

 =


0 2 2 2

0 2 2 2

2 2 2 0

2 2 2 0

 .
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Ìàòðèöà BA êîíâåðòèðóåìà, òàê êàê φ(BA) = A, à ìàòðèöà A êîíâåðòèðóå-

ìà.

Çàìå÷àíèå 1.3.24. Ñâîéñòâî êîíâåðòèðóåìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íå

âñåãäà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè êîììóòèðîâàíèè ñîìíîæèòåëåé. Âîçüìåì ìàòðèöû

èç ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ:

AB =


0 1 1 1

0 1 1 1

1 1 1 0

1 1 1 0




1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 1

 =


1 1 2 2

1 1 2 2

2 2 1 1

2 2 1 1

 .

Ïî ñëåäñòâèþ 1.3.6 ìàòðèöà AB êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

êîíâåðòèðóåìà ìàòðèöà φ(AB) = J4. Ïî òåîðåìå 1.2.6 ìàòðèöà J4 íåêîíâåð-

òèðóåìàÿ, à çíà÷èò íåêîíâåðòèðóåìàÿ è ìàòðèöà AB.

Òåîðåìà 1.3.25. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà, à

B � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî per (B) > 0. Òîãäà ìàòðèöû AB è

BA íåêîíâåðòèðóåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê per (B) > 0 òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ îáîá-

ùåííàÿ äèàãîíàëü. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñîâ-

ïàäàåò ñ ãëàâíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà AB êîíâåðòèðóåìà. Òîãäà ïî

ñëåäñòâèþ 1.3.6 êîíâåðòèðóåìà ìàòðèöà φ(AB). Äàëåå, èìååì:

φ(AB) = φ(φ(A)φ(B)) = φ(φ(A)(φ(B) ◦ (J − I + I))) =

φ(φ(A)(φ(B) ◦ (J − I)) + φ(A)) (1.9)

Â ïðàâîé ÷àñòè (1.9) íàïèñàíû äâå (0,1)-ìàòðèöû. Ïî óñëîâèþ ìàòðèöà

A íåêîíâåðòèðóåìà, à çíà÷èò ïî ñëåäñòâèþ 1.3.6 ìàòðèöà φ(A) íåêîíâåðòè-

ðóåìà. Ïî ñëåäñòâèþ 1.3.14 ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.9) íåêîíâåðòèðóåìà, à
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çíà÷èò ìàòðèöà φ(AB) íåêîíâåðòèðóåìà. Ïî ñëåäñòâèþ 1.3.6 íåêîíâåðòèðóå-

ìà è ìàòðèöà AB.

Íåêîíâåðòèðóåìîñòü ìàòðèöû BA äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

1.4 Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

1.4.1 Ñâÿçü êîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèöû ñ òåîðèåé ãðàôîâ

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ èç òåîðèè ãðàôîâ, êîòîðûå ïîòðåáóþò-

ñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ êîíâåðòèðóåìîñòè êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäå-

íèÿ ìàòðèö.

Îáîçíà÷åíèå 1.4.1. Ïîä ãðàôîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîñòîé íåîðèåíòèðîâàí-

íûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð.

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. ÏîäìíîæåñòâîM ðåáåð ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïàðîñî÷å-

òàíèåì, åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà èíöèäåíòíà íå áîëåå ÷åì îäíîìó ðåáðó

èç M . Åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà G èíöèäåíòíà ñòðîãî îäíîìó ðåáðó èç

M , òî ïàðîñî÷åòàíèå íàçûâàåòñÿ ïîëíûì.

Îáîçíà÷åíèå 1.4.3. ×åðåç V (G) è E(G) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âåð-

øèí è ðåáåð â ãðàôå G.

Îïðåäåëåíèå 1.4.4. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî

âåðøèí V ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà V1 è

V2 òàêèå, ÷òî íèêàêèå äâå âåðøèíû èç îäíîãî ïîäìíîæåñòâà íå èíöèäåíòíû

îäíîìó ðåáðó. Ìíîæåñòâà V1 è V2 íàçûâàþòñÿ äîëÿìè ãðàôà G.

Îáîçíà÷åíèå 1.4.5. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô è V (G) = V1 ∪ V2, ãäå V1

è V2 � äîëè ãðàôà G òàêèå, ÷òî |V1| = m, |V2| = n. Òîãäà ãðàôó G ìîæíî

ñîïîñòàâèòü ìàòðèöó A ∈ Mm×n(0, 1) òàêóþ, ÷òî aij = 1 òîãäà è òîëüêî
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òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ðåáðî, êîòîðîå ñîåäèíÿåò i-òóþ âåðøèíó èç V1 ñ j-

òîé âåðøèíîé èç V2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A àññîöèèðîâàíà ñ ãðàôîì

G.

Îáîçíà÷åíèå 1.4.6. ×åðåçKm,n áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô

ñ m è n âåðøèíàìè â äîëÿõ V1 è V2 ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 1.4.7. Ãðàô G áóäåì íàçûâàòü k-ðàñøèðÿåìûì, ãäå k ≥ 0,

åñëè ëþáîå ïàðîñî÷åòàíèå èç k ðåáåð ìîæíî äîïîëíèòü äî ïîëíîãî ïàðîñî÷å-

òàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.4.8. Ïîäãðàô H ãðàôà G íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì, åñëè

ïîäãðàô G \ V (H) îáëàäàåò ïîëíûì ïàðîñî÷åòàíèåì.

Îïðåäåëåíèå 1.4.9. Ïóñòü D � íåêîòîðàÿ îðèåíòàöèÿ ãðàôà G. Öèêë C

íàçûâàåòñÿ íå÷åòíî îðèåíòèðîâàííûì, åñëè êîëè÷åñòâî ðåáåð, îðèåíòèðîâàí-

íûõ â êàæäóþ ñòîðîíó ïðîõîæäåíèÿ öèêëà, íå÷åòíî.

Îïðåäåëåíèå 1.4.10. Îðèåíòàöèÿ D ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïôàôôèàíîâîé,

åñëè êàæäûé öåíòðàëüíûé öèêë â G ÷åòíîé äëèíû íå÷åòíî îðèåíòèðîâàí.

Òåîðåìà 1.4.11 (Ëèòòë, [26]). Ïóñòü A ∈ Mn(0, 1) è G � àññîöèèðîâàííûé

ñ íåé äâóäîëüíûé ãðàô. Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ïôàôôèàíîâà îðèåíòàöèÿ ãðàôà G.

Òåîðåìà 1.4.12 (Ðîáåðòñîí, Ñåéìîð, Òîìàñ, [37], òåîðåìà 7.3). Êàæäûé 2-

ðàñøèðÿåìûé ãðàô ñ n ≥ 3 âåðøèíàìè è áîëåå ÷åì 2n− 4 ðåáðàìè ñîäåðæèò

ïîäãðàô K3,3 è, êàê ñëåäñòâèå, íå èìååò ïôàôôèàíîâîé îðèåíòàöèè.
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1.4.2 Êðèòåðèé êîíâåðòèðóåìîñòè êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ

íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå 1.4.13. Ïóñòü A = (aij) ∈ Mn è B = (bkl) ∈ Mm. Êðîíåêåðî-

âûì ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A⊗B íàçûâàåòñÿ áëî÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà mn

âèäà:

A⊗B =


a11B . . . a1nB

. . . . . . . . .

an1B . . . annB

 .

Ëåììà 1.4.14. Ïóñòü A = (aij) ∈ Mn è B = (bkl) ∈ Mm. Ìàòðèöû A ⊗ B è

B ⊗ A ïåðåñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöû A⊗B è B⊗A èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê

mn. Ïåðåñòàâèì â ìàòðèöå A⊗B ñòîëáöû òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäûé ñòîë-

áåö ñ íîìåðîì (1+k+ml) ïîïàäåò íà (1+l+kn)-îå ìåñòî, ãäå 0 ≤ k ≤ (m−1)

è 0 ≤ l ≤ (n − 1). Â ñèëó âûáðàííîãî äèàïàçîíà çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåò-

ðîâ k, l âåëè÷èíû (1 + k + ml) è (1 + l + kn) ïðèíèìàþò âñå çíà÷åíèÿ îò

1 äî mn ñòðîãî ïî îäíîìó ðàçó, à çíà÷èò ýòî äåéñòâèòåëüíî ïåðåñòàíîâêà

ñòîëáöîâ. Â ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöå ñòðîêà ñ íîìåðîì (1 + k+ml) èìååò âèä

(b1,k+1al, b2,k+1al, . . . , bn,k+1al), ãäå al ñòðîêà ñ íîìåðîì l èç ìàòðèöû A. Ïîâòî-

ðÿÿ äëÿ ñòðîê ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêó, ïðèìåíåííóþ ê ñòîëáöàì,

ïîëó÷àåì ìàòðèöó B ⊗ A, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ëåììà 1.4.15. Ìàòðèöà A ∈ Mn(0, 1) ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ íåíóëåâóþ

îáîáùåííóþ äèàãîíàëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è

ñòîëáöîâ îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó áåç íóëåâûõ

ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæåò

áûòü ïðèâåäåíà ê âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà ãëàâ-
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íîé äèàãîíàëè, òî, î÷åâèäíî, ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ íåíóëåâóþ îáîáùåííóþ

äèàãîíàëü.

Äîêàæåì îáðàòíîå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íåíó-

ëåâàÿ îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ:

aii = 1 äëÿ i = 1, . . . , n.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò aij 6= 0 äëÿ i 6= j. Åñëè òàêîãî ýëåìåíòà íåò, òî ìàòðèöà

äèàãîíàëüíàÿ è âñå äîêàçàíî. Òàê êàê â ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü, òî per (A(i|j)) = 0, èíà÷å ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èâîå

íåðàâåíñòâî:

1 = per (A) ≥ a11 . . . ann + aijper (A(1|j)) > 1.

Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé Ëàïëàñà ðàçëîæåíèÿ ïî

ñòðîêå è íåîòðèöàòåëüíîñòüþ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.

Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà-Êeíèãà [7, òåîðåìà 2.1] â ïîäìàòðèöå A(i|j) åñòü

íóëåâàÿ ïîäìàòðèöà k × l, ãäå (k + l) ≥ n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíàÿ ìàò-

ðèöà A ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê

áëî÷íîìó âåðõíåòðåóãîëüíîìó âèäó ñ ðàçìåðàìè áëîêîâ k è l ñîîòâåòñòâåí-

íî. Äàëåå ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ äëÿ êàæäîãî äèàãîíàëüíîãî áëîêà, ðàçìåð

êîòîðîãî áîëüøå åäèíèöû. Íà êàæäîì øàãå ÷èñëî äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ óâå-

ëè÷èâàåòñÿ ìèíèìóì íà îäèí, à çíà÷èò ïðîöåññ îáîðâåòñÿ íå áîëåå ÷åì ÷åðåç

(n− 1) øàã, è ìàòðèöà áóäåò âåðõíåòðåóãîëüíîé. �

Ëåììà 1.4.16. Ïóñòü A = (In + Un,n) ∈ Mn(0, 1) è B = (Im + Um,m) ∈

Mm(0, 1), ãäå m,n > 1, à ìàòðèöû Um,m è Un,n îïðåäåëåíû âûðàæåíèåì (1.5).

Òîãäà ìàòðèöà C = A⊗B íåêîíâåðòèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 1.4.11 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåêîíâåðòèðóå-

ìîñòè ìàòðèöû C äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïôàôôè-
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àíîâîé îðèåíòàöèè àññîöèèðîâàííîãî ñ ìàòðèöåé C ãðàôà G.

Ìàòðèöà C ïîðÿäêà mn â êàæäîé ñòðîêå ñîäåðæèò ðîâíî ïî 4 íåíóëåâûõ

ýëåìåíòà, òàê êàê â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèö A è B ïî 2 íåíóëåâûõ ýëåìåíòà.

Îáùåå êîëè÷åñòâî ðåáåð â ãðàôå G ðàâíÿåòñÿ 4mn. Êîëè÷åñòâî âåðøèí â

àññîöèèðîâàííîì äâóäîëüíîì ãðàôå ðàâíÿåòñÿ óäâîåííîìó ïîðÿäêó ìàòðèöû

� 2mn. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1.4.12. Òàê êàê

ïðè m,n > 1 èìååì 4mn > 4mn − 4, òî âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 1.4.12

î ñîîòíîøåíèè ÷èñëà âåðøèí è ðåáåð ãðàôà. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ãðàô G

áóäåò 2-ðàñøèðÿåìûì.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ãðàô G íå ÿâëÿåòñÿ 2-ðàñøèðÿåìûì. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî âûáðàòü êàêèå-òî äâà íå ñìåæíûõ ðåáðà èç G òàêèì

îáðàçîì, ÷òî ïîëó÷åííûé èç G óäàëåíèåì âûáðàííûõ ðåáåð è âñåõ ñìåæíûõ

ñ íèìè âåðøèí è ðåáåð ãðàô G0 íå áóäåò ñîäåðæàòü ïîëíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ñ

òî÷êè çðåíèÿ ìàòðèö ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà

cij, ckl, ëåæàùèõ â ðàçíûõ ñòîëáöàõ è ñòðîêàõ òàêèõ, ÷òî per (C(ik|jl)) = 0.

Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà-Êåíèãà â ìàòðèöå C(ik|jl), à çíà÷èò è â ìàòðèöå C,

ñóùåñòâóåò ïîäìàòðèöà ðàçìåðà l × k, ãäå (l + k) ≥ (mn − 1), ñîñòîÿùàÿ èç

íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü óêàçàííàÿ íóëåâàÿ ïîäìàòðèöà ðàñïîëîæåíà íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê

ñ íîìåðàìè i1, . . . , il è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè j1, . . . , jk. Äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå

çíà÷åíèÿ íîìåðîâ ñòðîê è ñòîëáöîâ ëåæàò â èíòåðâàëå [1,mn], è ïîä íîìåðîì

mn+ u, ãäå u > 0, ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñòîëáåö ñ íîìåðîì u. Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ

ìàòðèöû A èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû C åå ãëàâíàÿ äèàãîíàëü çàïîëíåíà åäè-

íè÷íûìè ýëåìåíòàìè, òî ñðåäè ñòîëáöîâ íå ìîãóò áûòü ñòîëáöû ñ íîìå-

ðàìè i1, . . . , il.

42



2. Òàê êàê ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû C åå îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü, ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ïåðåñòàíîâêå σ = (1, . . . ,mn), çàïîëíåíà íåíóëåâûìè ýëåìåí-

òàìè, òî ñðåäè ñòîëáöîâ, âõîäÿùèõ â íóëåâóþ ïîäìàòðèöó, íå ìîãóò áûòü

ñòîëáöû ñ íîìåðàìè i1 + 1, . . . , il + 1.

3. Â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû C â òî÷íîñòè 4 íåíóëåâûõ

ýëåìåíòà, à çíà÷èò l ≤ (mn− 4) è k ≤ (mn− 4).

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

à) Åñëè ñðåäè ÷èñåë i1, . . . , il íå âñå ÷èñëà èäóò ïîäðÿä, òî â ñèëó ïóíêòà 3

ñðåäè ÷èñåë i1, . . . , il, i1+1, . . . , il+1 íå ìåíåå (l+2) ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî â ìàòðèöå C íå ìåíåå (k + l + 2) > mn ñòîëáöîâ, ÷òî íåâåðíî,

à çíà÷èò ãðàô G 2-ðàñøèðÿåì, è ïî òåîðåìå 1.4.12 äëÿ íåãî íå ñóùåñòâóåò

ïôàôôèàíîâîé îðèåíòàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà C íåêîíâåðòèðóåìà.

á) Ïóñòü ÷èñëà i1, . . . , il èäóò ïîäðÿä. Òàê êàê k ≤ (mn − 4) è (k +

l) ≥ (mn − 1) ïîëó÷àåì, ÷òî l ≥ 3. Ïî ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû C ýëåìåíòû

ci1,i1+m, . . . , cil,il+m íåíóëåâûå, à çíà÷èò ñòîëáöû ñ íîìåðàìè i1 +m, . . . , il +m

íå ìîãóò âõîäèòü â íóëåâóþ ïîäìàòðèöó. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óòâåð-

æäåíèÿ:

1. 3 ≤ l ≤ mn− 4.

2. Ñòîëáöû ñ ïîäðÿä èäóùèìè íîìåðàìè i1, . . . , il íå ìîãóò âõîäèòü â íóëå-

âóþ ïîäìàòðèöó.

3. Ñòîëáöû ñ ïîäðÿä èäóùèìè íîìåðàìè i1+m, . . . , il+m íå ìîãóò âõîäèòü

â íóëåâóþ ïîäìàòðèöó.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ ñòîëáöîâ íå ìåíåå (l + 2) ðàç-

ëè÷íûõ, à çíà÷èò âñåãî ñòîëáöîâ â ìàòðèöå íå ìåíåå (k+ l+ 2) ≥ mn+ 1, ÷òî
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íåâåðíî. Òàêèì îáðàçîì, ãðàô G � 2-ðàñøèðÿåìûé. Ïî òåîðåìå 1.4.12 äëÿ

ãðàôà G íå ñóùåñòâóåò ïôàôôèàíîâîé îðèåíòàöèè, è ìàòðèöà C íåêîíâåð-

òèðóåìà. �

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîé ÷àñòè.

Òåîðåìà 1.4.17. Ïóñòü A ∈ Mn(0, 1) è B ∈ Mm(0, 1), è ïåðìàíåíòû ìàòðèö

A è B îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå A⊗B êîíâåðòèðóå-

ìî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ìàòðèö ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ

îáîáùåííóþ äèàãîíàëü áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à âòîðàÿ ìàòðèöà êîíâåðòè-

ðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îäíà èç ìàòðèö ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ îáîá-

ùåííóþ äèàãîíàëü áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à âòîðàÿ ìàòðèöà êîíâåðòèðóåìà.

Ïî ëåììå 1.4.14 ìàòðèöû A⊗B è B⊗A ïåðåñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíû, à çíà-

÷èò ìàòðèöà A⊗B êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíâåðòèðóåìà

ìàòðèöà B⊗A. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé êîíâåðòèðó-

åìîñòè ìàòðèöû A⊗B, ãäå ìàòðèöà A ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ îáîáùåííóþ

äèàãîíàëü áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à ìàòðèöà B êîíâåðòèðóåìàÿ.

Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è ñòîëáöîâ â ìàòðèöå A ïðèâîäèò ê ïåðåñòàíîâêå áëî-

êîâ â ìàòðèöå A⊗B, à çíà÷èò ñîõðàíÿåò êîíâåðòèðóåìîñòü. Òàêèì îáðàçîì,

ïî ëåììå 1.4.15 ìàòðèöó A ìîæíî çàìåíèòü íà âåðõíåòðåóãîëüíóþ. Êðîíåêå-

ðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A⊗B áóäåò áëî÷íîé âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé,

ãäå âñå äèàãîíàëüíûå áëîêè ðàâíû ìàòðèöå B. Òàê êàê ìàòðèöà B êîíâåðòè-

ðóåìà, òî áëîêè íà äèàãîíàëè ìàòðèöû A⊗B êîíâåðòèðóåìû è ïî ñëåäñòâèþ

1.3.9 ìàòðèöà A⊗B êîíâåðòèðóåìà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïðÿìîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-

íîå. Òàê êàê per (A) > 0 è per (B) > 0, òî â êàæäîé èç ìàòðèö ñóùåñòâóåò

íåíóëåâàÿ îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàæäîé èç ìàòðèö A è
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B ñóùåñòâóåò íå ìåíåå äâóõ îáîáùåííûõ äèàãîíàëåé áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ

è ìàòðèöà A ⊗ B êîíâåðòèðóåìà. Ïóñòü â ìàòðèöå A âûáðàííûå îáîáùåí-

íûå äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ ïî (n − l) ýëåìåíòàì. Òàê êàê (n − 1) ýëåìåíò

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò âñþ îáîáùåííóþ äèàãîíàëü, òî l ≥ 2.

Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ñîõðàíÿåò êîíâåðòèðóåìîñòü,

à çíà÷èò ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé åå ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

1. Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû íåíóëåâûå ýëåìåíòû.

2. Ýëåìåíòû ai,i+1 = 1 äëÿ i = 1, . . . , l − 1 è al,1 = 1.

Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì A′.

Ìàòðèöà A′⊗B êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíâåðòèðóåìà

ìàòðèöà B ⊗A′. Ïóñòü â ìàòðèöå B äâå îáîáùåííûå äèàãîíàëè áåç íóëåâûõ

ýëåìåíòîâ ïåðåñåêàþòñÿ ïî (n−k), ãäå k ≥ 2, ýëåìåíòàì. Ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê

è ñòîëáöîâ ìàòðèöó B ìîæíî ïðèâåñòè ê ìàòðèöå B′, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

òðåáîâàíèÿì

1. Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû íåíóëåâûå ýëåìåíòû.

2. Ýëåìåíòû bi,i+1 = 1 äëÿ i = 1, . . . , k − 1 è ak,1 = 1.

Ïðè ýòîì ìàòðèöà B′ ⊗ A′ êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîí-

âåðòèðóåìà ìàòðèöà B ⊗ A′.

Â ìàòðèöàõ A′ è B′ âñå ýëåìåíòû, íå âõîäÿùèå â âûáðàííûå îáîáùåííûå

äèàãîíàëè, çàìåíèì íóëåâûìè. Ïîëó÷åííûå ìàòðèöû îáîçíà÷èì A′′ è B′′ ñî-

îòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

B′ ⊗ A′ ≥ B′′ ⊗ A′′. (1.10)

Íåðàâåíñòâî (1.10) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈ Mmn(0, 1) òà-

êàÿ, ÷òî B′′ ⊗ A′′ = (B′ ⊗ A′) ◦ X. Òàê êàê ïî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
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ìàòðèöà B′⊗A′ êîíâåðòèðóåìà, òî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.3.7 ìàòðèöà B′′⊗A′′

êîíâåðòèðóåìà.

Âûáåðåì â B′′⊗A′′ ïîäìàòðèöó C, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê

è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè u+vn, ãäå 1 ≤ u ≤ l è 0 ≤ v ≤ (k−1). Ïî ïîñòðîåíèþ

B′′ ⊗ A′′ äëÿ ïîäìàòðèöû C èìååì

C = (Ukk + Ik)⊗ (Ull + Il).

Ïî ëåììå 1.4.16 ìàòðèöà C íåêîíâåðòèðóåìà. Ïîäìàòðèöà D, äîïîëíÿþ-

ùàÿ C, ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ìèíîðîì â ìàòðèöå B′′ ⊗ A′′. Òàê êàê ìàòðèöà

B′′⊗A′′ íåîòðèöàòåëüíàÿ è ýëåìåíòû åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû åäèíèöàì,

òî per (D) > 0. Ïî ëåììå 1.3.18 ìàòðèöà B′′ ⊗ A′′ íåêîíâåðòèðóåìà. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò êîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèöû A⊗B.

Òàêèì îáðàçîì, îäíà èç ìàòðèö ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ îáîáùåííóþ äèà-

ãîíàëü. Ïóñòü ýòî âåðíî äëÿ ìàòðèöû A. Òîãäà ìàòðèöà A ⊗ B ïåðåñòàíî-

âî÷íî ýêâèâàëåíòíà áëî÷íîé âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå, ãäå íà äèàãîíàëè

ñòîÿò áëîêè B. Ñëåäîâàòåëüíî, A⊗B êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-

ãäà êîíâåðòèðóåì êàæäûé èç áëîêîâ B, à çíà÷èò êîíâåðòèðóåìà ìàòðèöà B.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 1.4.18. Òåîðåìà 1.4.17 âåðíà äëÿ ìàòðèö èç Mn(R+).

Ñëåäñòâèå 1.4.19. Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A,B ∈Mn(R+), ïåð-

ìàíåíò êîòîðûõ îòëè÷åí îò íóëÿ, êîíâåðòèðóåìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îäíà èç ìàòðèö ïåðåñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíà âåðõíåòðåóãîëüíîé, à âòîðàÿ

ìàòðèöà êîíâåðòèðóåìà.

Ñëåäñòâèå 1.4.20. Ïóñòü A ∈Mn(R+) � íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû B âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óòâåðæäå-

íèé:
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1. per (B) > 0, òîãäà ìàòðèöà A⊗B íåêîíâåðòèðóåìà.

2. per (B) = 0, òîãäà per (A⊗B) = 0.
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Ãëàâà 2

Êîíâåðòèðóåìûå è íåêîíâåðòèðóåìûå

(0,1)-ìàòðèöû

2.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îáîçíà÷åíèå 2.1.1. Ïóñòü A ∈Mn(0, 1). ×åðåç ν(A) îáîçíà÷èì ÷èñëî íåíó-

ëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. (ñì. [4]) Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî åäèíèö ïðè êîòîðîì (0,1)-

ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûì ïåðìàíåíòîì ìîæåò áûòü êîíâåðòèðóåìîé íàçû-

âàåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé êîíâåðòèðóåìîñòè è îáîçíà÷àåòñÿ Ωn. Ìèíèìàëüíîå

÷èñëî åäèíèö ïðè êîòîðîì (0,1)-ìàòðèöà ìîæåò áûòü íåêîíâåðòèðóåìîé íà-

çûâàåòñÿ íèæíåé ãðàíèöåé êîíâåðòàöèè è îáîçíà÷àåòñÿ ωn.

Çàìå÷àíèå 2.1.3. Òåîðåìà 1.2.6 óñòàíàâëèâàåò òî÷íîå çíà÷åíèå Ωn =

n2+3n−2
2 . Òî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ íèæíåé ãðàíèöû êîíâåðòàöèè ìîæåò áûòü ïîëó-

÷åíî êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1.4.11, à òàêæå óñòàíîâëåíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.1.4 (Ãóòåðìàí, Äîëèíàð, Êóçüìà, [4]). Ïóñòü n ≥ 2, A ∈Mn(0, 1)

è ν(A) < ωn = n+ 6. Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè êîíâåðòèðóåìûõ è

íåêîíâåðòèðóåìûõ (0,1)-ìàòðèö ñ ÷èñëîì åäèíèö r ∈ [ωn,Ωn].
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Òåîðåìà 2.1.5 (Ãóòåðìàí, Äîëèíàð, Êóçüìà, [4]). Äëÿ ëþáîãî n > 26 è

äëÿ ëþáîãî r ∈ [ωn,Ωn] ñóùåñòâóåò çíàêîâî íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà A ∈

Mn(0, 1) ñ ïîëîæèòåëüíûì ïåðìàíåíòîì è ÷èñëîì åäèíèö ν(A) = r.

Â [4] áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à

Ïðîáëåìà 2.1.6 (Ãóòåðìàí, Äîëèíàð, Êóçüìà, [4], 2010). Äëÿ ëþáîãî ëè

öåëîãî r ∈ [ωn,Ωn], ãäå 3 < n < 26, ñóùåñòâóåò çíàêîâî íåêîíâåðòèðóåìàÿ

ìàòðèöà A ∈Mn(0, 1), äëÿ êîòîðîé ν(A) = r?

Êîíâåðòàöèþ (0,1)-ìàòðèö ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è äëÿ ïîäìíîæåñòâ ìíî-

æåñòâà (0,1) ìàòðèö. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö èíòåðå-

ñåí íå òîëüêî âîïðîñ, êîãäà ìàòðèöà êîíâåðòèðóåìà, íî è êîãäà êîíâåðòàöèÿ

ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû X ∈Mn(±1).

Îáîçíà÷åíèå 2.1.7. ×åðåç SMn(X) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ñèììåò-

ðè÷íûõ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç X.

Îïðåäåëåíèå 2.1.8. Ìàòðèöà A ∈ SMn(0, 1) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íî êîí-

âåðòèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈ SMn(±1) òàêàÿ, ÷òî per (A) =

det (A ◦X). Ìàòðèöà A ∈ SMn(0, 1) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñèììåòðè÷íî êîíâåð-

òèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà X ∈ SMn(±1) òàêàÿ, ÷òî

per (A) = ±det (A ◦X).

Ïðèìåð 2.1.9. Ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2 ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ñèììåò-

ðè÷íî êîíâåðòèðóåìûìè, êîíâåðòàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îòîáðàæåíè-

åì:

φ

a11 a12

a12 a22

 =

−a11 a12

a12 a22

 ,

íî íå ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íî êîíâåðòèðóåìûìè.
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Èçâåñòíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìû 1.2.6 íà ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû.

Òåîðåìà 2.1.10 (Äîëèíàð, Ãóòåðìàí, Êóçüìà, [5], òåîðåìà 1.4). Ïóñòü n ≥ 3

è ïðåäïîëîæèì A ∈ SMn ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé (0, 1)-ìàòðèöåé, äëÿ êîòî-

ðîé per (A) > 0. Åñëè ν(A) = Ωn = n2+3n−2
2 , òî A ÿâëÿåòñÿ êîíâåðòèðóåìîé

ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = PTnP
t äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû-

ïåðåñòàíîâêè P . Áîëåå òîãî, åñëè n 6≡ 2 (mod 4), òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íî êîíâåðòèðóåìîé. Åñëè n ≡ 2 (mod 4), òîãäà A ÿâëÿåòñÿ òîëüêî

ñèììåòðè÷íî ñëàáî êîíâåðòèðóåìîé. Çäåñü ÷åðåç Tn îáîçíà÷àåòñÿ ìàòðèöà

âèäà

tij =


0, åñëè i+ j ≤ n− 1

1, åñëè i+ j > n− 1

ïåðåñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíàÿ ìàòðèöå Ãèáñîíà (1.3) è íàçûâàåìàÿ ñèììåò-

ðè÷íîé ìàòðèöåé Ãèáñîíà.

Òåîðåìà 2.1.11 (Äîëèíàð, Ãóòåðìàí, Êóçüìà, [5], òåîðåìà 4.4). Ïóñòü n ≥ 3

è A ∈ SMn(0, 1) � ñèììåòðè÷íàÿ (0, 1) ìàòðèöà, ó êîòîðîé ν(A) < n+6 = ωn.

Òîãäà ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñèììåòðè÷íî êîíâåðòèðóåìîé.

Ïîíÿòèÿ ñèììåòðè÷íîé è ñëàáîé ñèììåòðè÷íîé êîíâåðòàöèè íàêëàäûâàþò

áîëåå ñèëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòðèöó.

Ëåììà 2.1.12. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A ∈ SMn(0, 1) ñëàáî ñèììåòðè÷íî êîíâåð-

òèðóåìàÿ (ñèììåòðè÷íî êîíâåðòèðóåìàÿ), òî îíà êîíâåðòèðóåìàÿ.

2. Åñëè ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A ∈ SMn(0, 1) íåêîíâåðòèðóåìàÿ â îáû÷-

íîì ñìûñëå, òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íî è ñëàáî ñèììåòðè÷íî íåêîí-

âåðòèðóåìîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà X ∈

Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî det (X ◦ A) = per A, òî ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìàÿ.

Åñëè ñóùåñòâóåò òîëüêî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà Y ∈ Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî

det (Y ◦ A) = −per A, òî ïîëîæèì ìàòðèöó X ðàâíîé Y , ïåðâàÿ ñòðîêà

êîòîðîé óìíîæåíà íà −1. Ïîëó÷àåì det (X ◦ A) = per A. Òàêèì îáðàçîì, A

êîíâåðòèðóåìàÿ.

2. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ìàòðèöà ñèììåòðè÷íî èëè ñëàáî ñèì-

ìåòðè÷íî êîíâåðòèðóåìàÿ. Òîãäà ïî ïóíêòó 1 ìàòðèöà äîëæíà áûòü êîíâåð-

òèðóåìîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïðîáëåìó 2.1.6 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.

Ïðîáëåìà 2.1.13. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà r ∈ [ωn,Ωn], ãäå

3 < n < 26, ñóùåñòâóåò ñëàáî ñèììåòðè÷íî íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà A ∈

SMn(0, 1), äëÿ êîòîðîé ν(A) = r?

Çàìå÷àíèå 2.1.14. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ èç ñëàáîé ñèììåòðè÷íîé íåêîíâåð-

òèðóåìîñòè ñëåäóåò ñèììåòðè÷íàÿ íåêîíâåðòèðóåìîñòü.

Â ñèëó ëåììû 2.1.12 äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷íûå íåêîíâåðòèðóå-

ìûå ìàòðèöû ñ çàäàííûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì

2.1.6 è 2.1.13.

Îïðåäåëåíèå 2.1.15. Òèïîì ìàòðèöû A ∈ Mn(0, 1) áóäåì íàçûâàòü ïàðó

(n, ν(A)), ñîñòîÿùóþ èç ïîðÿäêà ìàòðèöû è ÷èñëà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

2.2 Ïîñòðîåíèå ñèììåòðè÷íûõ íåêîíâåðòèðóåìûõ (0,1)

ìàòðèö

Â ýòîé ÷àñòè ìû ïîëíîñòüþ ðàçðåøèì ïðîáëåìó 2.1.13, ïîñòðîèâ ñèììåòðè÷-

íûå íåêîíâåðòèðóåìûå ìàòðèöû âñåõ âîçìîæíûõ òèïîâ (n, r), ãäå r ∈ [ωn,Ωn].
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Òàêèì îáðàçîì, áóäåò ðàçðåøåíà ïðîáëåìà 2.1.6.

Ëåììà 2.2.1. Ìàòðèöû

A1 =


1 0 0 0

0 1 1 1

0 1 1 1

0 1 1 1

 , A2 =


1 1 0 0

1 0 1 1

0 1 1 1

0 1 1 1

 ,

A3 =


1 1 0 0

1 1 1 1

0 1 1 1

0 1 1 1

 , A4 =


0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1


íåêîíâåðòèðóåìûå. Ïðè ýòîì ν(A1) = 10, ν(A2) = 11, ν(A3) = 12, ν(A4) = 13.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà A1 = I1 ⊕ J3 íåêîíâåðòèðóåìà ïî ëåììå

1.3.18.

Íåêîíâåðòèðóåìîñòü ìàòðèöû A2 ñëåäóåò èç áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ,

êîòîðîå áóäåò äîêàçàíî íèæå (ïðèìåð 2.3.21).

Äëÿ ìàòðèöû A3 èìååì A3 ◦ A1 = A1, ïî ñëåäñòâèþ 1.3.7 ìàòðèöà A3

íåêîíâåðòèðóåìà.

Äëÿ ìàòðèöû A4 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî: ν(A4) = Ω4. Ïî òåîðåìå 2 ýòà

ìàòðèöà ìîæåò áûòü êîíâåðòèðóåìîé òîëüêî åñëè ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ïåðå-

ñòàíîâîê P1, P2 òàêèå, ÷òî P1A4P2 � ìàòðèöà Ãèáñîíà. Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîì

ñòîëáöå è ëþáîé ñòðîêå ìàòðèöû A4 íå áîëåå îäíîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà. Ïðè

ïåðåñòàíîâêå ñòðîê è ñòîëáöîâ â íèõ íå ìîæåò ìåíÿòüñÿ êîëè÷åñòâî íóëå-

âûõ ýëåìåíòîâ. Â ìàòðèöå Ãèáñîíà G4 ñóùåñòâóåò ñòîëáåö ñ äâóìÿ íóëåâûìè

ýëåìåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìûõ P1 è P2 íå ñóùåñòâóåò, è A4 � íåêîí-

âåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà. �
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Ëåììà 2.2.2. Äëÿ n ≥ 5 ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàò-

ðèöà A ñ ν(A) = r äëÿ ëþáîãî öåëîãî r ∈ [ωn,Ωn].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû âèäà B = I(n−3) ⊕ J3 è C =

D ⊕ I(n−5) ⊕ J3, ãäå D =

0 1

1 1

. Èìååì ν(B) = (n + 6) è ν(C) = (n + 7),

ìàòðèöû B,C ñèììåòðè÷íûå è íåêîíâåðòèðóåìûå ïî ëåììå 1.3.18. Âûáåðåì

r ∈ [ωn,Ωn]. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Åñëè (r − n) ÷åòíîå, òî ïîëîæèì A = B + U , ãäå B ◦ U = 0, U ñèì-

ìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ (r − n− 6) åäèíèöàìè. Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê

(r−n−6) ÷åòíîå ÷èñëî è åäèíè÷íûå ýëåìåíòû â U ìîæíî âûáèðàòü ïàðàìè,

ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Òàê êàê A ◦ B = B, òî ïî

ñëåäñòâèþ 1.3.7 ìàòðèöà A íåêîíâåðòèðóåìà.

2. Åñëè (r − n) íå÷åòíîå, òî ïîëîæèì A = C + U , ãäå C ◦ U = 0, U

ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ (r − n− 7) åäèíèöàìè. Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, òàê

êàê (r − n − 7) ÷åòíîå è åäèíè÷íûå ýëåìåíòû â U ìîæíî âûáèðàòü ïàðàìè,

ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Òàê êàê A ◦C = C, òî, ïî

ñëåäñòâèþ 1.3.7, ìàòðèöà A íåêîíâåðòèðóåìà.

Ëåììà äîêàçàíà. �

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå äîêàçàííûõ ëåìì 2.2.1 è 2.2.2 ìîæåì ñôîðìóëè-

ðîâàòü äâå ñëåäóþùèå òåîðåìû, ðàçðåøàþùèå ñôîðìóëèðîâàííûå ïðîáëåìû

2.1.6 è 2.1.13.

Òåîðåìà 2.2.3. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 è äëÿ ëþáîãî r ∈ [ωn,Ωn] ñóùåñòâóåò

íåêîíâåðòèðóåìàÿ (0,1)-ìàòðèöà òèïà (n, r).

Òåîðåìà 2.2.4. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 è äëÿ ëþáîãî r ∈ [ωn,Ωn] ñóùåñòâóåò ñëàáî

ñèììåòðè÷íî íåêîíâåðòèðóåìàÿ ñèììåòðè÷íàÿ (0,1)-ìàòðèöà òèïà (n, r).
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Òåîðåìà 2.1.10 ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðèìåðû ñèììåòðè÷íûõ (ñëàáî-

)ñèììåòðè÷íî êîíâåðòèðóåìûõ ìàòðèö.

Ïðèìåð 2.2.5. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Tn ∈ SMn(0, 1). Ïóñòü íàäî ïîñòðîèòü

ñèììåòðè÷íóþ ñëàáî ñèììåòðè÷íî êîíâåðòèðóåìóþ ìàòðèöó A ñ ν(A) = r ∈

[ωn,Ωn] è per (A) > 0. Ïóñòü N = Ωn − ν(A). Çàìåíèì N ëþáûõ åäèíèö,

êðîìå ëåæàùèõ íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè, â ìàòðèöå Tn íà íóëåâûå. Ïîëó÷èì

ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó A ∈ SMn(0, 1) ñ ν(A) = r è per (A) > 0, òàê êàê íà

ïîáî÷íîé äèàãîíàëè ëåæàò íåíóëåâûå ýëåìåíòû. Ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà

ñ ïîìîùüþ òîé æå ìàòðèöû X ∈ SMn(±1), ÷òî è Tn. Ïîñòðîèëè òðåáóåìóþ

ìàòðèöó A.

2.3 Íèæíÿÿ ãðàíèöà êîíâåðòàöèè äëÿ íåðàçëîæèìûõ è

âïîëíå íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö

2.3.1 Ïîíÿòèå íåðàçëîæèìîé è âïîëíå íåðàçëîæèìîé ìàòðèö

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû.

Òåðìèíîëîãèÿ ïðèâåäåíà ñîãëàñíî [8] è [2].

Îïðåäåëåíèå 2.3.1. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ∈Mn íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé,

åñëè ïðè íåêîòîðîì ðàçáèåíèè âñåõ èíäåêñîâ 1, . . . , n íà äâå äîïîëíèòåëüíûå

íåïóñòûå ñèñòåìû (áåç îáùèõ èíäåêñîâ) j1, . . . , jµ è k1, . . . , kν (µ+ ν = n)

ajαkβ = 0; (α = 1, . . . , µ; β = 1, . . . , ν)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé.

Îïðåäåëåíèå 2.3.2. Ïåðåñòàíîâêîé ðÿäîâ â êâàäðàòíîé ìàòðèöå A íàçûâà-

åòñÿ îäíîâðåìåííàÿ îäèíàêîâàÿ ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è ñòîëáöîâ.
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Îïðåäåëåíèå 2.3.3. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ∈Mn íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé,

åñëè ïåðåñòàíîâêîé ðÿäîâ îíà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó:

A =

B 0

C D

 , (2.1)

ãäå B,D � êâàäðàòíûå ìàòðèöû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ

íåðàçëîæèìîé.

Îïðåäåëåíèå 2.3.4. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn íàçûâàåòñÿ íåðàç-

ëîæèìîé, åñëè äëÿ ñòåïåíåé ìàòðèöû A,At = (a
(t)
ij ), ïðè ëþáûõ i è j ñóùå-

ñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî t = t(i, j), ÷òî a
(t)
ij > 0.

Çàìå÷àíèå 2.3.5. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G äîïóñêàþòñÿ ïåòëè è êðàò-

íûå ðåáðà.

Îïðåäåëåíèå 2.3.6. Ìàòðèöà A ∈Mn(0, 1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé èíöèäåíò-

íîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G ïîðÿäêà n, åñëè aij = 1 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà â ãðàôå G ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî (vi, vj) ∈ E(G).

Îïðåäåëåíèå 2.3.7. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì,

åñëè ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç ëþáîé âåðøèíû ãðàôà â ëþáóþ

äðóãóþ âåðøèíó.

Îïðåäåëåíèå 2.3.8. Ìàòðèöà A ∈Mn(0, 1) íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìîé, åñëè

îíà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè ñèëüíî ñâÿçíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà.

Ïîíÿòèå ðàçëîæèìîñòè îáîáùàåòñÿ äî ïîíÿòèÿ ÷àñòè÷íîé ðàçëîæèìîñòè

ìàòðèöû ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñîãëàñíî [8]):

Îïðåäåëåíèå 2.3.9. Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ïîðÿäêà n, ïåðåñòàíîâî÷íî ýê-

âèâàëåíòíóþ ìàòðèöå âèäà A1 ∗

0 A2

 ,
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ãäå A1, A2 � íåïóñòûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû, à òàêæå íóëåâóþ ìàòðèöó ïðè

n = 1, íàçîâåì ÷àñòè÷íî ðàçëîæèìîé. Åñëè A íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ðàçëî-

æèìîé, òî îíà íàçûâàåòñÿ âïîëíå íåðàçëîæèìîé.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèÿìè ðàçëîæèìîñòè è ÷àñòè÷íîé ðàçëîæèìîñòè, ïî-

ëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 2.3.10. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè ìàòðèöà A ðàçëîæèìàÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ðàçëîæèìîé.

2. Åñëè ìàòðèöà A âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ, òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé

ìàòðèöåé.

Ïðèìåð 2.3.11. Ìàòðèöà 0 1

1 1


ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé, íî ïðè ýòîì áóäåò ÷àñòè÷íî ðàçëîæèìîé, äîñòàòî÷íî

ïåðåñòàâèòü ïåðâûé è âòîðîé ñòîëáåö è èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå

2.3.2 Îïåðàöèÿ ñâåðòêè ïåðìàíåíòà ìàòðèöû è åå ñâîéñòâà

Â ýòîé ÷àñòè ìû îïèøåì îïåðàöèþ ñâåðòêè ìàòðèöû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé

äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö ìîæíî ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ìàòðèöû ìåíüøåãî

ïîðÿäêà ïðè èçó÷åíèè êîíâåðòèðóåìîñòè. Àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ ñòðîèò-

ñÿ â [26] â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.3.12. Ïóñòü â ïåðâîé ñòðîêå íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû

òîëüêî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà a11, a12. Ñâåðòêîé ìàòðèöû A ïî ïåðâîé ñòðî-
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êå íàçîâåì íåîòðèöàòåëüíóþ ìàòðèöó S(A) ñëåäóþùåãî âèäà:

S(A) =


a11a22 + a12a21 a23 . . . a2n

a11a32 + a12a31 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . .

a11an2 + a12an1 an3 . . . ann



Èç îïðåäåëåíèÿ ñâåðòêè ìàòðèöû è ôîðìóëû Ëàïëàñà ðàçëîæåíèÿ ïåðìà-

íåíòà ïî ñòðîêå ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2.3.13. Ïóñòü A ∈Mn(R+) è ñóùåñòâóåò ñâåðòêà ìàòðèöû A ïî ïåð-

âîé ñòðîêå, ðàâíàÿ S(A). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî per (S(A)) = per (A).

Ëåììà 2.3.14. Ïóñòü A ∈Mn(R+) è ñóùåñòâóåò åå ñâåðòêà ïî ïåðâîé ñòðîêå,

ðàâíàÿ ìàòðèöå S(A). Åñëè ìàòðèöà S(A) êîíâåðòèðóåìà, òî êîíâåðòèðóåìà

è ìàòðèöà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà S(A) êîíâåðòèðóåìà ñ ïîìîùüþ ìàò-

ðèöû X ∈Mn−1(±1). Ïî ëåììå 2.3.13 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

per (A) = per (S(A)) = det (S(A) ◦X). (2.2)

Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, ïîëó÷àåì:

det (S(A) ◦X) = a11det (A(1|1) ◦X) + a12det (A(1|2) ◦X) (2.3)

×åðåç A1 îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A çàìåíîé âñåõ ýëåìåíòîâ

ïåðâîé ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà, êðîìå a11, íà íóëè. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç A2

îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A çàìåíîé âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè
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è âòîðîãî ñòîëáöà, êðîìå a12, íà íóëè. ×åðåç Y îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ïîëó÷åí-

íóþ èç X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

yij =



xi−1,j−1, åñëè i, j ≥ 2

x1,j−1, åñëè i = 1, j ≥ 2

1, åñëè i = 1, j 6= 2

−1, åñëè i = 1, j = 2

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöA1, A2, Y ðàâåíñòâî (2.3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî

â âèäå:

det (S(A) ◦X) = a11det (A1 ◦ Y (1|1))− a12det (A2 ◦ Y (1|2)) (2.4)

Ïðèìåíèì ê âûðàæåíèþ (2.4) ôîðìóëó Ëàïëàñà ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ

ïî ñòðîêå è, ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (2.2), ïîëó÷àåì

per (A) = det (S(A) ◦X) = det (A ◦ Y ).

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà ñ ïîìîùüþ

ìàòðèöû Y , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ëåììà 2.3.15. Ïóñòü A ∈Mn(R+) è ñóùåñòâóåò åå ñâåðòêà ïî ïåðâîé ñòðîêå,

ðàâíàÿ ìàòðèöå S(A). Òîãäà, åñëè ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà, òî êîíâåðòè-

ðóåìà è ìàòðèöà S(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà X ∈ Mn(±1) êîíâåðòèðóåò ìàòðèöó

A. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

1. Â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû A äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà a11 è a12.
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2. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà: x11 = 1 è x12 = −1. Åñëè êàêîå-òî èç ðàâåíñòâ íå

âûïîëíåíî, òî óìíîæèì ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö è êàêóþ-ëèáî ñòðîêó,

êðîìå ïåðâîé, íà −1. Íîâàÿ ìàòðèöà X ′ áóäåò êîíâåðòèðîâàòü A, òàê

êàê det (A ◦X) = det (A ◦X ′).

Äîêàæåì, ÷òî ìàòðèöó X ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî xi1 = xi2 ïðè i ≥ 2.

Ïóñòü âûáðàííàÿ ìàòðèöà íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ è ñóùåñòâóåò ïàðà

xi1 6= xi2 ïðè i ≥ 2. Åñëè â ìàòðèöå A îäèí èç ýëåìåíòîâ ai1, ai2 ðàâåí íóëþ,

òî ýëåìåíò xij íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå ìîæíî óìíîæèòü íà −1 è ïîëó÷èòü

ðàâåíñòâî xi1 = xi2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îáà ýëåìåíòà ai1, ai2 íå ðàâíû 0. Âîçìîæíû äâà

ñëó÷àÿ:

1. Ïóñòü per (A(1i|12)) = 0. Òàê êàê A � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, òî

è ïîäìàòðèöà A(1i|12) áóäåò íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöåé. Âîñïîëüçîâàâøèñü

ñëåäñòâèåì 1.3.8 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

0 = per (A(1i|12)) = det (A(1i|12) ◦ Y ) äëÿ ëþáîé Y ∈Mn−2(±1)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëàãàåìîå a11ai2xi2det ((A◦X)(1i|12)) íå âëèÿåò íà çíà÷åíèå

îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A◦X è ýëåìåíò xi2 ìîæåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî, â

÷àñòíîñòè, åãî ìîæíî óìíîæèòü íà−1. Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöàX ′ êîíâåðòèðóåò

A è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó xi1 = xi2.

2. Ïóñòü per (A(1i|12)) 6= 0. Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîé ñòðîêå.

Ïîëó÷èòñÿ äâà ñëàãàåìûõ ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðàçëîæèì îïðå-

äåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìàòðèö ïî ïåðâîìó ñòîëáöó. Ïîëó÷àåì ðàâåí-

ñòâî:

det (X ◦ A) = a11

n∑
k=2

ak2xk2det ((X ◦ A)(1k|12))+

+ a12

n∑
k=2

ak1xk1det ((X ◦ A)(1k|12)). (2.5)
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Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå âåðíî è äëÿ ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A.

per (A) = a11

n∑
k=2

ak2per (A(1k|12)) + a12

n∑
k=2

ak1per (A(1k|12)).

Ïî ñëåäñòâèþ 1.3.8 èìååì per (A(1k|12)) ≥ |det ((A ◦X)(1k|12))| äëÿ ëþáîãî

k ≥ 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðàâåíñòâà

per (A) = det (A ◦X) (2.6)

â âûðàæåíèè (2.5) âñå ñëàãàåìûå äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè. Íî òàê êàê

xi1 = −xi2, òî ñëàãàåìûå

a11ai2xi2det ((A ◦X)(1i|12)) è a12ai1xi1det ((A ◦X)(1i|12))

èìåþò ðàçíûå çíàêè. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (2.6) íåâåðíî è ìàòðèöà A

íåêîíâåðòèðóåìà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì ëåììû.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöóX ìîæíî âûáðàòü òàê,

÷òî xi1 = xi2 ïðè i ≥ 2.

Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ◦X ïî ïåðâîé ñòðîêå ïîëó÷àåì:

det (A ◦X) = a11det ((A ◦X)(1|1)) + a12det ((A ◦X)(1|2))

Òàê êàê äëÿ ìàòðèöû X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî xi1 = xi2 ïðè i ≥ 2, òî

X(1|1) = X(1|2). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è ïîëüçóÿñü ëåììîé

2.3.13 ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ:

per (S(A)) = per (A) = det (A ◦X) = det (S(A) ◦X(1|1)).

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöàS(A) êîíâåðòèðóåìà ñ ïîìîùüþ

ïîñòðîåííîé ìàòðèöû X(1|1), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ïîíÿòèå ñâåðòêè î÷åâèäíî ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé, êîãäà â íåîòðèöà-

òåëüíîé ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò ñòðîêà (ñòîëáåö) ñ äâóìÿ íåíóëåâûìè ýëåìåí-

òàìè.
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Îïðåäåëåíèå 2.3.16. Ïóñòü â ìàòðèöà A ñóùåñòâóåò ñòðîêà ñ íå áîëåå ÷åì

äâóìÿ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè aij, aik, j < k. Ïóñòü A′ ïîëó÷åíà èç A ïåðå-

ñòàíîâêîé i-òîé ñòðîêè íà ïåðâîå ìåñòî è j-ãî è k-òîãî ñòîëáöà íà ìåñòà 1 è

2 ñîîòâåòñòâåííî. Ìàòðèöà A′ äîïóñêàåò ñâåðòêó ïî ïåðâîé ñòðîêå, ðàâíóþ

ìàòðèöå S(A′). Ñâåðòêîé ìàòðèöû A ïî i-òîé ñòðîêå íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà,

ïîëó÷åííàÿ èç S(A′) ïåðåñòàíîâêîé 1-ãî ñòîëáöà íà j-òîå ìåñòî.

Çàìå÷àíèå 2.3.17. Ïóñòü â ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò ñòîëáåö i ñ íå áîëåå ÷åì

äâóìÿ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Ñâåðòêîé ìàòðèöû A ïî i-òîìó ñòîëáöó íà-

çûâàåòñÿ ìàòðèöà (S(At))t, ãäå ñâåðòêà ìàòðèöû At îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî i-òîé

ñòðîêå.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñâåðòêè ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 2.3.18. Ïóñòü â i-òîé ñòðîêå ìàòðèöû A íå áîëåå äâóõ íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ aij, aik è ìàòðèöà A
′ ïîëó÷åíà èç A ïåðåñòàíîâêîé i-òîé ñòðîêè íà

ïåðâîå ìåñòî è j-ãî è k-ãî ñòîëáöîâ íà ìåñòà 1 è 2. Òîãäà ìàòðèöû S(A) è

S(A′) ïåðåñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíû.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè ëåìì 2.3.14, 2.3.15 è 2.3.18 ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.3.19. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà A äîïóñêàåò ñâåðòêó ïî

ñòðîêå èëè ñòîëáöó. Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà â òîì è òîëüêî â òîì

ñëó÷àå, êîãäà êîíâåðòèðóåìà åå ñâåðòêà S(A).

Ñëåäñòâèå 2.3.20. Ïóñòü â (0,1)-ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò ñòðîêà (ñòîëáåö) ñ íå

áîëåå ÷åì 2 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Òîãäà A êîíâåðòèðóåìà â òîì è òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, êîãäà êîíâåðòèðóåìà (0,1)-ìàòðèöà φ(S(A)).

Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 2.3.19.

61



Ïðèìåð 2.3.21. Ìàòðèöà

A =


1 1 0 0

1 0 1 1

0 1 1 1

0 1 1 1


íåêîíâåðòèðóåìà. Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà A äîïóñêàåò ñâåðòêó ïî ïåðâîé

ñòðîêå è S(A) = J3. Òàê êàê ìàòðèöà J3 íåêîíâåðòèðóåìà, òî ïî òåîðåìå

2.3.19 ìàòðèöà A íåêîíâåðòèðóåìà.

2.3.3 Íèæíÿÿ ãðàíèöà êîíâåðòàöèè

Îáîçíà÷åíèå 2.3.22. Ïóñòü A ∈ Mn(0, 1). ×åðåç τ(A) îáîçíà÷èì âåêòîð-

ñòîëáåö ñòðî÷íûõ ñóìì ìàòðèöû A, è ÷åðåç τi(A) � i-òóþ êîìïîíåíòó ýòîãî

âåêòîðà.

Ëåììà 2.3.23. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈Mn(0, 1) äîïóñêàåò ñâåðòêó ïî ïîñëåäíåé

ñòðîêå è B = φ(S(A)). Òîãäà τi(B) ≤ τi(A), ãäå 1 ≤ i ≤ (n− 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû B îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåò-

ñòâóþùåé ñòðîêè ìàòðèöû A òåì, ÷òî äâà åå ýëåìåíòà çàìåíåíû íà èõ ëèíåé-

íóþ êîìáèíàöèþ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â êàæäîé èç

ñòðîê íå âîçðîñëî. Òàê êàê ñòðî÷íàÿ ñóììà ýëåìåíòîâ (0,1)-ìàòðèöû ðàâíà

÷èñëó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå, òî èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî τi(B) ≤ τi(A), ãäå 1 ≤ i ≤ (n− 1). �

Ëåììà 2.3.24. Ïóñòü A ∈Mn(0, 1) è τ(A) � åå âåêòîð ñòðî÷íûõ ñóìì òàêîé,

÷òî τi(A) ≤ 2 ïðè i ≥ 3. Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Ïðè n = 2 âñå ìàòðèöû êîí-

âåðòèðóåìû, à çíà÷èò áàçà èíäóêöèè âûïîëíåíà.
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Ïóñòü äîêàçàíî äëÿ âñåõ ðàçìåðîâ ìàòðèö ìåíüøèõ n. Òàê êàê n ≥ 3,

òî â ïîñëåäíåé ñòðîêå ìàòðèöû íå áîëåå ÷åì 2 íåíóëåâûõ ýëåìåíòà è ìîæ-

íî ðàññìîòðåòü ìàòðèöó B = φ(S(A)). Ïî ëåììå 2.3.23 ìàòðèöà B ïîðÿäêà

(n− 1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íàñòîÿùåé ëåììû, à çíà÷èò ïî ïðåäïîëîæå-

íèþ èíäóêöèè ìàòðèöàB êîíâåðòèðóåìà. Ïî ñëåäñòâèþ 2.3.20 êîíâåðòèðóåìà

ìàòðèöà A, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñëåäñòâèå 2.3.25. Ïóñòü â íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöå A íå áîëåå äâóõ ñòðîê

ñ áîëåå ÷åì 2 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Òåîðåìà 2.3.26. Ïóñòü A ∈ Mn(0, 1) è A � âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà.

Åñëè ν(A) < 2n+ 3, òî ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìàòðèöà A âïîëíå íåðàçëîæèìà, òî â êàæäîé

åå ñòðîêå íå ìåíåå 2 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì

Äèðèõëå. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå 2 ñòðîê ñ òðåìÿ è áîëåå íåíóëåâûìè ýëåìåí-

òàìè. Ïî ñëåäñòâèþ 2.3.25 ìàòðèöà A áóäåò êîíâåðòèðóåìà. �

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 2.3.26 äîêàçàíà òî÷íàÿ îöåíêà.

Ïðèìåð 2.3.27. Â ðàçäåëå 2.4 ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ

îïèñàíû âñå íåêîíâåðòèðóåìûå âïîëíå íåðàçëîæèìûå (0,1)-ìàòðèöû ñ 2n +

3 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ≥ 3

ñóùåñòâóþò íåêîíâåðòèðóåìûå âïîëíå íåðàçëîæèìûå (0,1)-ìàòðèöû ñ 2n+ 3

íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè.

Òåîðåìà 2.3.26 íå îáîáùàåòñÿ íà íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû. Èìååò ìåñòî

ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.3.28. Ïîñòðîèì ìàòðèöó A ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó:

1. ýëåìåíòû ai,i+1 = 1, ãäå i = 1, . . . , n− 1;
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2. ýëåìåíò an,1 = 1;

3. ïîäìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ ïåðåñå÷åíèåì ïåðâûõ òðåõ ñòðîê è âòîðîãî,

òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ñòîëáöîâ, ñîñòîèò èç åäèíèö.

4. îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàâíû íóëÿì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè n ≥ 4 â ïîñòðîåííîé ìàòðèöå n+ 6 åäèíè÷íûõ ýëåìåí-

òîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóíêòû 1 è 2 äàþò n íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ïî ïóíêòó

3 èìååì ïîäìàòðèöó ñ 9 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè, èç êîòîðûõ 3 óæå áûëè

ïîñ÷èòàíû êàê ñòîÿùèå íàä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ. Äàííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ

ìàòðèöåé ñìåæíîñòè ñèëüíî ñâÿçíîãî ãðàôà, ÷òî ñëåäóåò èç ïóíêòîâ 1 è 2, à

çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìîé. Ïîëîæèì α = {4, . . . , n} è β = {1, 5, . . . , n}.

Ïîäìàòðèöà A[α|β] ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïîñëåäíåé ñòðîêè íà ïåðâîå

ìåñòî ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé In−3, ñëåäîâàòåëüíî per (A[α|β]) > 0. Ïîäìàòðè-

öà A(α|β) = J3 � íåêîíâåðòèðóåìàÿ. Ïî ëåììå 1.3.18 ìàòðèöà A íåêîíâåð-

òèðóåìà.

Çàìå÷àíèå 2.3.29. Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êîíâåðòèðóåìî-

ñòè íåðàçëîæèìîé ìàòðèöû âåðíà òîëüêî îöåíêà â ωn = (n + 6) ýëåìåíòîâ,

îáùàÿ äëÿ âñåõ (0, 1) ìàòðèö.

2.4 Îïèñàíèå íåêîíâåðòèðóåìûõ âïîëíå íåðàçëîæèìûõ

(0,1)-ìàòðèö ñ ÷èñëîì åäèíèö íà íèæíåé ãðàíèöå

êîíâåðòàöèè

Ëåììà 2.4.1. Îïåðàöèÿ ñâåðòêè âïîëíå íåðàçëîæèìîé (0,1)-ìàòðèöû äàåò

âïîëíå íåðàçëîæèìóþ ìàòðèöó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 2.3.18 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàíà ìàò-

ðèöà A ∈ Mn(0, 1) òàêàÿ, ÷òî a11 = a12 = 1 è a1i = 0 äëÿ i > 2. Ïóñòü

B = S(A).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà B ÷à-

ñòè÷íî ðàçëîæèìà. Òîãäà â ìàòðèöå B ñóùåñòâóåò ïîäìàòðèöà C ðàçìåðà

k × (n− k − 1), ñîñòîÿùàÿ èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïîäìàòðèöà C íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïåðâûì ñòîëáöîì ìàòðèöû B. Òîãäà â

A ïîäìàòðèöà C íå áóäåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ 1 è 2 ñòîëáöàìè è ïåðâîé ñòðîêîé.

Ðàñøèðèì ïîäìàòðèöó C â èñõîäíîé ìàòðèöå A ïóòåì äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ

ïåðâîé ñòðîêè. Ïîëó÷èì íóëåâóþ ïîäìàòðèöó C ′ ïîðÿäêà (k + 1)× (n− k −

1). Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò ÷àñòè÷íóþ ðàçëîæèìîñòü ìàòðèöû A, ÷òî

íåâîçìîæíî.

2. Ïîäìàòðèöà C ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïåðâûì ñòîëáöîì ìàòðèöû B. Ïî ïîñòðî-

åíèþ ìàòðèöû B êàæäîìó íóëåâîìó ýëåìåíòó ïîäìàòðèöû C, ëåæàùåìó â

ïåðâîì ñòîëáöå B, ñîîòâåòñòâóåò äâà íóëåâûõ ýëåìåíòà ìàòðèöû A, êîòîðûå

ëåæàò â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå è ïåðâîì è âòîðîì ñòîëáöàõ. Òàêèì îáðà-

çîì, ïîäìàòðèöó C ìîæíî ðàñøèðèòü äî íóëåâîé ïîäìàòðèöû C ′ â ìàòðèöå

A ïîðÿäêà k×(n−k). Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò ÷àñòè÷íóþ ðàçëîæèìîñòü

ìàòðèöû A, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïîëó÷åííûå ïðîòèâîðå÷èÿ äîêàçûâàþò íàñòîÿùóþ ëåììó. �

Ëåììà 2.4.2. Ïóñòü A ∈Mn(0, 1), n > 3, âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ íåêîíâåðòè-

ðóåìàÿ ìàòðèöà ñ 2n+ 3 ýëåìåíòàìè. Òîãäà âîçìîæíî âûïîëíåíèå îïåðàöèè

ñâåðòêè. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ν(A) = ν(φ(S(A))) + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå 2 åäè-

íèö, ñòðîê â ìàòðèöå áîëüøå òðåõ. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ñóùåñòâóåò ñòðîêà

ñòðîãî ñ äâóìÿ åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî âûïîëíå-
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íèå îïåðàöèè ñâåðòêè.

Ïðè îïåðàöèè ñâåðòêè èç ìàòðèöû âû÷åðêèâàåòñÿ ñòðîêà ñ äâóìÿ íåíóëå-

âûìè ýëåìåíòàìè. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

ν(φ(S(A))) ≤ 2n+ 1 (2.7)

Ïî òåîðåìå 2.3.19 è ñëåäñòâèþ 1.3.7 ìàòðèöà φ(S(A)) íåêîíâåðòèðóåìà, è

ïî ëåììå 2.4.1 âïîëíå íåðàçëîæèìà. Ïî òåîðåìå 2.3.26 èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî:

ν(φ(S(A))) ≥ 2(n− 1) + 3 = 2n+ 1 (2.8)

Îáúåäèíÿÿ íåðàâåíñòâà (2.7) è (2.8), ïîëó÷àåì âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû.

�

Ñëåäñòâèå 2.4.3. Ïóñòü A ∈ Mn(0, 1) âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ íåêîíâåðòèðó-

åìàÿ ìàòðèöà ñ ν(A) = (2n+ 3). Òîãäà èìåþò ìåñòî óòâåðæäåíèÿ:

1. Åñëè ñâåðòêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî i-òîé ñòðîêå è aik = ail = 1, òî íè äëÿ

êàêîãî m 6= i íå âîçìîæíî ðàâåíñòâî amk = aml = 1.

2. Åñëè ñâåðòêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî j-òîìó ñòîëáöó è akj = alj = 1, òî íè

äëÿ êàêîãî m 6= j íå âîçìîæíî ðàâåíñòâî akm = alm = 1.

3. Ñâåðòêà ïî i-òîé ñòðîêå(ñòîëáöó) S(A) ÿâëÿåòñÿ (0, 1)-ìàòðèöåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî amk =

aml = 1 ïðè êàêîì-òî m 6= i, òî ïðè îïåðàöèè ñâåðòêè ýòè åäèíè÷íûå ýëå-

ìåíòû áóäóò çàìåíåíû íà îäèí ýëåìåíò, à çíà÷èò êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëå-

ìåíòîâ â ìàòðèöå óìåíüøèòñÿ ìèíèìóì íà òðè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó

ëåììû 2.4.2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé ïîëîâèíû óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîò-

ðåòü ìàòðèöó At è ïðèìåíèòü óæå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ê ñòðîêàì ìàòðèöû.

66



Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ïåðâûõ äâóõ, òàê êàê íå ñó-

ùåñòâóåò ïàðû (amk, aml) = (1, 1), ãäå m 6= i. �

Ñëåäñòâèå 2.4.4. Ëþáóþ âïîëíå íåðàçëîæèìóþ íåêîíâåðòèðóåìóþ ìàòðè-

öó A ∈Mn(0, 1) ñ 2n+ 3 åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìîæíî ïðèâåñòè ê ìàòðèöå

J3 ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè ñâåðòêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.4.2 îïåðàöèÿ ñâåðòêè ïðè n > 3 âîç-

ìîæíà. Ïî ëåììå 2.4.1 ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè ñâåðòêè áóäåò âïîëíå íåðàç-

ëîæèìàÿ ìàòðèöà. Ïî ñëåäñòâèþ 2.4.3 ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè ñâåðòêè áóäåò

(0,1)-ìàòðèöà. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ν(A) = ν(S(A)) + 2,

à ìàòðèöà S(A) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå íåðàçëîæèìîé íåêîíâåðòèðóåìîé ìàòðèöåé

ïîðÿäêà (n−1) c 2(n−1)+3 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, ê ìàò-

ðèöå S(A) ìîæíî ïîâòîðèòü îïåðàöèþ ñâåðòêè. Ïðîäîëæèì, ïîêà n > 3. Â

ñëó÷àå åñëè n = 3, òî ìû ïîëó÷èì âïîëíå íåðàçëîæèìóþ íåêîíâåðòèðóåìóþ

(0,1)-ìàòðèöó ñ 9 ýëåìåíòàìè, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ J3. �

Îïðåäåëåíèå 2.4.5. Ðàñøèðåíèåì (0,1)-ìàòðèöû A ïî i-òîìó ñòîëáöó áóäåì

íàçûâàòü ìíîæåñòâî ìàòðèö R(A) òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé B ∈ R(A) èìååì

B ∈Mn+1(0, 1), b1,i = b1,i+1 = 1 è S(B) = A.

Çàìå÷àíèå 2.4.6. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ñâåðòêè è ðàñ-

øèðåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè B ∈ R(A) è b1i = b1,i+1 = 1, òî â êàæäîé ïàðå

(b1i, b1,i+1) íå ìåíåå îäíîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà.

Ëåììà 2.4.7. Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî âïîëíå íåðàçëîæèìûõ íåêîíâåðòèðó-

åìûõ (0,1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ (2n + 3) íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Òîãäà ëþ-

áàÿ âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà (n + 1) ñ

2(n + 1) + 3 ýëåìåíòàìè ïåðåñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç ìàòðèö èç

ìíîæåñòâà ∪B∈YR(B), ãäå â îáúåäèíåíèè áåðóòñÿ ðàñøèðåíèÿ ïî âñåì ñòîëá-

öàì ìàòðèö B.

67



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2.3.18 ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû ìîæíî

ïåðåñòàâèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñâåðòêà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå è

â ïåðâîé ñòðîêå äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà ðàâíû åäèíèöàì. Ïðè ýòîì ðåçóëüòè-

ðóþùàÿ ìàòðèöà áóäåò ïåðåñòàíîâî÷íà ýêâèâàëåíòíà òîé ìàòðèöå, êîòîðàÿ

ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñâåðòêè äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê. Òàêèì îáðàçîì, áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a1i = a1,i+1 = 1, à îñòàëüíûå

ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè A ðàâíû íóëÿì. Ïî ïóíêòó 1 ñëåäñòâèÿ 2.4.3 äëÿ

êàæäîé ïàðû (am,i, am,i+1), ãäå i ≥ 2, èçâåñòíî, ÷òî êàê ìèíèìóì îäèí ýëå-

ìåíò ðàâåí íóëþ. Ïî ëåììå 2.4.1 ïîëó÷àåì, ÷òî S(A) ∈ Y , à çíà÷èò ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ ðàñøèðåíèÿ èìååì A ∈ R(S(A)). Ëåììà äîêàçàíà. �

Îáîçíà÷åíèå 2.4.8. ×åðåç Rn îáîçíà÷èì ìàòðèöó ïîðÿäêà n, îïðåäåëåííóþ

ïî ïðàâèëó:

rij =


1, åñëè i+ j = n èëè i+ j = n+ 1

0, èíà÷å.

(2.9)

Ìàòðèöà Rk ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì áëîêîì ïðè îïèñàíèè íåêîíâåðòèðóåìûõ

(0, 1)-ìàòðèö ñ 2n+ 3 åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Ïîýòîìó íà÷íåì äîêàçàòåëü-

ñòâî ñî ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 2.4.9. Ïóñòü Rn ∈Mn(0, 1) è B ∈ R(Rn), ãäå ðàñøèðåíèå âçÿòî íå ïî

ïîñëåäíåìó ñòîëáöó è â êàæäîì ñòîëáöå B íå áîëåå äâóõ íåíóëåâûõ ýëåìåí-

òîâ. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè P,Q òàêèå, ÷òî Rn+1 = PBQ.

Áîëåå òîãî, ìàòðèöû P è Q îñòàâëÿþò íåïîäâèæíûìè ïîñëåäíþþ ñòðîêó è

ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðàñøèðåíèå âûïîëíåíî ïî ñòîëáöó ñ íîìåðîì

k < n íà ñòîëáöû ñ íîìåðàìè k è k+1. Ïðè ýòîì ñòîëáöû ñ íîìåðîì ìåíüøå k

îñòàþòñÿ íà ìåñòå, à ñòîëáöû ñ íîìåðîì áîëüøå k ñäâèãàþòñÿ íà îäèí âïðàâî.

Íîâàÿ ñòðîêà â ìàòðèöå B ñòàâèòñÿ íà ïåðâîå ìåñòî.
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Ïî ïîñòðîåíèþ â k-òîì ñòîëáöå Rn åñòü äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà

rn−k,k, rn−k+1,k. Ýëåìåíò rn−k,k ïåðåéäåò â ýëåìåíòû (bn−k+1,k, bn−k+1,k+1),

îäèí èç êîòîðûõ ðàâåí íóëþ. Àíàëîãè÷íî rn−k+1,k ïåðåéäåò â ýëåìåíòû

(bn−k+2,k, bn−k+2,k+1), îäèí èç êîòîðûõ ðàâåí íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî:

bn−k+1,k = bn−k+2,k = 0

íåâîçìîæíî, òàê êàê òîãäà ýëåìåíòû b1,k+1, bn−k+1,k+1, bn−k+2,k+1 îòëè÷íû îò

0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Àíàëîãè÷íî íåâîçìîæíî ðàâåíñòâî

bn−k+1,k+1 = bn−k+2,k+1 = 0

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1. Ýëåìåíò rn−k,k ïåðåøåë â ýëåìåíò bn−k+1,k+1, à ýëåìåíò rn−k+1,k ïåðåøåë

â ýëåìåíò bn−k+2,k. Â êà÷åñòâå ìàòðèöû Q â ýòîì ñëó÷àå âûáåðåì òîæäåñòâåí-

íóþ ïåðåñòàíîâêó.

2. Ýëåìåíò rn−k,k ïåðåøåë â ýëåìåíò bn−k+1,k, à ýëåìåíò rn−k+1,k ïåðåøåë

â ýëåìåíò bn−k+2,k+1. Òàê êàê b1,k = b1,k+1 = 1, òî ìàòðèöû â ïåðâîì è âòîðîì

ñëó÷àÿõ îòëè÷àþòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè k è k+1. Îïðåäåëèì

Q êàê ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè óêàçàííûõ ñòîëáöîâ.

Òàêèì îáðàçîì, â ìàòðèöå BQ â ïåðâîé ñòðîêå äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà íà

k-îì è (k + 1)-îì ìåñòàõ, à ìàòðèöà BQ(1|) èìååò âèä:

BQ(1|) =

O′n−k,k+1 Rn−k

Rk Ok,n−k+1

 ,

ãäå ìàòðèöà O′n−k,k+1 îòëè÷àåòñÿ îò íóëåâîé íàëè÷èåì åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà â

ïðàâîì íèæíåì óãëó. Ïðè äåéñòâèè ïîñòðîåííîé ïåðåñòàíîâêè Q ïîñëåäíèé

ñòîëáåö îñòàåòñÿ íà ñâîåì ìåñòå.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû Rn+1 èç BQ ïîñòàâèì ïåðâóþ ñòðîêó ýòîé ìàòðè-

öû ìåæäó (n−k+1)-îé è (n−k+2)-îé ñòðîêàìè. Ýòîé îïåðàöèè ñîîòâåòñòâóåò

öèêëè÷åñêèé ñäâèã ïåðâûõ (n−k+1) ñòðîê ñ σ = (n−k+1, n−k, . . . , 2, 1) ∈

Sn+1. Â êà÷åñòâå P âûáåðåì ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåñòàíîâêå σ. Ïðè

òàêîì âûáîðå P ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû B ñîõðàíèò ñâîå ïîëîæåíèå. Ëåì-

ìà äîêàçàíà. �

Îïðåäåëåíèå 2.4.10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíà îïåðàöèÿ ðàñøèðåíèÿ

(0,1)-ìàòðèöû A ñ âûáîðîì, åñëè âûáðàíà îäíà èç ìàòðèö èç ìíîæåñòâàR(A).

Ëåììà 2.4.11. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà ðàçìåðà 3 íà 1 (âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìå-

ðà 3), çàïîëíåííàÿ åäèíèöàìè. Ê ýòîé ìàòðèöå k ðàç ïðèìåíèëè îïåðàöèþ

ðàñøèðåíèÿ ñ âûáîðîì, è ïîëó÷èëè ìàòðèöó B ðàçìåðà (k + 3) × (k + 1).

Ïóñòü ïîñëå êàæäîãî øàãà â êàæäîì ñòîëáöå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íå ìåíåå

2 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà k1,

k2 è k3, ãäå k1 + k2 + k3 = k, è ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê P,Q ñòðîê è ñòîëáöîâ

ìàòðèöû B òàêèå, ÷òî ìàòðèöà PBQ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

T =


Vk1 Ok1,k3 Ok1,k2 Rk1

Vk2 Ok2,k3 Rk2 Ok2,k1

Vk3 Rk3 Ok3,k2 Ok3,k1

W0 W3 W2 W1

 =

Ck
Wk

 (2.10)

ãäå:

1. Vki � âåêòîð ñòîëáåö èç ki ýëåìåíòîâ ñ åäèíñòâåííûì åäèíè÷íûì ýëå-

ìåíòîì, ñòîÿùèì íà ïîñëåäíåì ìåñòå, åñëè ki > 0, è ïóñòîé âåêòîð, åñëè ki

= 0.

2. W0 � âåêòîð ñòîëáåö èç òðåõ ýëåìåíòîâ.

3. Â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû (2.10) òðè íåíóëåâûõ ýëåìåíòà.
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4. Êàæäàÿ èç ïîäìàòðèö Wi, ãäå i = 1, 2, 3, èìååò ðàçìåðû 3 × ki è ïðè

ki > 0 èìååò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â i-òîé

ñòðîêå â ïîñëåäíåì ñòîëáöå.

5. Â êàæäîé ñòðîêå ïîäìàòðèöû Wk =
(
W0 W3 W2 W1

)
ñîäåðæèòñÿ

åäèíñòâåííûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò.

Çàìå÷àíèå 2.4.12. Â âûðàæåíèå (2.10) ìàòðèöà ðàçáèòà íà áëîêè Wk è

Ck, ãäå k îçíà÷àåò ÷èñëî ïðîäåëàííûõ îïåðàöèé ðàñøèðåíèÿ ñ âûáîðîì, Wk

âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè ïîñëåäíèå ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû, à Ck âêëþ÷àåò

âñå ñòðîêè, êðîìå 3 ïîñëåäíèõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k � êîëè÷åñòâó ïðîèçâåäåí-

íûõ ðàñøèðåíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè k = 0 óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíåíû.

Ïóñòü ïîñëå k ðàñøèðåíèé ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè P,Q òàêèå,

÷òî PBQ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (k + 1)-îå ðàñøèðåíèå ïðèìåíÿåòñÿ ê ìàòðèöå A âèäà

(2.10). Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè ðàñøèðåíèÿ åñëè ïðè ðàñøèðåíèè ðàñùåï-

ëÿåòñÿ m-òûé ñòîëáåö, òî íîâûå ñòîëáöû èìåþò íîìåðà m è m + 1, à íîâàÿ

ñòðîêà ñòàâèòñÿ íà ïåðâîå ìåñòî â B = R(A). Ïðè ýòîì ïîðÿäîê äðóãèõ ñòðîê

è ñòîëáöîâ ñîõðàíÿåòñÿ.

Ñòîëáöû â ìàòðèöå B äåëÿòñÿ íà òðè ðàçëè÷íûõ êëàññà:

1. Ñòîëáåö ñ äâóìÿ åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè, íå ÿâëÿþùèéñÿ êðàéíèì ïðà-

âûì äëÿ îäíîãî èç áëîêîâ Rki.

2. Ñòîëáåö ñ äâóìÿ åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè, ÿâëÿþùèéñÿ êðàéíèì ïðà-

âûì äëÿ îäíîãî èç áëîêîâ Rki.

3. Ñòîëáåö ñ òðåìÿ åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Äàííûé ñòîëáåö ÿâëÿåòñÿ

ïåðâûì â ìàòðèöå B.

Ïîñòðîèì ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê P,Q äëÿ êàæäîãî èç òðåõ îïèñàííûõ

71



ñëó÷àåâ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ïðè ðàñøèðåíèè ðàñùåïëÿåòñÿ îäèí èç ñòîëáöîâ, ïåðå-

ñåêàþùèéñÿ ñ áëîêîì Rk1, êðîìå ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ýòîãî áëîêà. Ðàññìîòðèì

ïîäìàòðèöó

C = B[1, . . . , k1 + 1|2 + k2 + k3, . . . , k + 2].

Ïîäìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ìàòðèöû Rk1 ïî ïåðâîé ñòðîêå è íå

ïîñëåäíåìó ñòîëáöó. Ïî ëåììå 2.4.9 ñóùåñòâóþò òàêèå ïåðåñòàíîâêè ñòðîê

è ñòîëáöîâ, ÷òî ïîäìàòðèöà ïðèìåò âèä Rk1+1. Ïðèìåíèì ýòè ïåðåñòàíîâêè

ñòðîê è ñòîëáöîâ ê ïîäìàòðèöå C, îñòàâëÿÿ íåïîäâèæíûìè îñòàëüíûå ñòðîêè

è ñòîëáöû ìàòðèöû B. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç D.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ îáùèé âèä ìàòðèöû. Î÷åâèäíî, ÷òî

Vk2, Vk3,W2,W3,W0 è íóëåâûå áëîêè ñîõðàíèëè ñâîé âèä. Ïî ëåììå 2.4.9

(k1 + 1)-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû B îñòàíåòñÿ íà ñâîåì ìåñòå, à çíà÷èò âåêòîð

Vk1+1 â ýòîé ìàòðèöå áóäåò èìåòü åäèíñòâåííûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò íà ïî-

ñëåäíåì ìåñòå. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 è 2. Ïðè ïåðåñòàíîâêå

ñòîëáöîâ ïîñëåäíèé ñòîëáåö îñòàåòñÿ íà ìåñòå, à çíà÷èò âûïîëíåíî óñëîâèå 3.

Â ïîäìàòðèöå W1 äîáàâèòñÿ îäèí íóëåâîé ñòîëáåö, ïîñëå ÷åãî ñòîëáöû ýòîé

ïîäìàòðèöû, êðîìå ïîñëåäíåãî, ïåðåñòàâëåíû, à çíà÷èò âûïîëíåíî óñëîâèå

4. Òàê êàê òðè ïîñëåäíèå ñòðîêè íå ïåðåñòàâëÿþòñÿ, òî óñëîâèå 5 âûïîëíåíî.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü ïðè ðàñøèðåíèè ðàñùåïëÿåòñÿ ïîñëåäíèé ñòîëáåö ïîä-

ìàòðèöû Rk1 è âñåé ìàòðèöû A. Ýòî ñòîëáåö ñ íîìåðîì k + 1. Â (k + 1)-îì

ñòîëáöå ìàòðèöû A ðîâíî äâà åäèíè÷íûõ ýëåìåíòà. Òàê êàê ðàñøèðåíèå âû-

ïîëíÿåòñÿ áåç ðàñùåïëåíèÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, òî ýòè ýëåìåíòû äîëæíû

ïåðåéòè â ýëåìåíòû, ëåæàùèå â ðàçëè÷íûõ ñòîëáöàõ ìàòðèöû B. Èíà÷å â B

ñóùåñòâóåò ñòîëáåö ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ.
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Åñëè ýëåìåíò a1,k+1 ïåðåøåë â ýëåìåíò b2,k+1 ìàòðèöû B, òî ýëåìåíò

ak+1,k+1 ïåðåøåë â ýëåìåíò bk+2,k+2. Òîãäà ìàòðèöà B èìååò âèä (2.10), ãäå

áëîê Rk1 çàìåíåí íà áëîê Rk1+1. Åñëè ýëåìåíò a1,k+1 ïåðåéøåë â b2,k+2, òî ïå-

ðåñòàâèì äâà ïîñëåäíèõ ñòîëáöà ìàòðèöû B. Ïîëó÷èì ìàòðèöó âèäà (2.10).

Äåéñòâèòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðàâûé âåðõíèé áëîê áóäåò èìåòü âèä Rk1+1,

íóëåâûå áëîêè ñîõðàíÿò ñâîå ïîëîæåíèå, â áëîêå W1 åäèíè÷íûé ýëåìåíò áó-

äåò â ïîñëåäíåì ñòîëáöå è ïîñëåäíèå òðè ñòðîêè ñîõðàíÿò ñâîé ïîðÿäîê, à

çíà÷èò âûïîëíåíû óñëîâèÿ 2-5. Â âåêòîðå Vk1 äîáàâèòüñÿ íóëåâîé ýëåìåíò

âíà÷àëå, ÷òî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1.

Ñëó÷àè 1' è 2'. Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ áëîêîâ Rk2 è Rk3 ïåðåñòàâèì èõ íà

ìåñòî áëîêà Rk1. Ïðè ýòîì îáùèé âèä ìàòðèöû (2.10) ñîõðàíèòñÿ. Âîñïîëüçó-

åìñÿ óæå äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì äëÿ áëîêà Rk1. Çàòåì ïåðåñòàâèì áëîêè

â ïðåæíåì ïîðÿäêå.

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü ïðè ðàñøèðåíèè ðàñùåïëÿåòñÿ ïåðâûé ñòîëáåö. Òàê êàê

â ýòîì ñòîëáöå òðè åäèíè÷íûõ ýëåìåíòà, òî â ñèëó óñëîâèé ëåììû äâà èç íèõ

äîëæíû îñòàòüñÿ â îäíîì ñòîëáöå, à îäèí ïåðåéòè â äðóãîé. Áåç îãðàíè÷å-

íèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äâà èç òðåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà

ìàòðèöû A ïåðåøëè â ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû B, à îäèí èç íèõ ïåðåøåë

âî âòîðîé ñòîëáåö. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ìàòðèöû B âûïîëíåíî

óñëîâèå 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åäèíè÷íûé ýëåìåíò èçW0 ïåðåøåë âî âòîðîé ñòîëáåö. Â

ñèëó ïóíêòîâ 3, 4 è 5 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíî èç ÷èñåë ki áûëî ðàâíî íóëþ. Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ìàòðèöû A èìååì k1 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåñòàâèì âòîðîé ñòîëáåö íà ïîñëåäíåå ìåñòî. Åäèíè÷íûé

ýëåìåíò â ïðàâîì âåðõíåì óãëó áóäåò ïîäìàòðèöåé R1, åäèíè÷íûé ýëåìåíò â

ëåâîì âåðõíåì óãëó áóäåò âåêòîðîì ñòîëáöîì èç îäíîãî ýëåìåíòà Vk1 = V1,
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âåêòîðû ñòîëáöû Vk2 è Vk3 îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ, à çíà÷èò âûïîëíåíî 1.W1

áóäåò ìàòðèöåé ðàçìåðà 3 × 1, êîòîðàÿ ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé åäèíè÷íûé

ýëåìåíò, W2,W3 îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèÿ, à çíà÷èò âûïîëíåíî 4. Ïîñëåäíèè

òðè ñòðîêè íå ïåðåñòàâëÿëèñü è ñîäåðæàò òå æå åäèíè÷íûå ýëåìåíòû, à çíà-

÷èò âûïîëíåíî 5 è 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì ëåììû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åäèíè÷íûé ýëåìåíò íå èç W0 ïåðåøåë âî âòîðîé ñòîë-

áåö. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ýëåìåíò èç V1 è

k1 > 0. Ïåðåñòàâèì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû B íà (k1 + 1)-îå ìåñòî, à âòîðîé

ñòîëáåö íà (k2 + k3 + 2)-îå ìåñòî. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç D.

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òîD óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáîâàíèÿì ëåììû. Â ïðà-

âîì âåðõíåì óãëó ìàòðèöû D íàõîäèòñÿ áëîê Rk1+1 îáðàçîâàííûé áëîêîì Rk1

ñ ïðèïèñàííûì ê íåìó ñëåâà ñòîëáöîì ïîðÿäêà (k1+1) ñ åäèíè÷íûìè ýëåìåí-

òàìè íà äâóõ ïîñëåäíèõ ìåñòàõ, è äîïîëíåííûé íóëÿìè äî ìàòðèöû ïîðÿäêà

(k1 + 1). Íóëåâûå áëîêè ñîõðàíèëè ñâîå ïîëîæåíèå, áëîêè Rk2 è Rk3 íå ìåíÿ-

þòñÿ ïðè îïèñàííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Â ëåâîì âåðõíåì óãëó D ðàñïîëîæåí

âåêòîð ñòîëáåö ïîðÿäêà (k1 + 1) ñ åäèíñòâåííûì åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì íà

ïîñëåäíåì ìåñòå, êîòîðûé îáîçíà÷èì çà Vk1+1, à âåêòîðà Vk2, Vk3 íå èçìåíÿ-

ëèñü, çíà÷èò âûïîëíåíî 1. Â ïîñëåäíèå òðè ñòðîêè äîáàâèëñÿ îäèí ñòîëáåö,

çàïîëíåííûé íóëÿìè, êîòîðûé áûë ïåðåñòàâëåí íà (k2 + k3 + 2)-îå ìåñòî è

âêëþ÷åí ïåðâûì â áëîê W1 äëÿ D, äðóãèå ñòîëáöû íå ïåðåñòàâëÿëèñü, à çíà-

÷èò âûïîëíåíû óñëîâèÿ 4 è 5. Óñëîâèå 2 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, à

çíà÷èò ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà D óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ëåììû.

Òàêèì îáðàçîì, òðåáîâàíèÿ ëåììû âûïîëíåíû ïîñëå êàæäîãî øàãà ðàñ-

øèðåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîñëå ôèêñèðîâàííîãî k-òîãî øàãà. Ëåììà äîêàçàíà.

�
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Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòå ëåììû 2.4.11 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-

íèå:

Òåîðåìà 2.4.13. Ïóñòü n ≥ 3. Äëÿ ëþáîé âïîëíå íåðàçëîæèìîé íåêîíâåðòè-

ðóåìîé ìàòðèöû A ∈Mn(0, 1) ñ ν(A) = 2n+ 3 ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå

öåëûå ÷èñëà m1,m2,m3 òàêèå, ÷òî m1 + m2 + m3 + 3 = n è ìàòðèöà A ñ

òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ èìååò âèä:
Cm1

Om1,m2+1 Om1,m3+1

Om2,m1+1 Cm2
Om2,m3+1

Om3,m1+1 Om3,m2+1 Cm3

Wm1
Wm2

Wm3

 (2.11)

ãäå Cmi
è Wmi

� áëîêè ìàòðèöû T , êîòîðàÿ çàäàíà ôîðìóëîé (2.10), à Oi,j

íóëåâàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà i× j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì çà Y ìíîæåñòâî âïîëíå íåðàçëîæèìûõ

íåêîíâåðòèðóåìûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ (2n+ 3) åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Çà

X îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âïîëíå íåðàçëîæèìûõ íåêîíâåðòèðóåìûõ ìàòðèö

ïîðÿäêà (n− 1) ñ (2(n− 1) + 3) åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Êàê áûëî äîêàçà-

íî â ëåììå 2.4.7, âñå ìàòðèöû ìíîæåñòâà Y ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ìàòðèö

ìíîæåñòâà X ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ðàñøèðåíèÿ. Êðîìå òîãî, íà êàæäîì øàãå

ðàñøèðåíèÿ â êàæäîì ñòîëáöå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íå ìåíåå äâóõ íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ, èíà÷å îíà ÷àñòè÷íî ðàçëîæèìà.

Âûáåðåì ìàòðèöó A ∈ X, èìåþùóþ âèä (2.11). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îïåðàöèÿ ðàñøèðåíèÿ ñ ðàñùåïëåíèåì îä-

íîãî èç (k1+1) ïåðâûõ ñòîëáöîâ, è âûáðàíà îäíà èç ðåçóëüòèðóþùèõ ìàòðèö

B ∈ R(A), ñîäåðæàùàÿ íå ìåíåå äâóõ åäèíèö â êàæäîì ñòîëáöå. Ðàññìîòðèì
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ïîäìàòðèöó

D = B[1, . . . ,m1 + 1, n− 1, n, n+ 1|1, . . . , k + 1] ∈ R(

Cm1

Wm1

).

Ê ïîñëåäíåìó ðàñøèðåíèþ ïðèìåíèì ðåçóëüòàò ëåììû 2.4.11, à çíà÷èò ñóùå-

ñòâóþò ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ P ′, Q′, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ îáðàçóåò

D, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî P ′DQ′ =

Cm1+1

Wm1+1

, ãäå ìàòðèöû Cm1+1 è

Wm1+1 óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì òåîðåìû. Ñòîëáöû è ñòðîêè, íå âõîäÿùèå

â ïîäìàòðèöóD â ìàòðèöåB ñîõðàíÿò ñâîå ïîëîæåíèå. Äîîïðåäåëèì P ′, Q′ äî

ìàòðèö P,Q ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì. Ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöà PBQ èìååò

âèä (2.11), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Åñëè ðàñøèðåíèå âûïîëíåíî ñ ðàñùåïëåíèåì ñòîëáöà, êîòîðûé ïåðåñåêà-

åòñÿ ñ Cm2
, òî ïåðåñòàâèì ïåðâóþ ñòðîêó íà (m1 + 1)-îå ìåñòî è â êà÷åñòâå

A ðàññìîòðèì ìàòðèöó, ëåæàùóþ íà ïåðåñå÷åíèå ñòîëáöîâ ñ (m1 + 1)-ãî äî

(m1+m2)-ãî è ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ Cm2
,Wm2

è ñòðîêè ñ íîìåðîì (m1+1).

Àíàëîãè÷íî äëÿ Cm3
. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �
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Ãëàâà 3

Ìàòðèöû íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

3.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîã çíàêîâîé êîíâåðòàöèè ïåðìàíåíòà â

îïðåäåëèòåëü äëÿ ìàòðèö íàä êîíå÷íûì ïîëåì. Äàííîå íàïðàâëåíèå èññëå-

äîâàíèé îáóñëîâëåíî ñëåäóþùåé òåîðåìîé:

Òåîðåìà 3.1.1 (Âàçèðàíè, ßíàêàêèñ, [44], òåîðåìà 5.1). Ïóñòü A � öåëî÷èñ-

ëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k > 1, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè,

ïðîâåðêà per (A) = det (A)(mod k) ÿâëÿåòñÿNP -ñëîæíîé çàäà÷åé ïî ëþáîìó

ìîäóëþ k äàæå äëÿ (0, 1)-ìàòðèö.

Â ñëó÷àå ïðîñòîãî k ïîñëåäíþþ òåîðåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïå-

ðåõîä â ïîëå èç k ýëåìåíòîâ. Êîíå÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ îáóñëàâëèâàåò

íåñêîëüêî ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïðè èññëåäîâàíèè ïîíÿòèÿ êîíâåðòàöèè.

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íå âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè òåîðåì, çàïðåùàþùèõ

êîíâåðòàöèþ äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê êîí-

âåðòàöèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ýêâèâàëåíòíà çíàêîâîé íåâûðîæäåííîñòè,

òî ëþáàÿ ìàòðèöà íàä êîíå÷íûì ïîëåì ñ òåì æå ðàñïîëîæåíèåì íåíóëåâûõ

ýëåìåíòîâ, ÷òî è êîíâåðòèðóåìàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà, áóäåò êîíâåðòè-

ðóåìîé.
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Äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèÿ T : Mn → Mn òàêîãî, ÷òî âû-

ïîëíåíî ðàâåíñòâî

per (A) = det (T (A)) (3.1)

èçó÷àëñÿ â ðàáîòå [17], ãäå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî îòîáðàæåíèå T áèåêòèâíî.

Òàêîé ïîäõîä ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê áèåêòèâíàÿ êîíâåðòàöèÿ. Áûëà

ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Ïðîáëåìà 3.1.2. Äëÿ êàêèõ n ≥ 3 è äëÿ êàêèõ êîíå÷íûõ ïîëåé Fq, õà-

ðàêòåðèñòèêà êîòîðûõ áîëüøå äâóõ, ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

T : Mn(Fq) → Mn(Fq), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.1) äëÿ ëþáîé

ìàòðèöû A ∈Mn(Fq)?

Äëÿ ýòîé çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå:

Òåîðåìà 3.1.3 (Äîëèíàð, Ãóòåðìàí, Êóçüìà, Îðåë, [17]). Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3

ñóùåñòâóåò òàêîå Q = Q(n), ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq, õàðàêòåðè-

ñòèêè êîòîðîãî áîëüøå äâóõ è |Fq| > Q(n) íå ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîãî îòîá-

ðàæåíèÿ

T : Mn(Fq)→Mn(Fq),

òàêîãî, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.1) äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈Mn(Fq).

Êðîìå çíàêîâîé êîíâåðòàöèè, â ýòîé ÷àñòè èçó÷àåòñÿ áèåêòèâíûé ïîäõîä.

Ðàçðàáàòûâàåòñÿ íîâàÿ òåõíèêà âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò

äîêàçàòü íå àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëîã òåîðåìû 3.1.3.

3.2 Êîíâåðòàöèÿ ìàòðèö íàä êîíå÷íûì ïîëåì

Îáîçíà÷åíèå 3.2.1. ×åðåç Fq áóäåì îáîçíà÷àòü êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåí-

òîâ, ãäå q = pk è p ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè q = p, òî áóäåì ïèñàòü Fq = Fp.
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Îáîçíà÷åíèå 3.2.2. Â ñëó÷àå ìàòðèö íàä êîíå÷íûì ïîëåì ÷åðåç φ(A) áóäåì

îáîçíà÷àòü ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A çàìåíîé âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà

åäèíèöû.

Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü A ∈ Mn(Fq) è B ∈ Mn(0, 1), ïðè÷åì B ðàññìàòðè-

âàåòñÿ êàê ìàòðèöà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òîãäà, åñëè ìàòðèöà B

êîíâåðòèðóåìà è φ(A) ≤ B, òî ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà êàê ìàòðèöà íàä

ïîëåì Fq.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà B êîíâåðòèðóåìà, çíà÷èò ñóùåñòâóåò ìàò-

ðèöà X ∈Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî X ◦B çíàêîâî íåâûðîæäåíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â

çàïèñè îïðåäåëèòåëÿ det (X ◦B) âñå ñëàãàåìûå, îòâå÷àþùèå íåíóëåâûì îáîá-

ùåííûì äèàãîíàëÿì ìàòðèöû B, âõîäÿò ñ ïëþñîì. Òàê êàê φ(A) ≤ B, òî ìíî-

æåñòâî ïåðåñòàíîâîê, îòâå÷àþùèõ íåíóëåâûì îáîáùåííûì äèàãîíàëÿì â A,

ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïåðåñòàíîâîê, îòâå÷àþùèõ íåíóëåâûì îáîáùåííûì

äèàãîíàëÿì â B. Òàêèì îáðàçîì, â det (X ◦ A) âñå ñëàãàåìûå, îòâå÷àþùèå

íåíóëåâûì îáîáùåííûì äèàãîíàëÿì ìàòðèöû, âõîäÿò ñ òåì æå çíàêîì, ÷òî è

â per (A). Ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî det (X ◦ A) = per (A). �

Ñëåäñòâèå 3.2.4. Ïóñòü A ∈Mn(Fq) è ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â A ìåíü-

øå (n+ 6). Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Çàìå÷àíèå 3.2.5. Îöåíêà (n + 6) â ñëåäñòâèè 3.2.4 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Íèæå

áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåêîíâåðòèðóåìûå ìàòðèöû íàä êîíå÷íûì

ïîëåì ñ (n+ 6) íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè.

Ðåçóëüòàòû, çàïðåùàþùèå çíàêîâóþ êîíâåðòàöèþ íåêîòîðûõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ ìàòðèö â ñëó÷àå ïîëÿ ñ êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé óæå âåðíû íå

âñåãäà.
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Ïðèìåð 3.2.6. Ìàòðèöà J3 êîíâåðòèðóåìà êàê ìàòðèöà íàä F3. Äåéñòâè-

òåëüíî, íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïåðìàíåíòà è îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû

èìååì:

per


1 1 1

1 1 1

1 1 1

 = 0 = det


1 1 1

1 1 1

1 1 1


Çàìå÷àíèå 3.2.7. Â ïðèìåðå 1.2.7 ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå õàðàêòåðèñòèêè

ïîëÿ ðàâíîé äâóì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî per (A) = det (A). Òàêèì îáðàçîì,

ðàññìîòðåíèå çíàêîâîé êîíâåðòàöèè â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïîëÿ èìååò ñìûñë

òîëüêî ïðè char (Fq) ≥ 3.

3.2.1 Êîíâåðòàöèÿ ìàòðèö íàä ïîëåì èç 3 ýëåìåíòîâ

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòåéøåãî èç êîíå÷íûõ ïîëåé, õàðàêòåðèñòèêà êî-

òîðîãî áîëüøå äâóõ. Íàøà öåëü äîêàçàòü êîíâåðòèðóåìîñòü âñåõ ìàòðèö íàä

F3. Òàêæå áóäóò ïîñòðîåíû ïðèìåðû íåêîíâåðòèðóåìûõ ìàòðèö äëÿ ëþáîãî

n ≥ 3 è êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq, ãäå char Fq > 2 è |Fq| > 3.

Ëåììà 3.2.8. Ïóñòü A ∈ Mn(F3) è per (A) 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ìàòðèöà X ∈Mn(±1), ÷òî det (A ◦X) = per (A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî åñëè per (A) 6= 0, òî ñó-

ùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî det (A ◦X) 6= 0.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó X. Íà÷íåì ñ X = Jn. Óêàæåì òå ýëåìåíòû, êîòîðûå

íåîáõîäèìî óìíîæèòü íà ìèíóñ îäèí. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî èíäóêöèè.

Áàçà ïðè n = 2. Ïóñòü

A =

a11 a12

a21 a22

 .
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Òîãäà â êà÷åñòâå ìàòðèöû X âîçüìåì

X =

 1 1

−1 1

 .

Ïî îïðåäåëåíèþ ïåðìàíåíòà è îïðåäåëèòåëÿ ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî per (A) =

det (X ◦ A).

Ïóñòü óòâåðæäåíèå èíäóêöèè äîêàçàíî äëÿ ìàòðèö, ðàçìåð êîòîðûõ íå

áîëåå (n−1). Äîêàæåì äëÿ A ∈Mn(F3). Ïîëîæèì X = Jn. Åñëè det (A) 6= 0,

òî èçìåíÿòü X íå òðåáóåòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî det (A) = 0. Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü A ïî ïåðâîé ñòðî-

êå:

det (A) = a11det (A(1|1))− . . .+ (−1)n+1a1ndet (A(1|n)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð j, ÷òî a1jdet (A(1|j)) 6= 0. Óìíî-

æèì x1j íà ìèíóñ îäèí.

det (A ◦X) = det (A)− (−1)1+jx1ja1jdet (A(1|j)) =

= det (A)± 2 = ∓1.

Ïîëó÷èëè òðåáóåìóþ ìàòðèöó X.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íîìåðà j òàêîãî, ÷òî a1jdet (A(1|j)) 6= 0.

Òàê êàê per (A) 6= 0, òî â ñèëó ôîðìóëû Ëàïëàñà ñóùåñòâóåò k òàêîå, ÷òî

a1kper (A(1|k)) 6= 0. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè äëÿ ïîäìàò-

ðèöû A(1|k). Cóùåñòâóåò ìàòðèöà Y ∈ Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî det (A(1|k) ◦

Y (1|k)) 6= 0.

Äëÿ ìàòðèöû Y ◦ A â ðàçëîæåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå ñó-

ùåñòâóåò íåíóëåâîå ñëàãàåìîå. Ïî ðàíåå äîêàçàííîìó, ñóùåñòâóåò ìàòðèöà

Z ∈Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî det (Z ◦ (Y ◦A)) 6= 0. Ïîëîæèì X = Z ◦Y . Î÷åâèäíî,

÷òî X èñêîìàÿ ìàòðèöà.

81



Äîêàçàëè, ÷òî åñëè per (A) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X òàêàÿ, ÷òî

det (A ◦ X) 6= 0. Åñëè per (A) = det (A ◦ X), òî ëåììà äîêàçàíà. Åñëè

per (A) = −det (A ◦X), òî óìíîæèì ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû X íà

ìèíóñ îäèí. Ïîñòðîèëè òðåáóåìóþ ìàòðèöó X. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 3.2.9. Ïóñòü äàíî k ≥ 2 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èç F3. Òîãäà ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ýòèõ ýëåìåíòîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè ±1 ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé

ýëåìåíò èç F3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k = 2. Òàê êàê íåíóëåâûå ýëåìåíòû èç F3 �

ýòî ±1, à êîýôôèöèåíòû â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòî ±1, òî, áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äàíû äâà åäèíè÷íûõ ýëåìåíòà. Ñ ïîìîùüþ

òðåáóåìûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé èç ýòèõ äâóõ åäèíèö ìîæíî ïîëó÷èòü ëþ-

áîé ýëåìåíò F3:

1. 1− 1 = 0

2. −1− 1 = −2 = 1

3. 1 + 1 = 2 = −1

Ïóñòü k > 2. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå k ýëåìåíòîâ ðàâíû åäèíèöàì. Ïåðâûå

(k − 2) ýëåìåíòà âîçüìåì ñ êîýôôèöèåíòîì +1. Áåðÿ ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå

êîìáèíàöèè ïîñëåäíèõ äâóõ åäèíèö, ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ F3.

Âûáðàâ íóæíóþ êîìáèíàöèþ è ïðèáàâèâ åå ê óæå ñëîæåííûì (k−2) ýëåìåí-

òàì, ìîæåì ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ F3, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�

Ëåììà 3.2.10. Ïóñòü A ∈ Mn(F3). Ïóñòü per (A) = 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêàÿ ìàòðèöà X ∈Mn(±1), ÷òî det (A ◦X) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè det (A) = 0, òî ïîëîæèì X = Jn.

Ïðè n = 2 âûáåðåì

X =

 1 1

−1 1

 .

Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî 0 = per (A) = det (A ◦X).

Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî äëÿ ìàòðèö, ïîðÿäêîê êîòîðûõ íå

ïðåâîñõîäèò (n − 1). Äîêàæåì äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

det (A) 6= 0. Ïîñòðîèì ìàòðèöó X òàêóþ, ÷òî ñòîëáöû X ◦ A ëèíåéíî çàâè-

ñèìû. Ïîëîæèì X = Jn è âûÿñíèì, êàêèå ýëåìåíòû X íàäî óìíîæèòü íà

−1.

Ðàññìîòðèì êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòðîêàõ ìàòðèöû A. Ïóñòü

â êàæäîé ñòðîêå åñòü êàê ìèíèìóì äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî â ñóììå
n∑
j=1

aijxij åñòü êàê ìèíèìóì äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà äëÿ ëþáîãî

ôèêñèðîâàííîãî i = 1, . . . , n. Ïðèìåíèì ê êàæäîé èç ýòèõ ñóìì ëåììó 3.2.9.

Èçìåíåíèå çíàêîâ ïðè ñëàãàåìûõ ìîæíî ñ÷èòàòü èçìåíåíèåì çíàêîâ ïðè xij.

Äëÿ ïîëó÷åííîé ìàòðèöû X âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
n∑
j=1

aijxij = 0 äëÿ ëþáî-

ãî i. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû X ◦ A ëèíåéíî çàâèñèìû íàä F3 ñ

êîýôôèöèåíòàìè λ1 = . . . = λn = 1. Ïîñòðîèëè òðåáóåìóþ X.

Ñòðîêè èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ íåò, òàê êàê ýòî áû ïðîòèâîðå÷èëî ïðåäïî-

ëîæåíèþ det (A) 6= 0. Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà â A ñóùåñòâóåò

ñòðîêà ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì. Ïåðåñòàâèì ñòðîêè è ñòîëáöû

ìàòðèöû òàê, ÷òîáû ýòîò ýëåìåíò îêàçàëñÿ íà ìåñòå (1, 1). Ïîëó÷èì ìàòðèöó

âèäà:

PAQ = A(1) =


±1 0 . . . 0

a
(2)
21 . . .

. . .

 .
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ãäå P,Q � ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

0 = per (A) = per (A(1)) = a
(1)
11 per (A(1)(1|1))

Òàê êàê a
(1)
11 6= 0, òî per (A(1)(1|1)) = 0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ

A(1)(1|1) ìîæíî óêàçàòü Y ∈Mn(±1) òàêóþ, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:

det (A(1) ◦ Y ) = a11y11det (A(1)(1|1) ◦ Y (1|1)) = 0.

Òàê êàê

0 = det (P−1(A(1) ◦ Y )Q−1) = det (A ◦ (P−1Y Q−1)),

òî â êà÷åñòâå èñêîìîé ìàòðèöû X ïîëîæèì X = P−1Y Q−1. Ëåììà äîêàçàíà.

�

Òåîðåìà 3.2.11. Ïóñòü A ∈ Mn(F3), òîãäà ñóùåñòâóåò X ∈ Mn(±1) òàêàÿ,

÷òî per (A) = det (A ◦X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü per (A) = 0. Ïî ëåììå 3.2.10 ñóùåñòâóåò ìàò-

ðèöà X ∈Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî det (X ◦ A) = 0.

Ïóñòü per (A) = 1. Ïî ëåììå 3.2.8 ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈Mn(±1) òàêàÿ,

÷òî det (X ◦ A) = 1.

Ïóñòü per (A) = −1. Âîçüìåì Y ∈ Mn(±1) òàêóþ, ÷òî îòëè÷àåòñÿ îò Jn

óìíîæåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè íà −1. Ïîëîæèì B = A◦Y . Òîãäà

per (B) = 1. Ïî ëåììå 3.2.8 ñóùåñòâóåò ìàòðèöû Z ∈Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî:

1 = det (Z ◦B) = det (Z ◦ Y ◦ A)

Ïîëàãàÿ X = Z ◦ Y , çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. �

Ïðèìåð 3.2.12. Ìàòðèöà

A =


x+ 1 2 1

1 1 1

1 1 1


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íåêîíâåðòèðóåìà äëÿ ëþáîãî ïîëÿ Fq, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî ðàâíà 3, à

÷èñëî ýëåìåíòîâ q > 3. Â ýòîì ïðèìåðå ïîëå Fq ïðåäñòàâëåíî êàê ôàêòîð-

êîëüöî êîëüöà F3[x] ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ìíîãî÷ëåíó. Òàêèì îáðàçîì, ïîëå

F3 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 3, äëÿ êîòîðîãî ëþáàÿ ìàò-

ðèöà êîíâåðòèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïåðìàíåíòà:

per


x+ 1 2 1

1 1 1

1 1 1

 = 2x+ 8 = 2x+ 2

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈M3(±1), êîíâåð-

òèðóþùàÿ A. Òàê êàê êîýôôèöèåíò ïðè x ðàâåí

±det ((A ◦X)(1|1)) = ±det (X(1|1)) 6= 0,

òî ïîäìàòðèöà X(1|1) íåâûðîæäåíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíî-

æåíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû X íà ìèíóñ îäèí ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

X(1|1) =

1 −1

1 1

 .

Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê åñëè â X ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ñòðîê è ñòîëáöîâ

óìíîæèòü íà ìèíóñ îäèí, òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà òàêæå áóäåò êîíâåðòèðî-

âàòü A.

Òàê êàê det (X(1|1)) = 2 è char (Fq) = 3, òî äëÿ ðàâåíñòâà êîýôôèöèåíòîâ

ïðè x íåîáõîäèìî, ÷òîáû x11 = 1. Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ýëåìåíòîâ x21 è

x31 îïðåäåëèòåëü îäíîé èç ïîäìàòðèö X(1|2), X(1|3) ðàâåí íóëþ, à âòîðîé

±2. Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ◦X ïî ïåðâîé ñòðîêå:

det (A) = 2(x+ 1)− 2x12det (X(1|2)) + x13det (X(1|3)). (3.2)
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Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà:

1. Ïóñòü det (X(1|2)) = 0. Òîãäà (3.2) ïðèìåò âèä det (A) = 2(x+ 1)± 2 6=

2x+ 2.

2. Ïóñòü det (X(1|3)) = 0. Òîãäà (3.2) ïðèìåò âèä det (A) = 2(x+ 1)∓ 4 6=

2x+ 2.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà íåêîíâåðòèðóåìîñòü ìàòðèöû A. �

Ëåììà 3.2.13. Ïóñòü B ∈ M3(±1) ⊂ M3(Fq), ãäå char (Fq) = p > 3. Òîãäà

det (B) 6= 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó A = J3. Ìàòðèöà B ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíà èç A ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî óìíîæåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ íà

−1.

Â ìàòðèöå A øåñòü îáîáùåííûõ äèàãîíàëåé è êàæäîå èç äèàãîíàëüíûõ

ïðîèçâåäåíèé ðàâíî åäèíèöå. Â âûðàæåíèè äëÿ det (A) òðè äèàãîíàëüíûõ

ïðîèçâåäåíèÿ âçÿòû ñ ïëþñîì è òðè ñ ìèíóñîì. Äîêàæåì, ÷òî ÷åòíîñòü ÷èñ-

ëà ñëàãàåìûõ â det (A), âçÿòûõ ñ ìèíóñîì, åñòü èíâàðèàíò ïðè óìíîæåíèè

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íà −1.

Óìíîæåíèå ýëåìåíòà ìàòðèöû A íà −1 âëèÿåò íà çíàê äâóõ ñëàãàåìûõ â

çàïèñè îïðåäåëèòåëÿ. Èìååì ñëåäóþùèå òðè âàðèàíòà.

1. Äâà ñëàãàåìûõ ïîìåíÿþò çíàê ñ ïëþñà íà ìèíóñ. Êîëè÷åñòâî îòðèöà-

òåëüíûõ ñëàãàåìûõ óâåëè÷èòñÿ íà äâà è ÷åòíîñòü ñîõðàíèòñÿ.

2. Äâà ñëàãàåìûõ ïîìåíÿþò çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ. Êîëè÷åñòâî îòðèöà-

òåëüíûõ ñëàãàåìûõ óìåíüøèòñÿ íà äâà è ÷åòíîñòü ñîõðàíèòñÿ.

3. Ñëàãàåìûå èìåþò ðàçíûå çíàêè. Èõ çíàêè ïîìåíÿþòñÿ, ÷èñëî îòðèöà-

òåëüíûõ ñëàãàåìûõ ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ, òàê êàê íóëåâûõ ñëàãàåìûõ

ñðåäè íèõ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòíîñòü ñîõðàíèòñÿ.
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Âñåãî â îïðåäåëèòåëå A òðè ñëàãàåìûõ ñ ìèíóñîì. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå

êàæäîãî óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà ìàòðèöû A íà−1 îäíî èç 6 ñëàãàåìûõ â det (A)

äîëæíî áûòü ñ ìèíóñîì, çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ ñ ìèíóñîì â det (A)

ìîæåò áûòü ðàâíî 1, 3 èëè 5. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòàì 4, 0 è −4 ïîëÿ

Fq. Â ñèëó òîãî, ÷òî char (Fq) ≥ 5 íè îäíî èç ýòèõ ÷èñåë íå ðàâíî 2, à çíà÷èò

det (B) 6= 2. �

Òåîðåìà 3.2.14. Äëÿ âñÿêîãî ïîëÿ Fq, òàêîãî, ÷òî char (Fq) ≥ 3 è |Fq| ≥ 5,

è äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 ñóùåñòâóåò íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà A ∈Mn(Fq).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íåêîíâåðòèðóåìóþ ìàòðèöó B ïîðÿäêà 3.

Åñëè char (Fq) = 3, òî ïîëîæèì ìàòðèöó B ðàâíîé ìàòðèöå, ïîñòðîåííîé â

ïðèìåðå 3.2.12. Åñëè char (Fq) > 3, òî ïîëîæèì

B =


−1 1 1

1 1 1

1 1 1

 .

Ïî îïðåäåëåíèþ per (B) = 2. Ïî ëåììå 3.2.13 íå ñóùåñòâóåò ìàòðèöû X ∈

Mn(±1) òàêîé, ÷òî det (B ◦X) = 2, à çíà÷èò ìàòðèöà B íåêîíâåðòèðóåìà.

Â êà÷åñòâå èñêîìîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n âîçüìåì ìàòðèöó A, ïîñòðîåííóþ

â âèäå ïðÿìîé ñóììû A = In−3⊕B. Íåêîíâåðòèðóåìîñòü ìàòðèöû A ñëåäóåò

èç íåêîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèöû B. �

Ïðèìåð 3.2.15. Èç òåîðåìû 3.2.11 è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.2.14 ñëåäóåò,

÷òî ìàòðèöà 
−1 1 1

1 1 1

1 1 1


ìîæåò áûòü, êàê êîíâåðòèðóåìîé, òàê è íåêîíâåðòèðóåìîé, â çàâèñèìîñòè îò

âûáîðà ïîëÿ.
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3.2.2 Ïîñòðîåíèå ïðèìåðîâ çíàêîâî êîíâåðòèðóåìûõ ìàòðèö

Îïðåäåëåíèå 3.2.16. Ïóñòü A ∈Mn(Fq). Ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò aij ìàòðè-

öû A áóäåì íàçûâàòü ñóùåñòâåííî íå ðàâíûì íóëþ â ñìûñëå îïðåäåëèòåëÿ,

åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: aijdet (A(i|j)) 6= 0, è ñóùåñòâåííî íå ðàâíûì

íóëþ â ñìûñëå ïåðìàíåíòà, åñëè aijper (A(i|j)) 6= 0.

Ëåììà 3.2.17. Ïóñòü A ∈ Mn(Fq), ãäå char (Fq) = p > 3 è n íå äåëèòñÿ íà

p, èìååò âèä:

A =



2 + δ1 2 2 . . . 2 3 + δ0

1 2 + δ2 2 . . . 2 1

. . . . . . . . . . . . . . .

1 . . . . . . 2 + δn−2 2 1

1 . . . . . . 1 2 + δn−1 1

1 1 . . . . . . 1 1


(3.3)

è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. δi = 1, ãäå i ≥ 1, åñëè (2n− i) äåëèòñÿ íà p è íîëü èíà÷å;

2. δ0 = 1 åñëè 2n+ 1 äåëèòñÿ íà p è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà rank(A) = n è ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè ïîñòðîåííîé ìàòðèöû

íå ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðè-

öó A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.
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1. Âû÷òåì ïåðâûé ñòîëáåö èç âñåõ îñòàëüíûõ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ1 = 0. Ïî-

ëó÷èì ìàòðèöó âèäà:

2 + δ1 0 0 . . . 0 1 + δ0

1 1 + δ2 1 . . . 1 0

. . . . . . . . . . . . . . .

1 . . . . . . 1 + δn−2 0 0

1 . . . . . . 0 1 + δn−1 0

1 0 . . . . . . 0 0


Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé

ýëåìåíò â ëåâîì íèæíåì óãëó ìàòðèöû.

2. Âû÷òåì ïîñëåäíþþ ñòðîêó èç âñåõ îñòàëüíûõ ñ òðåáóåìûìè êîýôôè-

öèåíòàìè, ÷òîáû â ïåðâîì ñòîëáöå îñòàëñÿ åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò

an1.

3. Ïåðåñòàâèì ïîñëåäíèé è ïåðâûé ñòîëáöû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåðõ-

íåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè, à çíà÷èò

îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí 0 è rank(A) = n.

Ïðîâåðèì, ÷òî ñóììà ýëåìåíòîâ â ëþáîé ñòðîêå íà ðàâíà 0. Ñóììà ýëå-

ìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè èñõîäíîé ìàòðèöû ðàâíà (2n+ 1 + δ0). Ïî óñëîâèþ δ0

ïîäîáðàíî òàê, ÷òî (2n+1+δ0) 6= 0. Ñóììà ýëåìåíòîâ k-òîé ñòðîêè èñõîäíîé

ìàòðèöû, ãäå k > 1, ðàâíà

(k − 1) + (n− k) ∗ 2 + 1 + δk = 2n− k + δk.

Òàêèì îáðàçîì, íîëü âîçìîæåí òîëüêî â òåõ ñòðîêàõ, äëÿ êîòîðûõ (2n − k)

äåëèòñÿ íà p, íî ïî óñëîâèþ δk = 1 äëÿ ýòèõ ñòðîê, à çíà÷èò ñóììà ýëåìåíòîâ

â ýòèõ ñòðîêàõ (2n−k+1) 6= 0. Ïî óñëîâèþ n íå äåëèòñÿ íà p, à çíà÷èò ñóììà

ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåé ñòðîêè íå äåëèòñÿ íà p. �
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Ëåììà 3.2.18. Ïóñòü A ∈ Mn(Fq), ãäå char Fq = p > 3 è n äåëèòñÿ íà p,

èìååò âèä:

A =



2 + δ1 2 2 . . . 2 1

1 2 + δ2 2 . . . 2 1

. . . . . . . . . . . . . . .

1 . . . . . . 2 + δn−2 2 1

1 . . . . . . 1 2 + δn−1 1

1 1 . . . . . . 1 2


(3.4)

ãäå δi = 1 åñëè (2n− i) äåëèòñÿ íà p è íîëü èíà÷å. Òîãäà rank(A) = n. Òàêæå

äëÿ ìàòðèöû A ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè íå ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðèâåäåì ìàòðèöóA ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ñ ïîìîùüþ

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî δ1 = 0, âû÷òåì ïåðâûé ñòîëáåö èç âñåõ îñòàëüíûõ. Ïî-

ëó÷èì ìàòðèöó âèäà:

2 + δ1 0 0 . . . 0 −1

1 1 + δ2 1 . . . 1 0

. . . . . . . . . . . . . . .

1 . . . . . . 1 + δn−2 1 0

1 . . . . . . 0 1 + δn−1 0

1 0 . . . . . . 0 1


Ïîñëåäíèé ñòîëáåö ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ñîäåðæèò äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà.

2. Ïðèáàâèì ïîñëåäíþþ ñòðîêó ê ïåðâîé. Òàê êàê char (Fq) > 3, òî ïî-

ëó÷åííàÿ ìàòðèöà áóäåò ñîäåðæàòü åäèíñòâåííûé íóëåâîé ýëåìåíò â ïåðâîé

ñòðîêå íà ìåñòå (1,1).

3. Âû÷èòàÿ ïåðâóþ ñòðîêó èç âñåõ îñòàëüíûõ ñ êîýôôèöèåíòîì 3−1, îñòà-

âèì åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â ïåðâîì ñòîëáöå. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî
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ïîëó÷èëè âåðõíåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè, à çíà÷èò îïðåäåëèòåëü íå ðàâåí íóëþ è rank(A) = n.

Ïðîâåðèì, ÷òî ñóììà ýëåìåíòîâ â ëþáîé ñòðîêå íà ðàâíà 0. Ñóììà ýëåìåí-

òîâ ïåðâîé ñòðîêè èñõîäíîé ìàòðèöû (2n−1+δ1) = −1, òàê êàê n äåëèòñÿ íà

p è δ1 = 0. Ñóììà ýëåìåíòîâ k-òîé ñòðîêè èñõîäíîé ìàòðèöû, ãäå n > k > 1,

ðàâíà

(k − 1) + (n− k) ∗ 2 + 1 + δk = 2n− k + δk.

Òàêèì îáðàçîì, íîëü âîçìîæåí òîëüêî â òåõ ñòðîêàõ, äëÿ êîòîðûõ (2n − k)

äåëèòñÿ íà p, íî ïî óñëîâèþ ëåììû ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ k èìååì δk = 1, à

çíà÷èò ñóììà ýëåìåíòîâ â ýòèõ ñòðîêàõ 2n−k+1 6= 0. Äëÿ ïîñëåäíåé ñòðîêè

ñóììà ýëåìåíòîâ ðàâíà (n+1) = 1, òàê êàê n äåëèòñÿ íà p ïî óñëîâèþ ëåììû,

ãäå p � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ. �

Ëåììà 3.2.19. Ïóñòü ïîëå Fq õàðàêòåðèñòèêè p > 3. Ðàññìîòðèì ìàòðèöû

(3.3),(3.4). Ïðèïèøåì ê ìàòðèöå (3.3) èëè (3.4) ñòîëáåö, ðàâíûé ñóììå âñåõ

îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ. Òîãäà äëÿ ïîëó÷åííîé ìàòðèöû A ∈ Mn+1,n(Fq) âûïîë-

íåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ýëåìåíòû A íå ðàâíû íóëþ.

2. Ëþáàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà n ìàòðèöû A íåâûðîæäåíà è, ñëåäîâàòåëü-

íî, åå ðàíã ðàâåí n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìàòðèöû (3.3) è (3.4) íå ñîäåðæàò

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, çíà÷èò äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëåäíèé ñòîëáåö A

íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ïî ëåììàì 3.2.17 è 3.2.18 ñóììà ýëåìåíòîâ

êàæäîé ñòðîêè ýòèõ ìàòðèö íå ðàâíà 0, à çíà÷èò âåêòîð, ïîëó÷åííûé êàê

ñóììà âåêòîðîâ ñòîëáöîâ, íå áóäåò ñîäåðæàòü íóëåé, è âñå ýëåìåíòû A íå

ðàâíû íóëþ.
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Äîêàæåì, ÷òî Ëþáàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà n ìàòðèöû A íåâûðîæäåíà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü â ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò âûðîæäåííàÿ ïîä-

ìàòðèöà A(|k), k ≤ n+ 1. Ìàòðèöà A âûáðàíà òàê, ÷òî ïîäìàòðèöà A(|n+ 1)

çàâåäîìî íåâûðîæäåíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k 6= (n+1). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-

íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k = 1. Äëÿ ìàòðèöû A(|1) âû÷òåì âñå ñòîëáöû èç

ïîñëåäíåãî. Ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, ïîëó÷èòñÿ ñòîëáåö, ðàâíûé

ïåðâîìó ñòîëáöó ìàòðèöû A(|n+1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷èëè ìàòðèöó, îò-

ëè÷àþùóþñÿ îò A(|n + 1) ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà

A(|1) íåâûðîæäåíà. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ëåììà 3.2.20. Ðàññìîòðèì ïîëå Fp, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïóñòü äàíû

(p− 1) íåíóëåâîé ýëåìåíò a1, . . . , ap−1 ïîëÿ Fp. Òîãäà ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

âèäà
p−1∑
i=1

(−1)αiai ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ Fp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàòü íà îäèí êîëè÷å-

ñòâî ýëåìåíòîâ è îöåíèâàòü ñíèçó êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå

ìîãóò ïðèíèìàòü âñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ ñî çíà-

êàìè ±1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò a1. Òàê êàê char (Fq) 6= 2, òî a1 6= −a1. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà ïîëó÷èëè äâå ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíà-

öèè çàäàííîãî âèäà. Äàëåå áóäåì äîáàâëÿòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó, è ñìîòðåòü

ñêîëüêî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî.

Ïóñòü íà k-òîì øàãå, k < (p− 1), ïîëó÷èëè K ðàçíûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Fp

êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ a1, . . . , ak ñ êîýôôèöèåíòàìè ±1. Îáî-

çíà÷èì èõ {A1, . . . , AK}. Äîáàâèì (k + 1)-ûé ýëåìåíò.

1. Êîëè÷åñòâî ïîëó÷åííûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ â âèäå ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé íå ìîæåò óìåíüøèòüñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäè íîâûõ ëèíåéíûõ

êîìáèíàöèé çàäàííîãî âèäà
k+1∑
i=1

(−1)αiai áóäóò è K êîìáèíàöèé
k∑
i=1

(−1)α
Aj
i ai+

ak+1 = Aj + ak+1. Òî åñòü, ê K ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì ïîëÿ ïðèáàâèëè ôèê-
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ñèðîâàííóþ êîíñòàíòó, à çíà÷èò ïîëó÷èëè K ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ.

2. Ïóñòü K < p. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè ak+1 â ëèíåéíóþ êîìáè-

íàöèþ êîëè÷åñòâî ïîëó÷åííûõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ ñòðîãî óâåëè÷èâà-

åòñÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: êîëè÷åñòâî ïîëó÷åííûõ ýëåìåíòîâ íå èçìå-

íèëîñü. ×èñëà èç ìíîæåñòâà {A1 + ak+1, . . . , AK + ak+1} ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Îíè ðàâíû òåì ýëåìåíòàì ïîëÿ Fp, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü êàê êîìáèíàöèþ

a1, . . . , ak+1. Ýòî æå âåðíî è äëÿ {A1 − ak+1, . . . , AK − ak+1}. Â ñèëó ñäåëàí-

íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, äàííûå ìíîæåñòâà äîëæíû ñîâïàäàòü, à çíà÷èò âåðíî

ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

K∑
i=1

(Ai + ak+1) =
K∑
i=1

(Ai − ak+1)

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì:

Kak+1 = −Kak+1

Ïåðåíîñÿ âñ¼ â îäíó ñòîðîíó, ïîëó÷àåì

2Kak+1 = 0

×òî íåâåðíî, òàê êàê char (Fp) = p � ïðîñòîå ÷èñëî è K < p.

3. Åñëè K = p, òî ïî ïóíêòó 1 ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Fp, ïîëó-

÷åííûõ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè íå óìåíüøèëîñü, à â ñèëó ÷èñëà ýëåìåíòîâ

â ïîëå íå ìîãëî è óâåëè÷èòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ðàâíûì p ïîñëå

äîáàâëåíèÿ ak+1.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ýëåìåíò a1 äàë äâå ðàçëè÷íûå êîìáè-

íàöèè. Ïîñëå ýòîãî ê íåìó áûëè äîáàâëåíû åùå (p− 2) íåíóëåâûõ ýëåìåíòà,

ïðè ýòîì äîáàâëåíèå íîâîãî ýëåìåíòà óâåëè÷èâàëî êîëè÷åñòâî ïîëó÷åííûõ

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç ïîëÿ êàê ìèíèìóì íà îäèí, ïîêà íå áûëè ïîëó-

÷åíû âñå ýëåìåíòû Fp. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå äîáàâëåíèÿ ïîëó÷èì íå ìåíåå
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2 + (p − 2) = p ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé, òî åñòü ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ. ×òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñëåäñòâèå 3.2.21. Ðàññìîòðèì ïîëå Fp, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïóñòü äàíû

k > (p− 1) íåíóëåâîé ýëåìåíò a1, . . . , ap−1 ïîëÿ Fp. Òîãäà ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèåé âèäà
p−1∑
i=1

(−1)αiai ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ Fp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàíî k > p − 1 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ðàçäåëèì èõ

íà äâå ãðóïïû: a1, . . . , ap−1 è ap, . . . , ak. Ñîãëàñíî ëåììå 3.2.20 êîìáèíàöè-

ÿìè ýëåìåíòîâ a1, . . . , ap−1 ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ. Äîáàâèì

ê êàæäîé ïîëó÷åííîé êîìáèíàöèè ñóììó ýëåìåíòîâ ap, . . . , ak. Ðåçóëüòàòîì

âñåõ êîìáèíàöèé ïî-ïðåæíåìó áóäåò ëþáîé ýëåìåíò Fp. �

Ñëåäñòâèå 3.2.22. Ïóñòü äàíû a1, . . . , ak � íå ðàâíûå íóëþ ýëåìåíòû ïîëÿ

Fp, ãäå char (Fp) = p > 2 è k < p. Òîãäà ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
k∑
i=1

(−1)δiai,

ãäå δ ∈ {0, 1}, ìîæíî ïîëó÷èòü ìèíèìóì k ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ

ïîëÿ Fp, íî íå ìåíåå 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.2.20 ïðè äîáàâëåíèå l-òîãî

ýëåìåíòà ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷åííûõ â âèäå
l∑

i=1

(−1)δiai áûëî íå ìå-

íåå l + 1. Îäèí èç ýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ðàâåí 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè äî-

áàâëåíèè k-òîãî ÷èñëà â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïîëó÷èì íå ìåíåå k ÷èñåë

îòëè÷íûõ îò íóëÿ.

Ïðè k = 1 áóäåò äâå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè: a1 è −a1, ïðè ýòîì a1 6= −a1,

òàê êàê õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ îòëè÷íà îò äâóõ. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî

ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íå ìåíüøå äâóõ. �

Ëåììà 3.2.23. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Mn(Fq) íå ñîäåðæèò íåíóëåâûõ ýëåìåí-

òîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà X ∈ Mn(±1), ÷òî per (A ◦ X) 6= 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñèë per (A) 6= 0, òî ïîëîæèì X = J3.

Ïðåäïîëîæèì per (A) = 0. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Äëÿ n = 2 ìàòðèöà

èìååò âèä:

B =

b1 b2

b3 b4

 ,

ãäå bi 6= 0. Ïîëó÷àåì: per (B) = b1b4+b2b3. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî per (B) =

0, òîãäà äëÿ ìàòðèöû B′ âèäà

B′ =

 b1 b2

−b3 b4


ïåðìàíåíò íå ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ ìàòðèö B è B′ ïåðìàíåíò

ðàâåí 0, òî, ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì:

per (B) + per (B′) = b1b4 + b2b3 + b1b4 − b2b3 = 2b1b4 6= 0,

òàê êàê õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ îòëè÷íà îò 2 è b1, b4 6= 0.

Ðàçëîæèì ìàòðèöó A ïî ïåðâîé ñòðîêå:

per (A) =
n∑
i=1

a1iper (A(1|i)) (3.5)

Ñóùåñòâóåò äâå âîçìîæíîñòè:

1. Â ðàçëîæåíèè (3.5) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òîãäà ïî ñëåä-

ñòâèþ 3.2.22 ìåæäó ýëåìåíòàìè ñóììû (3.5) ìîæíî ðàññòàâèòü çíàêè òàê,

÷òî îíà áóäåò îòëè÷íà îò 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíàêè èçìåíåíû ó ñëàãàåìûõ

a1i1per (A(1|i1)), . . . , a1ikper (A(1|ik)). Òîãäà â êà÷åñòâå ìàòðèöû X âîçüìåì

Jn, â êîòîðîé ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè x1i1, . . . , x1ik óìíîæèëè íà ìèíóñ îäèí.

Ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:

per (A ◦X) =
n∑
i=1

x1ia1iper (A(1|i) ◦X(1|i)) 6= 0
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2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè (3.5) âñå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ. Âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè. Äëÿ ìàòðèöû A(1|1) ìîæíî ïîäî-

áðàòü ìàòðèöó Y ∈ Mn(±1) òàêóþ, ÷òî per (A(1|1) ◦ Y (1|1)) 6= 0. Òîãäà â

ðàçëîæåíèè

per (A ◦ Y ) =
n∑
i=1

y1ia1iper (A(1|i) ◦ Y (1|i))

ïåðâîå ñëàãàåìîå çàâåäîìî áóäåò íå ðàâíî íóëþ.

Ïðèìåíèì ê ìàòðèöå A ◦ Y óæå äîêàçàííîå â ïóíêòå 1 óòâåðæäåíèå. Ïî-

ñòðîåííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì Z. Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî per (A◦Y ◦Z) 6= 0.

Ïîëîæèì X = Y ◦ Z. Ëåììà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 3.2.24. Ïóñòü Fq � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p ≥ 3. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

n ≥ (p− 1) ñóùåñòâóåò êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà ñ íåíóëåâûì ïåðìàíåíòîì,

êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê Fp ⊂ Fq, ãäå char (Fq) = p, òî

òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ïîëÿ Fp äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ≥ 3.

Â ñëó÷àå p = 3 ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.2.11,

òàê êàê êîíâåðòèðóåìîé áóäåò ëþáàÿ ìàòðèöà áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Åñëè (n − 1) íå äåëèòñÿ íà p, òî âûáåðåì ìàòðèöó A ðàâíîé ìàòðèöå,

ïîñòðîåííîé â ëåììå 3.2.17. Åñëè (n − 1) äåëèòñÿ íà p, òî âûáåðåì ìàòðèöó

A ðàâíîé ìàòðèöå, ïîñòðîåííîé â ëåììå 3.2.18. Ïî ëåììå 3.2.19 ê ìàòðèöå

A ìîæíî ïðèïèñàòü ñòîëáåö èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ è ïîëó÷èòü ìàòðèöó

A ∈ Mn−1,1(Fp) áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ òàêóþ, ÷òî ëþáàÿ ïîäìàòðèöà â íåé

ïîðÿäêà (n−1) áóäåò íåâûðîæäåííîé. Ê ìàòðèöå A ïðèïèøåì ïåðâóþ ñòðîêó

èç åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç C.

Ñîãëàñíî ëåììå 3.2.23 ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Y ∈Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî per (C◦

Y ) = P 6= 0.
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Òåïåðü ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû C ïî ïåðâîé ñòðîêå:

det (C) =
n∑
i=1

(−1)i+1c1idet (C(1|i)) =
n∑
i=1

det (A(1|i)) (3.6)

Èç ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû C ñëåäóåò, ÷òî ñóììà (3.6) ñîñòîèò èç n íåíóëåâûõ

ñëàãàåìûõ. Òàê êàê n ≥ (p− 1), òî ïî ëåììå 3.2.21 ñëàãàåìûå â (3.6) ìîæíî

óìíîæèòü íà ±1 òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ëþáîé ýëåìåíò ïîëÿ Fp, â ÷àñòíîñòè P .

Âîçüìåì òåïåðü ìàòðèöó Z ∈ Mn(±1), ãäå ìèíóñ åäèíèöû íàõîäÿòñÿ òîëüêî

â ïåðâîé ñòðîêå íà i-òîì ìåñòå, åñëè â ñóììå (3.6) i-òîå ñëàãàåìîå óìíîæåíî

íà ìèíóñ îäèí. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

per (C ◦ Y ) = P = det (C ◦ Z)

Ïîëîæèì X = Y ◦Z è D = C ◦Y . Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî per (D) = det (D◦X).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî n ≥ (p− 1) ïîñòðîèëè êîíâåðòèðóåìóþ ìàòðèöó

ñ íåíóëåâûì ïåðìàíåíòîì, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò íóëåé. Ëåììà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 3.2.25. Òåîðåìà 3.2.24 äåìîíñòðèðóåò äëÿ ìàòðèö íàä êîíå÷íûì

ïîëåì íåâîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ çàïðåòà íà êîíâåðòàöèþ ñ ïîìîùüþ îöåíîê

ñíèçó íà êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

3.2.3 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ çíàêîâîé êîíâåðòàöèè ìàòðèöû íàä

êîíå÷íûì ïîëåì

Ñëåäóþùàÿ ëåììà îáîáùàåò ëåììó 3.2.23.

Ëåììà 3.2.26. Ïóñòü â ìàòðèöå A ∈ Mn(Fp), p > 2, ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ

îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà X ∈ Mn(±1), ÷òî

per (A ◦X) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãëàâ-

íàÿ äèàãîíàëü ìàòðèöû A çàïîëíåíà íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Ýòîãî ìîæíî

äîáèòüñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ èñõîäíîé ìàòðèöû.
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Äîêàæåì ïî èíäóêöèè. Ïóñòü n = 2. Åñëè per (A) 6= 0, òî ïîëîæèì X = J2

� ìàòðèöà ïîðÿäêà 2, çàïîëíåííàÿ åäèíè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî

ëåììà âûïîëíåíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

per (A) = a11a22 + a12a21 = 0.

Òàê êàê íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò íåíóëåâûå ýëåìåíòû, òî

a11a22 6= 0 è a11a22 = −a12a21 6= 0.

Ïîëîæèì

X =

 1 1

−1 1

 .

Òàê êàê char (Fp) = p > 2, òî

per (A ◦X) = a11a22 − a12a21 = 2a11a22 6= 0.

Ïóñòü n > 2 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ ìàòðèö, ïîðÿäîê êî-

òîðûõ ìåíüøå n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà

X ∈ Mn(±1), ÷òî per ((A ◦ X)(1|1)) 6= 0. Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ëàïëàñà ê

ïåðìàíåíòó ìàòðèöû A ◦X:

per (A ◦X) =
n∑
i=1

a1ix1iper ((A ◦X)(1|i)). (3.7)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.7) íå ðàâíî íóëþ. Åñëè per (A ◦ X) 6= 0, òî X �

èñêîìàÿ ìàòðèöà. Åñëè per (A ◦X) = 0, òî óìíîæèì â X ýëåìåíò x11 íà −1.

Òîãäà

per (A ◦X) = −2a11x11per (A(1|1) ◦X(1|1)) 6= 0.

Ïîñòðîèëè òðåáóåìóþ ìàòðèöó X. Ëåììà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 3.2.27. Ïóñòü â ìàòðèöå A ∈ Mn(Fp), p > 2, ñóùåñòâóåò íåíó-

ëåâàÿ îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà X ∈Mn(±1),

÷òî det (A ◦X) 6= 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî

ëåììû 3.2.26 ñ çàìåíîé ïåðìàíåíòà íà îïðåäåëèòåëü. �

Ñëåäñòâèå 3.2.28. Ïóñòü A ∈Mn(Fp) è per (A) 6= 0, p > 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ìàòðèöà X ∈Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî det (A ◦X) 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê per (A) 6= 0, òî â ìàòðèöå ñóùåñòâóåò îáîá-

ùåííàÿ äèàãîíàëü, ñîñòîÿùàÿ èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò

èç ñëåäñòâèÿ 3.2.27. �

Òåîðåìà 3.2.29. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Mn(Fp), ãäå p > 2 è n ≥ 2p − 6,

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Îäèí èç ñòîëáöîâ íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

2. Â îäíîé èç ñòðîê íå ìåíåå

M = (p− 3) log(n− 1)(p− 1) + 2

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

3. Ìàòðèöà A âïîëíå íåðàçëîæèìà.

Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïåð-

âûé ñòîëáåö ìàòðèöû A íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à ïåðâàÿ ñòðîêà A

ñîäåðæèò m íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì m ≥ M . Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ

ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöà áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà ïåðâîå ìåñòî è ñòðîêè ñ

ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà ïåðâîå ìåñòî. Ïðè ýòîì

ñâîéñòâî êîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèöû ñîõðàíÿåòñÿ.

Òàê êàê ìàòðèöà A âïîëíå íåðàçëîæèìà, òî äëÿ ëþáîé íóëåâîé ïîäìàò-

ðèöû ðàçìåðà s × t èìååì (t + s) ≤ (n − 1). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé

íåíóëåâîé ïîäìàòðèöû l × k â A(1|1) èìååì (l + k) ≤ (n − 1). Ïîñòðîèì
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ïî ìàòðèöå A(1|1) (0,1)-ìàòðèöó B òîãî æå ïîðÿäêà, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâ-

íû 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò ìàòðèöû A(1|1), ðàñïîëîæåííûé

íà òîì æå ìåñòå, íå ðàâåí íóëþ. Â ìàòðèöå B äëÿ ëþáîé l × k ïîäìàòðè-

öû èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (l + k) ≤ (n − 1). Ïðèìåíèì ê B, êàê ìàòðèöû

íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, òåîðåìó Ôðîáåíèóñà-Êåíåãà. Ïîëó÷àåì, ÷òî â

B ñóùåñòâóåò îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Èç ïîñòðîåíèÿ

ìàòðèöû B ñëåäóåò, ÷òî â A(1|1) ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ îáîáùåííàÿ äèàãî-

íàëü. Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.28 ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ìàòðèöó Y ∈ Mn(±1), ÷òî

det ((A ◦ Y )(1|1)) 6= 0. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ìàòðèöû A âûïîë-

íåíî óñëîâèå det (A(1|1)) 6= 0.

Ðàññìîòðèì ñòðîêè ìàòðèöû A(|1) êàê ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

V n−1(Fp). Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç a1, . . . , an. Òàê êàê det (A(1|1)) 6= 0, òî âåêòîðà

a2, . . . , an ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü

N = {a1 ◦ v, ãäå v ∈ V n−1(±1)}.

Òàê êàê â âåêòîðå a1 èìååòñÿ (m−1) íåíóëåâàÿ êîìïîíåíòà, à õàðàêòåðèñòèêà

ïîëÿ ðàâíà p > 2, òî â N ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 2m−1 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ.

Òàê êàê det (A(1|1)) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê A(1|1) ìàòðèöà. Îáî-

çíà÷èì åå ÷åðåç B = (A(1|1))−1. ×åðåç ek, k = 1, . . . , n− 1, îáîçíà÷èì âåêòîð

äëèííû (n−1) òàêîé, ÷òî k-òàÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 1, à îñòàëüíûå 0. Èç îïðåäå-

ëåíèÿ B ñëåäóåò, ÷òî aiB = ei−1 äëÿ i = 2, . . . , n. Ïóñòü N ′ = NB. Î÷åâèäíî,

÷òî N ′ ñîäåðæèò 2m−1 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ.

Äîêàæåì, ÷òî â N ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ìèíèìóì ÷å-

ðåç (p− 2) âåêòîðà ai, i = 2, . . . , n. Òàê êàê âåêòîð ai ïåðåøåë â âåêòîð ek−1

ïðè óìíîæåíèè íà ìàòðèöó B, òî òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó,

÷òî â N ′ ñóùåñòâóåò âåêòîð ñ (p− 2) íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ìîæåò áûòü â ìíîæåñòâå N ′
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âåêòîðîâ ìåíåå ÷åì ñ (p− 2) íåíóëåâûì êîîðäèíàòàìè, îáîçíà÷èì èõ êîëè÷å-

ñòâî ÷åðåç D. Îíè âêëþ÷àþò â ñåáÿ âåêòîðà ñ îäíîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòîé,

âñåãî (n − 1)(p − 1) øòóê, âåêòîðà ñ äâóìÿ íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, âñå-

ãî C2
n−1(p − 1)2 øòóê è òàê äàëåå, âïëîòü äî âåêòîðîâ ñ (p − 3) ðàçëè÷íûìè

íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, âñåãî Cp−3
n−1(p − 1)p−3. Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì ñëå-

äóþùóþ îöåíêó:

D =

p−3∑
i=1

C i
n−1(p− 1)i (3.8)

Â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî D ≥ |N ′|.

Îöåíèì âåëè÷èíó D ñâåðõó. Çàìåòèì, ÷òî ïðè i < (p− 3) ≤ n
2 èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî:

C i
n−1(p− 1)i

C i+1
n−1(p− 1)i+1

=
i+ 1

(n− i− 1)(p− 1)
<

1

p− 1
(3.9)

Âûðàæåíèå (3.9) îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå â ñóììå (3.8)

êàê ìèíèìóì â (p− 1) ðàç áîëüøå ïðåäûäóùåãî, à çíà÷èò âñþ ñóììó ìîæíî

îöåíèòü ñâåðõó óäâîåííûì ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì:

D < 2Cp−3
n−1(p− 1)p−3. (3.10)

Ëîãàðèôìèðóÿ íåðàâåíñòâî D ≥ |N ′| ïî îñíîâàíèþ 2, ïîëó÷àåì:

M − 1 ≤ m− 1 ≤ logD =

log 2 + (p− 3) log(p− 1) +
n−1∑

k=n−p+3

log k −
p−3∑
j=2

log j (3.11)

Óáåðåì èç logD îòðèöàòåëüíûå ñëàãàåìûå, à ïîëîæèòåëüíûå ïðèðàâíÿåì

ìàêñèìàëüíîìó. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ ëåììû, ïîëó÷èì:
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logD < log 2 + (p− 3) log(p− 1) + (p− 3) log(n− 1) =

= (p− 3) log(n− 1)(p− 1) + 1 = M − 1 ≤ m− 1 (3.12)

Íåðàâåíñòâà (3.11) è (3.12) ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò

ýëåìåíò â N ′ íå ìåíåå ÷åì ñ (p− 2) íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè.

Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà N ′ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â N ñóùåñòâóåò âåêòîð,

êîòîðûé âûðàæàåòñÿ ìèíèìóì ÷åðåç (p− 2) âåêòîðà èç a2, . . . , an.

Âûáåðåì âåêòîð, âûðàæàþùèéñÿ íå ìåíåå ÷åì ÷åðåç (p− 2) âåêòîðà. Îáî-

çíà÷èì åãî ÷åðåç b = a1 ◦ v. Âûáåðåì ìàòðèöó X òàêóþ, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà

áåç ïåðâîãî ýëåìåíòà ñîâïàäàþò ñ v, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû åäèíè÷íûå. Äàëåå

ðàññìîòðèì ìàòðèöó C = A ◦ X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c1 ïåðâóþ âåêòîð-ñòðîêó

â ìàòðèöå C(|1). Äëÿ ìàòðèöû C èçâåñòíî ñëåäóþùåå:

1. det (C(1|1)) 6= 0.

2. Âåêòîð b1 âûðàæàåòñÿ íå ìåíåå ÷åì ÷åðåç p− 2 ñòðîêè ìàòðèöû C(1|1),

à çíà÷èò ñðåäè ÷èñåë det (C(i|1)), ãäå i = 2, . . . , n íå ìåíåå ÷åì p − 2 ÷èñëà,

îòëè÷íûõ îò 0.

Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû C ïî ïåðâîìó ñòîëáöó:

det (C) = c11det (C(1|1))− . . .+ (−1)n+1cn1det (C(n|1))

Òàê êàê ci1 6= 0, i = 1, . . . , n, òî â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå íå ìåíåå (p − 1)

îòëè÷íûõ îò 0 ñëàãàåìûõ, à çíà÷èò ïî ëåììå 3.2.26 ìîæíî òàê óìíîæèòü

íåêîòîðûå èç ñëàãàåìûõ íà ìèíóñ îäèí, ÷òî áóäåò ïîëó÷åí ëþáîé ýëåìåíò

èç Fp, â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî, ðàâíîå ïåðìàíåíòó èñõîäíîé ìàòðèöû. Ïóñòü ýòè

ìíîæèòåëè îáðàçóþò ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû U , îñòàëüíûå ýëåìåíòû êîòî-

ðîé ðàâíû åäèíèöàì. Òîãäà áóäåì èìåòü ðàâåíñòâî per (A) = det (C ◦ U) =

det (A ◦ X ◦ U) = det (A ◦ Z). Ïîñòðîèëè ìàòðèöó Z ∈ Mn(±1), êîòîðàÿ
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êîíâåðòèðóåò ìàòðèöó A. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 3.2.30. Âïîëíå íåðàçëîæèìîñòü ìàòðèöûA ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí-

íûì óñëîâèåì â òåîðåìå 3.2.29. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü p > 3 è n äîñòàòî÷-

íî áîëüøîå, ÷òîáû n ≥ (p − 3) log(n − 1)(p − 1) + 2. Âîçüìåì â êà÷åñòâå

ìàòðèöû A ïîëó÷åííóþ èç ìàòðèöû J3 ⊕ In−3 çàìåíîé âñåõ ýëåìåíòîâ âû-

øå ãëàâíîé äèàãîíàëè íà åäèíèöû. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ëà-

ïëàñà ðàçëîæåíèÿ ïî ïîñëåäíåé ñòðîêå ê ïîëó÷åííîé ìàòðèöå, ïîëó÷èì, ÷òî

per (A) = per (J3) = 6 6= 0, òàê êàê õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ðàâíà p > 3. Òàêèì

îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2.29, êðîìå âïîëíå íåðàçëîæèìî-

ñòè ìàòðèöû A. Ïîñòðîåííàÿ ìàòðèöà A áóäåò êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà êîíâåðòèðóåìà ìàòðèöà J3. Èç ëåììû 3.2.13 ñëåäóåò, ÷òî ìàò-

ðèöà J3 íåêîíâåðòèðóåìà äëÿ ëþáîãî ïîëÿ õàðàêòåðèñòèêè p > 3, à çíà÷èò

íåêîíâåðòèðóåìà ïîñòðîåííàÿ ìàòðèöà A.

Ïðèìåð 3.2.31. Òåîðåìà 3.2.29 ïîçâîëÿåò äîêàçàòü êîíâåðòèðóåìîñòü íåêî-

òîðûõ ìàòðèö. Íàïðèìåð, äàíà âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà A ∈M14(F5),

â êîòîðîé ñóùåñòâóåò ñòðîêà è ñòîëáåö áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Òàê êàê

M = 2 log(13 · 4) + 2 < 14, òî ïî òåîðåìå 3.2.29 ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Ñëåäñòâèå 3.2.32. Ïóñòü A ∈ Mn(Fp) çàïîëíåíà íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè,

ãäå p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî è n óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

n ≥ (p− 3) log(n− 1)(p− 1) + 2.

Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ áó-

äåò âïîëíå íåðàçëîæèìîé. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

n ≥ (p− 3) log(n− 1)(p− 1) + 2 > 2p− 6.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2.29 è ìàòðèöà A êîí-

âåðòèðóåìà. �

Ñëåäñòâèå 3.2.33. Ïóñòü A ∈ Mn(Fp) � ÷àñòè÷íî ðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà,

ïåðåñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíàÿ áëî÷íîé âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå ñ âïîëíå

íåðàçëîæèìûìè áëîêàìè A1, . . . , Ak íà ãëàâíîé äèàãîíàëè, îäèí èç êîòîðûõ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.2.29. Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî áëîê

A1 óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì òåîðåìû 3.2.29. Òîãäà, ñîãëàñíî äîêàçàòåëü-

ñòâó òåîðåìû 3.2.29, äëÿ ëþáîãî r ∈ Fp ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Xr ∈ Mk1(±1)

òàêàÿ, ÷òî det (A1◦Xr) = r. Òàê êàê áëîêè Ai âïîëíå íåðàçëîæèìû, òî â êàæ-

äîì èç íèõ ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü. Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.27

äëÿ êàæäîãî èç áëîêîâ A2, . . . , Ak ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Yi ∈ Mki(±1) òàêàÿ,

÷òî det (Ai ◦ Yi) 6= 0 ïðè i = 2, . . . , k. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü

det (A′) = det (A1 ◦Xr)
k∏
i=2

det (Ai ◦ Yi)

ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå, òàê êàê ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ìîæåò ïðè-

íèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå â ïîëå, à îñòàëüíûå ñîìíîæèòåëè íå ðàâíû íóëþ.

Îñòàåòñÿ ïîäîáðàòü òðåáóåìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà r.

Åñëè ñðåäè áëîêîâ åñòü íóëåâîé, òî â ìàòðèöå íå ñóùåñòâóåò îáîáùåííîé

äèàãîíàëè áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à çíà÷èò per (A) = det (A) = 0. �

Ðàññìîòðèì åùå îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíâåðòàöèè ìàòðèöû íàä êî-

íå÷íûì ïîëåì ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 3.2.34. Ïóñòü A ∈ Mn(Fp), ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïóñòü â êàêîé-

ëèáî ñòðîêå ìàòðèöûA ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå (p−1)-ãî ñóùåñòâåííî íåíóëåâûõ

â ñìûñëå îïðåäåëèòåëÿ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ïåð-

âîé ñòðîêå ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå (p−1) ñóùåñòâåííî íåíóëåâûõ â ñìûñëå îïðå-

äåëèòåëÿ ýëåìåíòîâ. Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A ïî ïåðâîé ñòðîêå:

det (A) =
n∑
i=1

(−1)i+1a1idet (A(1|i)) (3.13)

Â ñóììå (3.13) íå ìåíåå (p−1)-ãî íåíóëåâîãî ñëàãàåìîãî. Ïî ñëåäñòâèþ 3.2.22 â

ïðàâîé ÷àñòè (3.13) ìîæíî óìíîæèòü ÷àñòü ñëàãàåìûõ íà ìèíóñ îäèí òàê, ÷òî-

áû ïîëó÷èòü ëþáîé íàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî èç Fp, â ÷àñòíîñòè P = per (A).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàòðèöó X ∈Mn(±1), ãäå ìèíóñ åäèíèöû ñòîÿò òîëüêî â

ïåðâîé ñòðîêå íà ìåñòàõ ñ òåìè íîìåðàìè, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ïîìåíÿòü

çíàê â ñóììå (3.13). Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:

det (A ◦X) =
n∑
i=1

(−1)i+1x1ia1idet (A(1|i) ◦X(1|i)) =

n∑
i=1

(−1)i+1x1ia1idet (A(1|i)) = P = per (A)

Ïîñòðîåííàÿ ìàòðèöà X êîíâåðòèðóåò ìàòðèöó A. �

Çàìå÷àíèå 3.2.35. Òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ (p − 1)-ãî ýëåìåíòà ñóùå-

ñòâåííî íå ðàâíîãî íóëþ â ñìûñëå îïåðåäåëèòåëÿ âåðîÿòíî ÿâëÿåòñÿ èçëèø-

íèì è ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà ñóùåñòâîâàíèå (p− 1)-ãî ñóùåñòâåííîãî ýëå-

ìåíòà â îäíîì ñòðîêå (ñòîëáöå) ìàòðèöû A ∈Mn(Fp).

3.3 Òåíçîð ïåðìàíåíòà è åãî ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Ïóñòü e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ëèíåéíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà Vn = Fnq . Ïóñòü A ∈ Mk,n(Fq), ãäå k < n. Ðàññìîòðèì (n − k)-

ìåðíûé êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð TA = T
i1,...,in−k
A çàäàííûé íà ïðîñòðàíñòâå

V n−k
n = Vn ⊗ . . .⊗ Vn︸ ︷︷ ︸

n−k ðàç

. Çàäàäèì êîìïîíåíòû òåíçîðà â áàçèñå e1, . . . , en ïî
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ïðàâèëó:

T
i1,...,in−k
A =


per (A(|i1, . . . , in−k)), åñëè âñå i1, . . . , in−k ðàçëè÷íû

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òåíçîð TA áóäåì íàçûâàòü òåíçîðîì ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A. Â ñëó÷àå, åñëè

k = 1, ìàòðèöà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê âåêòîð A ∈M1,n(Fq) = Fnq , è ìû

áóäåì íàçûâàòü TA òåíçîðîì âåêòîðà A.

Ëåììà 3.3.2. Ïóñòü çàäàí âåêòîð a ∈ Fnq . Òîãäà Ta ≡ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà a ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a = 0, òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî T
i1,...,in−1
a = 0 äëÿ âñåõ

íàáîðîâ i1, . . . , in−1. Íàîáîðîò, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ i, 1 ≤ i ≤ n, ÷òî

ai 6= 0, òî äëÿ

{i1, . . . , in−1} = {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n}

èìååì T
i1,...,in−1
a = ai 6= 0, à çíà÷èò T 6≡ 0. �

Ëåììà 3.3.3. Ïóñòü çàäàíû ìàòðèöà A ∈ Mk,n(Fq) è òåíçîð TA. Òåíçîð TA

ñèììåòðè÷åí, òî åñòü äëÿ ëþáîãî íàáîðà i1, . . . , in−k è ëþáîé ïåðåñòàíîâêè

σ ∈ Sn−k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî: T i1,...,in−kA = T
iσ(1),...,iσ(n−k)
A .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå

ëåììû äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðàíñïîçèöèè.

Åñëè ñðåäè i1, . . . , in−k åñòü îäèíàêîâûå èíäåêñû, òî ïî îïðåäåëåíèþ êîì-

ïîíåíò òåíçîðà TA èìååì T
i1,...,in−k
A = 0. Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ñðåäè

íèõ ïî-ïðåæíåìó îñòàíóòñÿ îäèíàêîâûå, à çíà÷èò

T
i1,...,in−k
A = 0 = T

iσ(1),...,iσ(n−k)
A .
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i1, . . . , in−k ðàçëè÷íû. Òîãäà

T
i1,...,in−k
A = per (A(|i1, . . . , in−k)). Òàê êàê ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå âû÷åð-

êèâàåìûõ ñòîëáöîâ âûðàæåíèå per (A(|i1, . . . , in−k)) íå èçìåíÿåòñÿ, òî äëÿ

ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ∈ Sn−k èìååì ðàâåíñòâî

T
i1,...,in−k
A = per (A(|i1, . . . , in−k)) =

per (A(|iσ(1), . . . , iσ(n−k))) = T
iσ(1),...,iσ(n−k)
A ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Îïðåäåëåíèå 3.3.4. Ïóñòü a = (a1, . . . , an) ∈ Fnq � âåêòîð ñ n êîìïîíåíòàìè.

Ïóñòü A ∈Mk,n(Fq), TA îáîçíà÷àåò òåíçîð ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A. Ñâåðòêîé

òåíçîðà TA è âåêòîðà a íàçûâàåòñÿ òåíçîð T = TA ◦ a, êîìïîíåíòû êîòîðîãî

çàäàíû ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

T
i1,...,in−k−1

=
n∑
j=1

T i1,...,in−k−1,j · aj.

Ëåììà 3.3.5. Ïóñòü B ∈M(k+1),n(Fq), âåêòîð a ðàâåí ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû

B è A = B(1|) ∈Mk,n(Fq), ãäå k < n. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

TB = TA ◦ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïîêîìïîíåíòíîå ðàâåíñòâî TB è TA ◦ a. Ïî

îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè ñâåðòêè èìååì:

(TA ◦ a)i1,...,in−k−1 =
n∑
j=1

T
i1,...,in−k−1,j
A · aj.

Åñëè ñðåäè èíäåêñîâ i1, . . . , in−k−1 åñòü îäèíàêîâûå, òî ïî îïðåäåëåíèþ òåí-

çîðà ïåðìàíåíòà èìååì ðàâåíñòâà

T
i1,...,in−k−1

B = 0 T
i1,...,in−k−1,j
A = 0
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äëÿ ëþáîãî j, à çíà÷èò (TA ◦ a)i1,...,in−k−1 = 0, òî åñòü ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èíäåêñû i1, . . . , in−k−1 ðàçëè÷-

íû. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ïåðìàíåíòà, èìååò ñìûñë ó÷èòûâàòü òîëüêî

òå ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòû i1, . . . , in−k−1, j ðàçëè÷íû, îñòàëü-

íûå ñëàãàåìûå âíîñÿò íóëåâîé âêëàä â ñóììó. Èòîãî èìååì:

(TA ◦ a)i1,...,in−k−1 =
n∑
j=1

T
i1,...,in−k−1,j
A · aj =

=
∑

j∈[1,n]\[i1,...,in−k−1]

per (A(|i1, . . . , in−k−1, j))aj =

(ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî A � ïîäìàòðèöà B, îáðàçîâàííàÿ âñåìè ñòðîêà-

ìè, êðîìå ïåðâîé)

=
∑

j∈[1,n]\[i1,...,in−k−1]

per (B(1|i1, . . . , in−k−1, j))aj =

= per (B(|i1, . . . , in−k−1)) = T
i1,...,in−k−1

B ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Òåîðåìà 3.3.6. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Mn(Fq) ïðåäñòàâëåíà êàê íàáîð ñòðîê

a1, . . . , an. Òîãäà äëÿ ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

per (A) = (...(Tan ◦ an−1) ◦ an−2 . . .) ◦ a1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì TA(1,...,n−1|) = Tan. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè-

ìåíÿÿ ëåììó 3.3.5 äëÿ ñâåðòêè âèäà TA(1,...,k|) ◦ ak, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåí-

ñòâî:

TA(|) = (...(TA(1,...,n−1|) ◦ an−1) ◦ an−2 . . .) ◦ a1. (3.14)

�

108



3.4 Áèåêòèâíàÿ êîíâåðòàöèÿ

3.4.1 Îöåíêà ÷èñëà ìàòðèö ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

T : Mn(Fq)→Mn(Fq)

îñóùåñòâëÿåò áèåêòèâíóþ êîíâåðòàöèþ ïåðìàíåíòà â îïðåäåëèòåëü, åñëè äëÿ

ëþáîé ìàòðèöû A ∈Mn(Fq) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

per (A) = det (T (A)).

Îáîçíà÷åíèå 3.4.2. Ïóñòü Mn(Fq) � ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàç-

ìåðà n íàä ïîëåì Fq. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà X ⊂ Mn(Fq) ââåäåì ñëåäóþùèå

ôóíêöèè:

1. P (X) = |{A ∈ X : per (A) = 0}|

2. D(X) = |{A ∈ X : det (A) = 0}|

Çàìå÷àíèå 3.4.3. ×èñëà P (Mn(Fq)) è D(Mn(Fq)) ðàâíû ìîùíîñòè ÿäåð

ôóíêöèé ïåðìàíåíòà è îïðåäåëèòåëÿ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö íàä êîíå÷íûì

ïîëåì Fq.

Ëåììà 3.4.4 (Àðòèí, [1]). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ýëå-

ìåíòîâ â ÿäðå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû èç Mn(Fq):

D(Mn(Fq)) = qn
2 −

n∏
k=1

(qn − qk−1).

Çàìå÷àíèå 3.4.5. Âîïðîñ ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè P (Mn(Fq)) íà ñåãî-

äíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì (ñì., íàïðèìåð, [17]).
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Ëåììà 3.4.6. Ïóñòü TA � òåíçîð ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A ∈Mk,n(Fq). Ïóñòü

òåíçîð TA 6≡ 0, òî åñòü ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó

T
i1,...,in−k
A . Òîãäà ñóùåñòâóåò qk(qn−k − 1) ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ a ∈ F n

q òàêèõ,

÷òî R = TA ◦ a 6≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T 1,...,n−k
A 6= 0.

2. Áóäåì èñêàòü âåêòîðû a ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì ïîñëåäíèå k êîìïîíåíò âåêòîðà a (âñåãî qk ñïîñîáîâ) è ïîêàæåì, ÷òî

äëÿ êàæäîãî òàêîãî âûáîðà ñóùåñòâóåò íå ìåíåå qn−k − 1 âîçìîæíîñòåé âû-

áîðà îñòàëüíûõ n − k êîìïîíåíò, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå R îòëè÷íî îò íóëÿ,

òî åñòü ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïîñëåäíèõ k êîìïîíåíòàõ âåêòîðà, íå áîëåå îä-

íîãî íàáîðà ïåðâûõ êîìïîíåíò äàåò íóëåâîå çíà÷åíèå òåíçîðà R. Äëÿ ýòîãî

îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü (n−k) îñòàâøèõñÿ êîîðäèíàò âåêòîðà

a, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå R = 0.

3. Ðàâåíñòâî òåíçîðà R íóëþ îçíà÷àåò, ÷òî Rj1,...,jn−k−1 = 0 äëÿ ëþáîãî

íàáîðà j1, . . . , jn−k−1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

R1,...,n−k−1 = 0, R2,...,n−k = 0, R3,...,n−k,1 = 0, . . . , Rn−k,1,...,n−k−2 = 0,

ãäå êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ êîìïîíåíòà ïîëó÷åíà öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì êîîðäè-

íàò 1, . . . , n− k è çà÷åðêèâàíèåì òîé, êîòîðàÿ ïîëó÷èëàñü ïîñëåäíåé.

4. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà ñèñòåìà èç n − k óðàâíåíèé íà íåèçâåñòíûå

êîîðäèíàòû a1, . . . , an−k:
R1,...,n−k−1 = 0

R2,...,n−k = 0

Rl,...,n−k−1,1,...,l−2 = 0, l = 3, . . . , n− k.
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Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèåì äëÿ ðàâåíñòâà R = 0,

íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûì.

5. Ïåðåïèøåì ïîñëåäíþþ ñèñòåìó, âûðàæàÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà R ÷åðåç

êîìïîíåíòû òåíçîðà T è âåêòîðà a ïî ïðàâèëàì ñâåðòêè:

R1,...,n−k−1 =
n∑
j=1

T 1,...,n−k−1,j
A · aj; R2,...,n−k =

n∑
j=1

T 2,...,n−k,j
A · aj;

Rl,...,n−k−1,1,...,l−2 =
n∑
j=1

T l,...,n−k,1,...,l−2,jA · aj, l = 3, . . . , n− k.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè

ðàâíû íóëþ, èìååì:

T 1,...,n−k
A an−k +

n∑
j=n−k+1

T 1,...,n−k−1,j
A aj = 0

T 2,...,n−k,1
A a1 +

n∑
j=n−k+1

T 2,...,n−k,j
A aj = 0

T l,...,n−k,1,...,l−1A al−1 +
n∑

j=n−k+1

T l,...,n−k,1,...,l−2,jA aj = 0, l = 3, . . . , n− k.

(3.15)

6. Êîìïîíåíòû an−k+1, . . . , an âåêòîðà a ôèêñèðîâàíû, çíà÷èò
n∑

j=n−k+1

T 1,...,n−k−1,j
A aj = C1, ãäå C1 ∈ Fq � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ

îò èñêîìûõ âåëè÷èí a1, . . . , an−k. Àíàëîãè÷íî,
n∑

j=n−k+1

T l,...,n−k,1,...,l−2,jA aj =

Cl ∈ Fq � êîíñòàíòà äëÿ êàæäîãî l = 2, . . . , n− k.

7. Ñîãëàñíî ëåììå 3.3.3 òåíçîð T ñèììåòðè÷åí, à çíà÷èò èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî êîìïîíåíò:

T 1,...,n−k = T l,...,n−k,1,...,l−1 = D , l = 2, . . . , n− k,

ãäå D ∈ Fq � êîíñòàíòà, ïðè÷åì D 6= 0 ñîãëàñíî èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

ëåììû.

8. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåíîñÿ êîíñòàíòû Ci, i = 1, . . . , n−k, â ïðàâóþ ÷àñòü,
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ñèñòåìó (3.15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
D 0 . . . 0

0 D . . . ...

... . . . . . . 0

0 . . . 0 D




an−k

. . .

. . .

a1

 =


C1

. . .

. . .

Cn−k

 (3.16)

9. Òàê êàê D îòëè÷íî îò 0, ñèñòåìà (3.16) èìååò íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó

êîýôôèöèåíòîâ, à çíà÷èò èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

10. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà an−k+1, . . . , an

âñåãî îäèí íàáîð êîîðäèíàò a1, . . . , an−k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

R1,...,n−k−1 = . . . = Rn−k,1,...,n−k−3 = 0,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ òîæäåñòâà R ≡ 0.

11. Òîãäà ñóùåñòâóåò íå ìåíåå qk(qn−k − 1) íàáîðîâ òàêèõ, ÷òî R 6≡ 0, ÷òî

è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Çàìå÷àíèå 3.4.7. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ïîñëåäíåé ëåììå íå áûëî íàé-

äåíî òî÷íîå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ a, à áûëà äîêàçàíà ëèøü íèæíÿÿ îöåíêà.

Ëåììà 3.4.8. Ïóñòü Ta � òåíçîð âåêòîðà a = (1, . . . , 1) ∈ Fnq , n ≥ 3. Òîãäà

êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ b ∈ Fnq òàêèõ, ÷òî R = Ta ◦ b 6= 0, ðàâíÿåòñÿ qn − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñïîñîá âû-

áðàòü âåêòîð b òàêîé, ÷òî R = 0. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì óñëîâèå R = 0 â âèäå

ñèñòåìû óðàâíåíèé íà íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû âåêòîðà b è îïðåäåëèì

÷èñëî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû.

1. Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ óñëîâèé R1,...,n−2 = R1,...,n−3,n−1 = R1,...,n−3,n = 0.

Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

per

bn−1 bn

1 1

 = 0; per

bn−2 bn

1 1

 = 0; per

bn−2 bn−1

1 1

 = 0.
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Ïîëó÷èâøóþñÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:
bn−1 + bn = 0

bn−2 + bn = 0

bn−2 + bn−1 = 0.

Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå bn−2 = bn−1 = bn = 0. Çàìå-

òèì, ÷òî èìåííî çäåñü âîçíèêàåò ðàçëè÷èå ìåæäó îïðåäåëåòåëåì è ïåðìàíåí-

òîì, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëèòåëÿ èìåëà

áû íåñêîëüêî ðåøåíèé.

2. ×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî bk = 0, k = 1, . . . , n − 3, ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà

R1,...,k−1,k+1,...,n−1 = 0, êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ñèëó óñëîâèÿ R = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

R1,...,k−1,k+1,...,n−1 = per

bk bn

1 1

 =

bk 0

1 1

 = bk = 0, ãäå k = 1, . . . , n− 3.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé âåêòîð b = (0, . . . , 0) òàêîé, ÷òî

R = Ta ◦ b = 0, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò (qn − 1) âåêòîðîâ b òàêèõ, ÷òî R 6= 0. �

Òåîðåìà 3.4.9. Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, õàðàêòåðèñòèêà

êîòîðîãî áîëüøå 2. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî: D(Mn(Fq)) ≥ P (Mn(Fq)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñíèçó êîëè÷åñòâî ìàòðèö ñ íåíóëåâûì ïåð-

ìàíåíòîì. Ïðè ôèêñèðîâàííîì n áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k

ñòðîê äëèíû n, ÷òî ñóùåñòâóåò íå ìåíåå

k∏
j=1

(qn − qj−1) (3.17)

ìàòðèö èç Mk,n(Fq), òåíçîð ïåðìàíåíòà êîòîðûõ íåíóëåâîé. Òîãäà ïðè n = k

ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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1. Áàçà èíäóêöèè. Ñóùåñòâóåò (qn−1) ñïîñîáîâ âûáðàòü íåíóëåâóþ ñòðîêó.

Ïî ëåììå 3.3.2 òåíçîð ïåðìàíåíòà êàæäîé èç ýòèõ ñòðîê îòëè÷åí îò íóëÿ.

2. Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ k× n-ìàòðèö óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 3.4.6, ñóùåñòâóåò qk(qn−k − 1) = qn − qk

ñïîñîáîâ äîïîëíèòü êàæäóþ èç èìåþùèõñÿ
k∏
j=1

(qn − qj−1) ìàòðèö åùå îäíîé

ñòðîêîé òàê, ÷òîáû òåíçîð ïåðìàíåíòà ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöû áûë îòëè÷åí

îò íóëÿ, òî åñòü âñåãî ñóùåñòâóåò
k∏
j=1

(qn− qj−1)(qn− qk) =
k+1∏
j=1

(qn− qj−1), ÷òî

äîêàçûâàåò ôîðìóëó 3.17.

3. Ïî òåîðåìå 3.3.6 ïðè k = n òåíçîð ïåðìàíåíòà � ýòî ñêàëÿð, ðàâíûé

ïåðìàíåíòó ïîëó÷åííîé ìàòðèöû. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèëè íå ìåíåå

n∏
k=1

(qn − qk−1)

ðàçëè÷íûõ ìàòðèö, ñ íåíóëåâûì ïåðìàíåíòîì. Ïî ëåììå 3.4.4 ïîëó÷àåì íåðà-

âåíñòâî:

P (Mn) ≤ qn
2

n∏
k=1

(qn − qk−1) = D(Mn).

�

Òåîðåìà 3.4.10. Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, õàðàêòåðèñòèêà

êîòîðîãî áîëüøå 2. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

D(Mn(Fq)) > P (Mn(Fq)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 3.4.8, åñëè â ïðåäûäóùåì äîêàçà-

òåëüñòâå â êà÷åñòâå ïåðâîé ñòðîêè ñòðîÿùåéñÿ ìàòðèöû âûáðàòü âåêòîð

a = (1, . . . , 1), òî ñóùåñòâóåò qn − 1 ñïîñîá âûáðàòü âòîðóþ ñòðîêó òàê, ÷òî

òåíçîð ïåðìàíåíòà ïîëó÷èâøåéñÿ 2× n ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ. Òàêèì îá-

ðàçîì, êîëè÷åñòâî ìàòðèö ñ íåíóëåâûì ïåðìàíåíòîì îöåíèâàåòñÿ ñíèçó ñëå-
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äóþùèì âûðàæåíèåì:

qn
2 − P (Mn) ≥ (qn − 2)

n∏
k=2

(qn − qk−1) + (qn − 1)
n∏
k=3

(qn − qk−1) =

= ((qn − 2)(qn − q) + (qn − 1))
n∏
k=3

(qn − qk−1) >

> (qn − 1)(qn − q)
n∏
k=3

(qn − qk−1) = qn
2 −D(Mn)

Çäåñü âòîðîå ñëàãàåìîå îòâå÷àåò òåì ìàòðèöàì ñ íåíóëåâûì ïåðìàíåíòîì, ó

êîòîðûõ ïåðâàÿ ñòðîêà åñòü âåêòîð a = (1, . . . , 1), à ïåðâîå ñëàãàåìîå � âñåì

îñòàëüíûì ìàòðèöàì ñ íåíóëåâûì ïåðìàíåíòîì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñòðîãîå íåðàâåíñòâî D(Mn(Fq)) > P (Mn(Fq)).

�

Îöåíèì ðàçíèöó ìåæäó ÷èñëîì ìàòðèö ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì è íåíóëå-

âûì îïðåäåëèòåëåì.

Òåîðåìà 3.4.11. Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, õàðàêòåðèñòèêà

êîòîðîãî áîëüøå 2. Òîãäà

D(Mn(Fq))− P (Mn(Fq)) ≥ (q − 1)
n∏
k=3

(qn − qk−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.4.10 ñëåäóåò, ÷òî

D(Mn(Fq))− P (Mn(Fq)) ≥

≥ (qn − 2)
n∏
k=2

(qn − qk−1) + (qn − 1)
n∏
k=3

(qn − qk−1)−
n∏
k=1

(qn − qk−1) =

= (q − 1)
n∏
k=3

(qn − qk−1).

�
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3.4.2 Îòñóòñòâèå áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ, êîíâåðòèðóþùåãî

ïåðìàíåíò â îïðåäåëèòåëü

Òåîðåìà 3.4.12. Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, char (Fq) = p ≥

3, Mn(Fq) � êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ãäå n ≥ 3. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò

áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ

G : Mn(Fq)→Mn(Fq),

òàêîãî, ÷òî per (A) = det (G(A)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êîëè÷åñòâî ìàòðèö â Mn(Fq) êîíå÷íî, òî

íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ G ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî D(Mn(Fq)) =

P (Mn(Fq)). Ïî òåîðåìå 3.4.10 ýòî ðàâåíñòâî íå äîñòèãàåòñÿ, à çíà÷èò óêàçàí-

íîãî G íå ñóùåñòâóåò. �

Çàìå÷àíèå 3.4.13. Êîíêðåòíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïåðìàíåíòà ïðè n = 3, 4 è

ñðàâíåíèå ñ ðàíåå ïîëó÷åííûìè îöåíêàìè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëó÷åííûå îöåí-

êè:

1. Ñîãëàñóþòñÿ ñ îöåíêàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàáîòå [17].

2. Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äàæå ïî ïîðÿäêó è

ìîæåò äàëåå óëó÷øàòüñÿ.

Çàìå÷àíèå 3.4.14. Â òåîðåìå 3.2.11 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà

A ∈ Mn(F3) êîíâåðòèðóåìà. Ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 3.4.12 ãîâîðèò î òîì,

÷òî íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîé ìàòðèöû X ∈Mn(±1), êîòîðàÿ áû êîíâåð-

òèðîâàëà ëþáóþ ìàòðèöó A ∈Mn(F3).
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