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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Äèññåðòàöèÿ âûïîëíåíà íà òåìó èç ðàçäåëà òåîðèè ìàòðèö ëèíåéíîé àë-
ãåáðû. Èçó÷àþòñÿ îòîáðàæåíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö, ïîçâîëÿþùèå ïå-
ðåéòè îò âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû.

Âïåðâûå ïåðìàíåíò, êàê êëàññ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, áûë íåçàâèñè-
ìî ââåäåí Êîøè1 è Áèíå2. Òåðìèí �ïåðìàíåíò� äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö áûë
ââåäåí Ìþèðîì3. Êðîìå òîãî, Ìþèð äîêàçàë áàçîâûå ñâîéñòâà ïåðìàíåíòà
ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëèòåëåì, âïåðâûå èññëåäóÿ ýòè ïîíÿòèÿ êàê ðîäñòâåí-
íûå. Â ðàáîòàõ Ëèòëâóäà4 è Ëèòëâóäà, Ðè÷àðäñîíà5 ïîíÿòèÿ ïåðìàíåíòà è
îïðåäåëèòåëÿ áûëè îáîáùåíû äî èììàíàíòà, â êîòîðîì ñëàãàåìûå áåðóòñÿ
ñ êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì çíà÷åíèþ ôèêñèðîâàííîãî õàðàêòåðà íà ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêå.

Ïîëüçóÿñü ôîðìàëüíûì ñõîäñòâîì ôóíêöèé ïåðìàíåíòà è îïðåäåëèòåëÿ,
Ïîëèà6 ïðåäëîæèë âû÷èñëÿòü ïåðìàíåíò ìàòðèöû, óìíîæàÿ ÷àñòü ýëåìåíòîâ
íà ìèíóñ îäèí è ïåðåõîäÿ ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ, òàêèì îáðàçîì, êîí-
âåðòèðóÿ ìàòðèöó. Çàäà÷à ïðîâåðêè êîíâåðòèðóåìîñòè ñëó÷àéíîé ìàòðèöû
èçâåñòíà êàê ïðîáëåìà Ïîëèà.

Êîíâåðòèðóåìîñòü íàèáîëåå õîðîøî èçó÷åíà äëÿ (0,1)-ìàòðèö. Â ðàáî-
òàõ Ñåãå7, Ãèáñîíà8 ïîëó÷åíû ïðèìåðû êîíâåðòèðóåìûõ è íåêîíâåðòèðóåìûõ
ìàòðèö è äîêàçàíû íåêîòîðûå óñëîâèÿ, çàïðåùàþùèå êîíâåðòàöèþ. Êðîìå
òîãî, â ðàáîòàõ öåëîãî ðÿäà àâòîðîâ9 10 11 ìàòðè÷íûìè ìåòîäàìè ïîëó÷åíû
íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîíâåðòèðóåìîñòè (0,1)-ìàòðèö.

1A. L. Cauchy. M�emorire sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs �egales et
de signes conraires par suite des transpositions op�er�ees entre les variables qu'elles renferment.
// J. de l'�Ec. Polyt., 10:29-119, 1812.

2J.P.M. Binet. M�emoire sur un syst�eme de formules analytiques, et. leur application �a des
consid�erations g�eometriques. // J. de l'�Ec. Polyt., 10:29-119, 1812.

3T. Muir. On a class of symmetric permanent functions. // Proc. Roy. Soc. Edinburg, 11:409-
418, 1882.

4D.E. Littlewood. The Theory of Group Characters and Matrix Representations of Groups
(2nd ed.). // Oxford Univ. Press, 1950.

5D.E. Littlewood, A.R. Richardson. Group characters and algebras. // Phil. Trans. R. Soc.
Lond. A, 233:99-141, 1934.

6G. P�olya. Aufgabe 424. // Arch. Math. Phys., 20(3):271, 1913.
7G. Szeg�o. L�osungzu. // Arch. Math. Phys., 21:291-292, 1913.
8P. M. Gibson. Conversion of the Permanent into the Determinant. // Proc.Amer.Math.Soc.,

27:471-476, 1976.
9Â.Å. Òàðàêàíîâ, Ð.À. Çàòîðñêèé. Î ñâÿçè äåòåðìèíàíòîâ ñ ïåðìàíåíòàìè. // Ìàò. çà-

ìåòêè, 85(2):292-299, 2009.
10À. Ãóòåðìàí, Ã. Äîëèíàð, Á. Êóçüìà. Áàðüåðû Ãèáñîíà äëÿ ïðîáëåìû Ïîëèà. // Ôóí-

äàìåíò. è ïðèêë. ìàòåì., 16(8):73-76, 2010.
11À. Ãóòåðìàí, Ã. Äîëèíàð, Á. Êóçüìà. Ïðîáëåìà Ïîëèà î êîíâåðòèðóåìîñòè äëÿ ñèì-

ìåòðè÷åñêèõ ìàòðèö. // Ìàò. çàìåòêè, 92(5):684-698, 2012.
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Çíàêîâîé ñõåìîé ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà sign(A), â êîòîðîé âñå
ýëåìåíòû çàìåíåíû íà èõ çíàê. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ çíàêîâî íåâûðîæäåí-
íîé, åñëè ëþáàÿ ìàòðèöà ñ àíàëîãè÷íîé çíàêîâîé ñõåìîé îáðàòèìà. Áðóàëäè è
Øåéäåð12 äîêàçàëè, ÷òî âîïðîñ î êîíâåðòàöèè (0,1)-ìàòðèöû A ýêâèâàëåíòåí
âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè çíàêîâî íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû ñ òåì æå ðàñïî-
ëîæåíèåì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíâåðòèðóåìà
ìàòðèöà A′, ïîëó÷åííàÿ èç A çàìåíîé âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà åäèíè÷-
íûå. Çíàêîâàÿ íåâûðîæäåííîñòü ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì çíàêîâîé ðàçðåøèìîñòè
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðîå ïðèìåíèìî â çàäà÷àõ ñòàòèñòèêè è ïðî-
ãíîçèðîâàíèÿ13.

Ïî (0,1)-ìàòðèöå A ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðàô G = (U, V ) òàêîé, ÷òî
ðåáðî (ui, vj) ïðèíàäëåæèò G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà aij = 1. Ëèòòë14

óñòàíîâèë, ÷òî ïðîáëåìà Ïîëèà î êîíâåðòàöèè (0,1)-ìàòðèöû A àëãîðèòìè-
÷åñêè ýêâèâàëåíòà çàäà÷å î ñóùåñòâîâàíèè ïôàôôèàííîâîé îðèåíòàöèè äâó-
äîëüíîãî ãðàôà G.

Âàçèðàíè è ßíàêàêèñ15 äîêàçàëè, ÷òî ïðîáëåìà Ïîëèà äëÿ (0,1)-ìàòðèö
ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîèñêà öèêëà ÷åòíîé äëèíû â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå è
çàäà÷å î ïðîâåðêå ðàâåíñòâà per (A) = det (A) äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.
Ðàçâèòèå òåîðèè ãðàôîâ ïðèâåëî ê ïîñòðîåíèþ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ
äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ ïôàôôèàííîâîé îðèåíòàöèè16 17 äâóäîëüíîãî
ãðàôà G, è, êàê ñëåäñòâèå, ïðîâåðêè êîíâåðòèðóåìîñòè (0, 1)-ìàòðèö.

Âàæíóþ ðîëü ïåðìàíåíò èãðàåò è â òåîðèè ñëîæíîñòè, òàê êàê ðåàëèçó-
åò ÷èñëî ðåøåíèé ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷. Îäíèì èç ìèíèìàëüíûõ ïî
ñëîæíîñòè (èç èçâåñòíûõ) ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà, ïðåä-
ëîæåííûé Ðàéçåðîì18. Àëãîðèòì Ðàéçåðà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæ-
íîñòü. Áîëåå òîãî, êëàññè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò Âàëèàíòà19, êîòîðûé ïî-
êàçàë, ÷òî âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòà (0,1)-ìàòðèöû ëåæèò â êëàññå #-P ñëîæ-
íûõ çàäà÷20.

12R. A. Brualdi, B. L. Shader. On Sing-Nonsigular Matrices and the Conversion of the
Permanent into the Determinant. // DIMACS Ser. in Discrete Math. and Theoret. Comput.
Sci., 4:117-134, 1991.

13R. A. Brualdi, B. L. Shader. Matrices of sing-solvable linear systems. // Cambridge Univ.
Press, 1995.

14C. H. C. Little. A characterization of convertible (0; 1)-matrices. // J. Combin. Theory Ser.
B, 18:187-208, 1975.

15V. V. Vazirani and M. Yannakakis. Pfa�an orientations, 0-1 permanents, and even cycles
in directed graphs. // Discrete Appl. Math., 25:179-190, 1989.

16W. McCuaig. P�olya's permanent problem. // Elec. J. of Comb., 11:1-83, 2004.
17N. Robertson, P. D. Seymour, R. Thomas. Permanents, Pfa�an orientations, and even

derected circuits. // Anals of Mathematics, 150:925-975, 1999.
18Õ. Ìèíê. Ïåðìàíåíòû. // Ìèð, Ì., 1982. (ãëàâà 7, ïóíêò 2)
19L. G. Valiant. The complexity of computing the permanent. // Theoret. Comput. Sci.,

8:189-201, 1979.
20L. Lov�asz, M. D. Plummer. Matching Theory. // Elsevier, Amsterdam, 1986.
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Öåëü ðàáîòû

Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâà êîíâåðòèðóåìîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö ïðè
âûïîëíåíèè ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé. Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ òåíçîðà ïåðìàíåíòà
è äîêàçàòåëüñòâî çàïðåòà íà ñóùåñòâîâàíèå áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé, ïåðå-
âîäÿùèõ ïåðìàíåíò â îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû â ñëó÷àå ìàòðèö íàä êîíå÷íûì
ïîëåì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû
àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñëåäóþùèå:

• Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè ñóììû
ìàòðèö è íåîáõîäèìîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.
Ïîëíîñòüþ îõàðàêòåðèçîâàíû âñå êîíâåðòèðóåìûå ìàòðèöû, ïîëó÷åí-
íûå êðîíåêåðîâûì ïðîèçâåäåíèåì.

• Ðåøåí ðÿä ïðîáëåì êîíâåðòèðóåìîñòè ïåðìàíåíòà (0,1)-ìàòðèö ñ íåêî-
òîðûìè ñïåöèàëüíûìè óñëîâèÿìè. Â òîì ÷èñëå:

� Ðåøåíà ïðîáëåìà î ñóùåñòâîâàíèè êîíâåðòèðóåìûõ è íåêîíâåðòè-
ðóåìûõ (0,1)-ìàòðèö ñ ÷èñëîì åäèíèö ìåæäó ãðàíèöàìè êîíâåðòà-
öèè.

� Íàéäåíî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî åäèíèö âî âïîëíå íåðàçëîæèìîé
íåêîíâåðòèðóåìîé (0,1)-ìàòðèöå.

• Äîêàçàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå çíàêîâîé êîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèöû
íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

• Èññëåäîâàí âîïðîñ î áèåêòèâíîé êîíâåðòàöèè äëÿ ìàòðèö íàä êîíå÷íûì
ïîëåì, â òîì ÷èñëå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

� Ââåäåí è èññëåäîâàí òåíçîð ïåðìàíåíòà è åãî ñâîéñòâà.

� Äîêàçàíî, ÷òî ìàòðèö íàä êîíå÷íûì ïîëåì F ñ char (F) > 2 ïîðÿä-
êà n ≥ 3 ñ íóëåâûì îïðåäåëèòåëåì áîëüøå, ÷åì ìàòðèö ñ íóëåâûì
ïåðìàíåíòîì.

� Äîêàçàíî íåñóùåñòâîâàíèå áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþ-
ùåãî çàìåíèòü âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòà íà âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòå-
ëÿ.

Îñíîâíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè è ðåçóëüòàòàìè ëèíåéíîé àëãåáðû, èñ-
ïîëüçóþòñÿ òàê æå êîìáèíàòîðíûå ìåòîäû, îðèåíòèðîâàííûå íà èññëåäîâà-
íèå ôóíêöèè ïåðìàíåíòà. Àâòîðîì ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ñ èñïîëüçîâàíèåì
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òåíçîðíîé òåõíèêè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îöåíêè
÷èñëà ìàòðèö ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðèè êîëåö, ëèíåéíîé àëãåáðû
è âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íåîäíîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ: íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå ñåìèíàðû ïî àëãåá-
ðå êàôåäðû Âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ, �Êîëüöà è ìîäóëè�, �Òåîðèÿ ìàòðèö�, ñå-
ìèíàðû êàôåäð Ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì è Äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé â 2011-2014 ãîäàõ.

Òàê æå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæ-
äóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

• XIX ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ �Ëîìîíîñîâ-2012�, Ìîñêâà, 2012.

• XXI ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ
ó÷åíûõ �Ëîìîíîñîâ-2014�, Ìîñêâà, 2014.

• 7îé ñèìïîçèóì ïî ëèíåéíîé àëãåáðå, Ëþáëÿíà, Ñëîâåíèÿ, 4-12 èþíÿ
2014.

• 10àÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî êîíå÷íûì ïîëÿì è èõ ïðèëîæå-
íèÿì, Ãåíò, Áåëüãèÿ, 11-15 èþëÿ 2011.

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû àâòîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ñåìè ðàáîòàõ,
ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â êîíöå àâòîðåôåðàòà [1-7].

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû,
ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ñïèñêà ïóáëèêàöèé àâòîðà. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñî-
ñòàâëÿåò 122 ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò 44 íàèìåíîâàíèÿ.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Ââåäåíèå. Âî ââåäåíèè èçëîæåíà êðàòêàÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, ïîêàçàíà àê-
òóàëüíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Ñôîðìóëèðîâàíû öåëü ðàáîòû è îñíîâ-
íûå ðåçóëüòàòû.
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Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âîïðîñà ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà êîíâåðòèðóå-
ìîñòè ìàòðèö ïðè âûïîëíåíèè ðàçëè÷íûõ îïåðàöèé íàä íèìè. Ïîä êîíâåð-
òèðóåìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ:

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ êîí-
âåðòèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈ Mn(±1) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî per (A) = det (A ◦X).

Îïåðàöèÿ �◦� îçíà÷àåò ïîýëåìåíòíîå óìíîæåíèå ìàòðèö.
Â ðàçäåëå 1.3 ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íåîòðè-

öàòåëüíûõ ìàòðèö. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû A ÷åðåç φ(A) îáîçíà÷åíà
ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A çàìåíîé âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ íà åäèíèöû.
Äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè ñóììû ìàò-
ðèö.

Òåîðåìà (1.3.12) Ïóñòü A,B � âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå êâàä-
ðàòíûå ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíûì ïåðìàíåíòîì. Òîãäà ìàòðèöà (A+B)
êîíâåðòèðóåìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò êîíâåðòè-
ðóåìàÿ ìàòðèöà C ∈Mn(0, 1) òàêàÿ, ÷òî φ(A) ≤ C è φ(B) ≤ C.

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö äîêàçàíî, ÷òî åñëè îäíà èç ìàòðèö íåêîíâåðòè-
ðóåìà, à ïåðìàíåíò âòîðîé îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïðîèçâåäåíèå íåêîíâåðòèðóå-
ìî. Òàêæå óñòàíîâëåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèö, êîãäà îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé êîíâåðòèðóåìîé
ìàòðèöåé. Íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé êîíâåðòèðóå-
ìîé, åñëè ïðè çàìåíå ëþáîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà íà ïîëîæèòåëüíûé ïîëó÷èòñÿ
íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà.

Ñëåäñòâèå (1.3.22) Ïóñòü A,B � íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, ãäå A
� ìàêñèìàëüíàÿ êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà, è ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ïåðå-
ñòàíîâîê P,Q òàêèå, ÷òî φ(B) ≥ P (Um,n + In)Q, m ≥ 3. Òîãäà ìàòðèöû
BA è AB � íåêîíâåðòèðóåìûå.

Â ïîñëåäíåé òåîðåìå ÷åðåç Um,n ∈ Mn(0, 1) îáîçíà÷åíà ìàòðèöà ñëåäóþ-
ùåãî âèäà:

uij =


1, åñëè 2 ≤ j = i+ 1 ≤ m

1, åñëè i = m, j = 1

0, èíà÷å.

Â ðàçäåëå 1.4 èçó÷àåòñÿ êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå íåîòðèöàòåëüíûõ ìàò-
ðèö. Êðîíåêåðîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A = (aij) è B = (bij) íàçûâàåòñÿ
áëî÷íàÿ ìàòðèöà

A⊗B =

a11B . . . a1nB
. . . . . . . . .
an1B . . . annB

 .

Äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå êîíâåðòèðóåìîñòè êðîíåêåðî-
âîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Òåîðåìà (1.4.17) Ïóñòü A ∈ Mn(0, 1) è B ∈ Mm(0, 1), è ïåðìàíåíò
ìàòðèö A è B îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå A ⊗ B

5



êîíâåðòèðóåìî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ìàòðèö ñîäåð-
æèò åäèíñòâåííóþ îáîáùåííóþ äèàãîíàëü áåç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, à âòî-
ðàÿ ìàòðèöà êîíâåðòèðóåìà.

Â ãëàâå 2 èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ êîíâåðòèðóåìûõ è íåêîíâåðòèðó-
åìûõ (0,1)-ìàòðèö ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ.

×åðåç SMn ⊂Mn áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.
Îïðåäåëåíèå (2.1.8) Ìàòðèöà A ∈ SMn(0, 1) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷-

íî êîíâåðòèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ∈ SMn(±1) òàêàÿ, ÷òî
per (A) = det (A ◦X). Ìàòðèöà A ∈ SMn(0, 1) íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñèììåòðè÷-
íî êîíâåðòèðóåìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà X ∈ SMn(±1)
òàêàÿ, ÷òî per (A) = ±det (A ◦X).

Êàæäîé ìàòðèöå A ∈ Mn(0, 1) ñîïîñòàâèì ïàðó ÷èñåë (n, r), ãäå ïåðâîå
÷èñëî � ïîðÿäîê ìàòðèö, à âòîðîå � êîëè÷åñòâî åäèíèö â ìàòðèöå. ×èñëî
Ωn, íàçûâàåìîå âåðõíåé ãðàíèöåé êîíâåðòàöèè, ðàâíî òàêîìó ìàêñèìàëüíî-
ìó êîëè÷åñòâó åäèíèö â (0,1)-ìàòðèöå ñ ïîëîæèòåëüíûì ïåðìàíåíòîì, ïðè
êîòîðîì îíà ìîæåò áûòü êîíâåðòèðóåìîé. ×èñëî ωn, íàçûâàåìîå íèæíåé ãðà-
íèöåé êîíâåðòàöèè, ðàâíî òàêîìó ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó åäèíèö â (0,1)-
ìàòðèöå, ïðè êîòîðîì ìàòðèöå ìîæåò áûòü íåêîíâåðòèðóåìîé.

Â ðàçäåëå 2.2 èçó÷àëñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñëàáî ñèììåòðè÷íî íåêîí-
âåðòèðóåìûõ (0,1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n ≥ 3 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
r ∈ [ωn,Ωn], ðàâíîãî ÷èñëó åäèíèö â ìàòðèöå.

Òåîðåìà (2.2.4) Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 è äëÿ ëþáîãî r ∈ [ωn,Ωn] ñóùåñòâóåò
ñëàáî ñèììåòðè÷íî íåêîíâåðòèðóåìàÿ ñèììåòðè÷íàÿ (0,1)-ìàòðèöà òèïà
(n, r).

Â ðàçäåëå 2.3 èññëåäîâàí âîïðîñ î ÷èñëå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (0,1)-
ìàòðèöû, ïðè êîòîðîì âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà âñåãäà êîíâåðòèðóåìà.

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî ðàçëîæèìîé, åñëè ñóùåñòâóþò ìàòðèöû
ïåðåñòàíîâîê P,Q òàêèå, ÷òî PAQ � áëî÷íàÿ âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A âïîëíå íåðàçëîæèìà. Åñëè
ñóùåñòâóåò ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê P , òàêàÿ, ÷òî P tAP � áëî÷íàÿ âåðõíå-
òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, è íåðàçëîæèìîé,
åñëè òàêîé P íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà ââåäåíî ïîíÿòèå
ñâåðòêè ìàòðèöû, êîòîðîå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê èññëå-
äîâàíèþ ïðîáëåìû Ïîëèà äëÿ ìàòðèö ìåíüøåãî ïîðÿäêà:

Îïðåäåëåíèå (2.3.12) Ïóñòü â ïåðâîé ñòðîêå íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðè-
öû òîëüêî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà a11, a12. Ñâåðòêîé ìàòðèöû A ïî ïåðâîé
ñòðîêå íàçîâåì íåîòðèöàòåëüíóþ ìàòðèöó S(A) ñëåäóþùåãî âèäà:

S(A) =


a11a22 + a12a21 a23 . . . a2n
a11a32 + a12a31 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . .
a11an2 + a12an1 an3 . . . ann
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Îïðåäåëåíèå ñâåðòêè î÷åâèäíî îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ñòðîêó ñ äâó-
ìÿ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. Äîêàçàíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïåðàöèè ñâåðò-
êè:

Ëåììà (2.3.14) Ïóñòü A ∈ Mn(R+) è ñóùåñòâóåò åå ñâåðòêà ïî ïåð-
âîé ñòðîêå, ðàâíàÿ ìàòðèöå S(A). Åñëè ìàòðèöà S(A) êîíâåðòèðóåìà, òî
êîíâåðòèðóåìà è ìàòðèöà A.

Ëåììà (2.3.15) Ïóñòü A ∈Mn(R+) è ñóùåñòâóåò åå ñâåðòêà ïî ïåðâîé
ñòðîêå, ðàâíàÿ ìàòðèöå S(A). Òîãäà, åñëè ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà, òî
êîíâåðòèðóåìà è ìàòðèöà S(A).

Äëÿ A ∈ Mn(0, 1) ÷åðåç ν(A) îáîçíà÷èì ÷èñëî åäèíèö â ìàòðèöå A. Îñ-
íîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà 2.3 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà (2.3.26) Ïóñòü A ∈ Mn(0, 1) è A � âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ
ìàòðèöà. Åñëè ν(A) < 2n+ 3, òî ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.

Òàêæå ðàññìîòðåí âîïðîñ êîíâåðòèðóåìîñòè íåðàçëîæèìûõ ìàòðèö. Ïî-
ñòðîåí ïðèìåð (2.3.28), ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà íå îáîáùà-
åòñÿ íà íåðàçëîæèìûå ìàòðèöû.

Â ðàçäåëå 2.4 ðàññìîòðåíà îïåðàöèÿ ðàñøèðåíèÿ ìàòðèöû.
Îïðåäåëåíèå (2.4.5) Ðàñøèðåíèåì (0,1)-ìàòðèöû A ïî i-òîìó ñòîëáöó

áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ìàòðèö R(A) òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé B ∈ R(A)
èìååì B ∈Mn+1(0, 1), b1,i = b1,i+1 = 1 è S(B) = A.

Îïåðàöèÿ ðàñøèðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ
âïîëíå íåðàçëîæèìûõ íåêîíâåðòèðóåìûõ (0,1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ 2n + 3
åäèíèöàìè. Â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïîëåçíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå
ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëþáóþ âïîëíå íåðàçëîæèìóþ íåêîíâåðòèðóåìóþ (0,1)-
ìàòðèöó ïîðÿäêà n ñ 2n+ 3 åäèíèöàìè ìîæíî ïîñòðîèòü êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðàñøèðåíèé.

Ëåììà (2.4.7) Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî âïîëíå íåðàçëîæèìûõ íåêîí-
âåðòèðóåìûõ (0,1)-ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ (2n + 3) íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè.
Òîãäà ëþáàÿ âïîëíå íåðàçëîæèìàÿ íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà
(n + 1) ñ 2(n + 1) + 3 ýëåìåíòàìè ïåðåñòàíîâî÷íî ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç
ìàòðèö èç ìíîæåñòâà ∪B∈YR(B), ãäå â îáúåäèíåíèè áåðóòñÿ ðàñøèðåíèÿ
ïî âñåì ñòîëáöàì ìàòðèö B.

Ïîñëåäíÿÿ ëåììà ïîçâîëÿåò îïèñàòü âñå âïîëíå íåðàçëîæèìûå íåêîíâåð-
òèðóåìûå (0,1)-ìàòðèöû ñ (2n+3) íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè. ×åðåç Rn îáîçíà-
÷èì ìàòðèöó ïîðÿäêà n, îïðåäåëåííóþ ïî ïðàâèëó:

rij =

{
1, åñëè i+ j = n èëè i+ j = n+ 1

0, èíà÷å.

Îïðåäåëåíèå (2.4.10) Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíà îïåðàöèÿ ðàñøè-
ðåíèÿ (0,1)-ìàòðèöû A ñ âûáîðîì, åñëè âûáðàíà îäíà èç ìàòðèö èç ìíîæåñòâà
R(A).
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Ëåììà (2.4.11) Ïóñòü äàíà ìàòðèöà ðàçìåðà 3 íà 1 (âåêòîð-ñòîëáåö
ðàçìåðà 3), çàïîëíåííàÿ åäèíèöàìè. Ê ýòîé ìàòðèöå k ðàç ïðèìåíèëè îïå-
ðàöèþ ðàñøèðåíèÿ ñ âûáîðîì, è ïîëó÷èëè ìàòðèöó B ðàçìåðà (k+3)×(k+1).
Ïóñòü ïîñëå êàæäîãî øàãà â êàæäîì ñòîëáöå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íå ìå-
íåå 2 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà k1, k2 è k3, ãäå k1 + k2 + k3 = k, è ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê P,Q ñòðîê
è ñòîëáöîâ ìàòðèöû B òàêèå, ÷òî ìàòðèöà PBQ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

T =


Vk1 Ok1,k3 Ok1,k2 Rk1

Vk2 Ok2,k3 Rk2 Ok2,k1

Vk3 Rk3 Ok3,k2 Ok3,k1

W0 W3 W2 W1

 =

(
Ck

Wk

)
(1)

ãäå:
1. Vki � âåêòîð ñòîëáåö èç ki ýëåìåíòîâ ñ åäèíñòâåííûì åäèíè÷íûì

ýëåìåíòîì, ñòîÿùèì íà ïîñëåäíåì ìåñòå, åñëè ki > 0, è ïóñòîé âåêòîð,
åñëè ki = 0.

2. W0 � âåêòîð ñòîëáåö èç òðåõ ýëåìåíòîâ.
3. Â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû (1) òðè íåíóëåâûõ ýëåìåíòà.
4. Êàæäàÿ èç ïîäìàòðèö Wi, ãäå i = 1, 2, 3, èìååò ðàçìåðû 3 × ki è

ïðè ki > 0 èìååò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â
i-òîé ñòðîêå â ïîñëåäíåì ñòîëáöå.

5. Â êàæäîé ñòðîêå ïîäìàòðèöû Wk =
(
W0 W3 W2 W1

)
ñîäåðæèòñÿ

åäèíñòâåííûé åäèíè÷íûé ýëåìåíò.
Â âûðàæåíèå (1) ìàòðèöà ðàçáèòà íà áëîêè Wk è Ck, ãäå k îçíà÷àåò ÷èñ-

ëî ïðîäåëàííûõ îïåðàöèé ðàñøèðåíèÿ ñ âûáîðîì, Wk âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðè
ïîñëåäíèå ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû, à Ck âêëþ÷àåò âñå ñòðîêè, êðîìå 3
ïîñëåäíèõ. Äàííûå áëîêè ëåæàò â îñíîâå îïèñàíèÿ âïîëíå íåðàçëîæèìûå
íåêîíâåðòèðóåìûå (0,1)-ìàòðèöû ñ (2n+ 3) íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè.

Òåîðåìà (2.4.13) Ïóñòü n ≥ 3. Äëÿ ëþáîé âïîëíå íåðàçëîæèìîé íåêîí-
âåðòèðóåìîé ìàòðèöû A ∈ Mn(0, 1) ñ ν(A) = 2n + 3 ñóùåñòâóþò íåîòðè-
öàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà m1,m2,m3 òàêèå, ÷òî m1 + m2 + m3 + 3 = n è
ìàòðèöà A ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ èìååò âèä:

Cm1
Om1,m2+1 Om1,m3+1

Om2,m1+1 Cm2
Om2,m3+1

Om3,m1+1 Om3,m2+1 Cm3

Wm1
Wm2

Wm3

 (2)

ãäå Cmi
è Wmi

� áëîêè ìàòðèöû T , êîòîðàÿ çàäàíà ôîðìóëîé (1), à Oi,j

íóëåâàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà i× j.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïåðìàíåíòà ìàòðèö íàä êîíå÷íûì ïîëåì.
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Â ðàçäåëå 3.2 èçó÷àåòñÿ àíàëîã êîíâåðòàöèè äëÿ ìàòðèö íàä êîíå÷íûì
ïîëåì. Â ñëó÷àå ïîëÿ Fq êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè ïîíÿòèå êîíâåðòàöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì ïðè char (Fq) ≥ 3. Äëÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî
ïîëÿ F3 èç 3 ýëåìåíòîâ äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ Mn(F3) âñåãäà
êîíâåðòèðóåìà.

Òåîðåìà (3.2.11) Ïóñòü A ∈ Mn(F3). Òîãäà ñóùåñòâóåò X ∈ Mn(±1)
òàêàÿ, ÷òî per (A) = det (A ◦X).

Äîêàçàíî, ÷òî ïîëå F3 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì. À èìåííî,
äëÿ ëþáîãî äðóãîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq, ãäå char (Fq) ≥ 3, ñóùåñòâóþò ïðè-
ìåðû íåêîíâåðòèðóåìûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà (3.2.14) Äëÿ âñÿêîãî ïîëÿ Fq, òàêîãî, ÷òî char (Fq) ≥ 3 è
|Fq| ≥ 5, è äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 ñóùåñòâóåò íåêîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà A ∈
Mn(Fq).

Ïîñòðîåíà ñåðèÿ ïðèìåðîâ, äîêàçûâàþùàÿ íåâîçìîæíîñòü çàïðåòà êîí-
âåðòàöèè â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ìàòðèö íàä êî-
íå÷íûì ïîëåì.

Òåîðåìà (3.2.24) Ïóñòü Fq � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p ≥ 3. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî n ≥ (p − 1) ñóùåñòâóåò êîíâåðòèðóåìàÿ ìàòðèöà ñ íåíóëåâûì
ïåðìàíåíòîì, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Â ñëó÷àå ïîëÿ êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêè áûëî äîêàçàíî íåñêîëüêî äîñòà-
òî÷íûõ óñëîâèé êîíâåðòèðóåìîñòè ìàòðèö, â òîì ÷èñëå ñëåäóþùåå, íå èìå-
þùåå ïðÿìîãî àíàëîãà äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà (3.2.29) Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Mn(Fp), p > 2 è n ≥ 2p − 6,
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Îäèí èç ñòîëáöîâ íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
2. Â îäíîé èç ñòðîê íå ìåíåå

M = (p− 3) log(n− 1)(p− 1) + 2

íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.
3. Ìàòðèöà A âïîëíå íåðàçëîæèìà.
Òîãäà ìàòðèöà A êîíâåðòèðóåìà.
Â ðàçäåëå 3.3 ââåäåíî ïîíÿòèå òåíçîðà ïåðìàíåíòà, äîêàçàíû åãî îñíîâíûå

ñâîéñòâà.
Îïðåäåëåíèå (3.3.1) Ïóñòü e1, . . . , en � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ëèíåéíîãî

ïðîñòðàíñòâà Vn = Fn
q . Ïóñòü A ∈ Mk×n(Fq), ãäå k < n. Ðàññìîòðèì (n − k)-

ìåðíûé êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð TA = T
i1,...,in−k

A çàäàííûé íà ïðîñòðàíñòâå
V n−k
n = Vn ⊗ . . .⊗ Vn︸ ︷︷ ︸

n−k ðàç

. Çàäàäèì êîìïîíåíòû òåíçîðà â áàçèñå e1, . . . , en ïî

ïðàâèëó:

T
i1,...,in−k

A =

{
per (A(|i1, . . . , in−k)), åñëè âñå i1, . . . , in−k ðàçëè÷íû

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Òåíçîð TA áóäåì íàçûâàòü òåíçîðîì ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A. Â ñëó÷àå, åñëè
k = 1, ìàòðèöà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê âåêòîð A ∈M1,n(Fq) = Fn

q , è ìû
áóäåì íàçûâàòü TA òåíçîðîì âåêòîðà A.

Îïðåäåëåíèå (3.3.4) Ïóñòü a = (a1, . . . , an) ∈ Fn
q � âåêòîð ñ n êîìïî-

íåíòàìè. Ïóñòü A ∈ Mk,n(Fq), TA îáîçíà÷àåò òåíçîð ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A.
Ñâåðòêîé òåíçîðà TA è âåêòîðà a íàçûâàåòñÿ òåíçîð T = TA ◦ a, êîìïîíåíòû
êîòîðîãî çàäàíû ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

T
i1,...,in−k−1

=
n∑

j=1

T i1,...,in−k−1,j · aj.

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ñâîéñòâ òåíçîðà ïåðìàíåíòà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Òåîðåìà (3.3.6) Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Mn(Fq) ïðåäñòàâëåíà êàê íàáîð
ñòðîê a1, . . . , an. Òîãäà äëÿ ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

per (A) = (...(Tan ◦ an−1) ◦ an−2 . . .) ◦ a1.

Ðàçðàáîòàííàÿ òåõíèêà â ðàçäåëå 3.4 èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè
÷èñëà ìàòðèö ñ íóëåâûì ïåðìàíåíòîì â ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö íàä êîíå÷íûì
ïîëåì.

Òåîðåìà (3.4.10) Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, õàðàêòå-
ðèñòèêà êîòîðîãî áîëüøå 2. Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

D(Mn(Fq)) > P (Mn(Fq)).

Êàê ñëåäñòâèå ýòîé òåîðåìû, äîêàçàíî íåñóùåñòâîâàíèå áèåêòèâíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ, ïîçâîëÿþùåãî çàìåíèòü âû÷èñëåíèå ïåðìàíåíòà íà âû÷èñëåíèå
îïðåäåëèòåëÿ äëÿ ìàòðèö íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Òåîðåìà (3.4.12) Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå èç q ýëåìåíòîâ, char (Fq) =
p ≥ 3, Mn(Fq) � êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ãäå n ≥ 3. Òîãäà íå ñóùåñòâó-
åò áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ

G : Mn(Fq)→ Mn(Fq),

òàêîãî, ÷òî per (A) = det (G(A)).
Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî äàæå â ñëó÷àå ïîëÿ F3 óíèâåðñàëüíîé

ìàòðèöû X ∈ Mn(±1), êîòîðàÿ áû êîíâåðòèðîâàëà ëþáóþ ìàòðèöó A ∈
Mn(F3) íå ñóùåñòâóåò.

Áëàãîäàðíîñòü
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Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
� äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àëåêñàíäðó Ýìèëåâè-
÷ó Ãóòåðìàíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è âñåñòî-
ðîííþþ ïîääåðæêó, à òàêæå âñåìó êîëëåêòèâó êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû çà
äîáðîæåëàòåëüíóþ è òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó.
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