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Ñ.Â. Åðøîâ, Â.À. Ôðîëîâ, À.À. Íèêîëàåâ, À.Ã. Âîëîáîé

Äèíàìèêà Ëàíæåâåíà â ñòîõàñòè÷åñêîé òðàññèðîâêå ëó÷åé: âûáîð
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è îãðàíè÷åíèÿ íà âàðèàöèþ òðàññû

Îñíîâíàÿ âû÷èñëèòåëüíî åìêàÿ çàäà÷à ðåàëèñòè÷íîé êîìïüþòåðíîé ãðà-
ôèêè � ðàñ÷åò ãëîáàëüíîé îñâåùåííîñòè. Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñ÷åòà îñâåùåíèÿ ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäîì
Ìîíòå-Êàðëî íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà âòîðàÿ
÷àñòü ðàáîòû, â êîòîðîé èññëåäóþòñÿ âûáîð ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îãðàíè-
÷åíèÿ íà âîçìîæíûå âàðèàöèè òðàññû è âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
ïðåäëîæåíèÿ ïåðåõîäà. Ïîêàçàíî, êàê ýòè àñïåêòû âëèÿþò íà ñõîäèìîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãëîáàëüíàÿ îñâåùåííîñòü, ñòîõàñòè÷åñêàÿ òðàññèðîâêà
ëó÷åé, ìàðêîâñêèå öåïè, óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà.

S.V. Ershov, V.A. Frolov, A.À. Nikolaev, A.G. Voloboy

Langevin dynamics in stochastic ray tracing: phase space selection
and limitations for path variation

The main computationally expensive task of realistic computer graphics is
the calculation of global illumination. The work investigates the speed of the
convergence of lighting simulation using Monte Carlo integration based on the
Langevin equation. The paper presents the second part of the work, which analyses
the choice of the phase space, restrictions on the possible variations of light path,
and the calculation of the probability density of the transition proposal. It is shown
how these aspects a�ect convergence.

Key words: global illumination, stochastic ray tracing, Markov chain, Langevin
equation.
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1 Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííàÿ ðåàëèñòè÷íàÿ êîìïüþòåðíàÿ ãðàôèêà áàçèðóåòñÿ íà ôèçè÷åñêè
êîððåêòíîì ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò
ðàñ÷åò ãëîáàëüíîé îñâåùåííîñòè. Ðàñ÷åò îñâåùåííîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì ðåíäåðèíãà [1], ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå çíà÷åíèé ñâåòà,
ïðèõîäÿùåãî ñî âñåõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé. Áîëüøèíñòâî ðåøåíèé ýòîé çà-
äà÷è îñíîâûâàþòñÿ íà ñòîõàñòè÷åñêîé (Ìîíòå-Êàðëî) òðàññèðîâêå ëó÷åé ñâåòà.
Ñðåäè íèõ ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî íà îñíîâå ìàðêîâñêèõ öåïåé MCMC (Markov
Chain Monte Carlo) [2] ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå ïîïóëÿðíûìè. Â MCMC âûáîð-
êè èìåþò êîððåëÿöèè ìåæäó ñîáîé. Ýòà îñîáåííîñòü ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî
èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ îá îáëàñòÿõ ôóíêöèè, èìåþùèõ âûñîêóþ çíà÷è-
ìîñòü. Îäèí èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ âàðèàíòîâ MCMC � ýòî àëãîðèòì
Ìåòðîïîëèñà-Ãàñòèíãñà [3]. Îñíîâíàÿ öåëü âñåõ àëãîðèòìîâ MCMC çàêëþ÷à-
åòñÿ â ïîñòðîåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðîê, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïðîèçâîëüíîé
öåëåâîé ôóíêöèè.

Â ðàáîòå [4] ãîâîðèòñÿ î ïåðñïåêòèâíîñòè Ìîíòå-Êàðëî ìåòîäîâ íà îñíîâå
óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà è Ëàíæåâåíà, ò.ê. ýòè ìåòîäû îáëàäàþò ëó÷øåé ñõîäè-
ìîñòüþ ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî ýòî ìåòî-
äû íîâûå, è ìíîãèå èõ àñïåêòû, âêëþ÷àÿ âîïðîñû ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ,
îñòàþòñÿ íåèññëåäîâàíûìè. Ýòî è ïîñëóæèëî ìîòèâàöèåé íàøèõ èññëåäîâàíèé,
ðåçóëüòàòû êîòîðûõ èçëîæåíû â òðåõ ïðåïðèíòàõ [5�7].

Â ïåðâîé ÷àñòè ðàáîòû [5] ìû îïèñàëè îáùèå ñîîáðàæåíèÿ, êàñàþùèåñÿ èñ-
ïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà äëÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ òðàññ ëó÷åé. Ýô-
ôåêòèâíîñòü ýòîãî ìåòîäà ñóùåñòâåííî ïîâûøàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîá-
ùåííîãî óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà, âêëþ÷àþùåãî ìàòðèöó ïðåäîáðàáîòêè äëÿ ó÷å-
òà îãðàíè÷åíèé íà õîä ëó÷à â ñöåíå. Ýòî ïîçâîëÿåò òðàåêòîðèè äâèãàòüñÿ ïî
ðàçðåøåííûì íàïðàâëåíèÿì ñ áîëüøèìè ñìåùåíèÿìè, ÷òî äàåò áîëüøå íåçàâè-
ñèìûõ âûáîðîê è ÷åðåç ýòî ëó÷øåå óñðåäíåíèå â ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî (òî åñòü
òà æå òî÷íîñòü îöåíêè ÿðêîñòè ïèêñåëÿ äîñòèãàåòñÿ áûñòðåå).

Â [5] ìû ïðåäëîæèëè óíèâåðñàëüíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ïðåäîá-
ðàáîòêè ïî îãðàíè÷åíèÿì íà õîä ëó÷åé. Âñå ýòî çàâèñèò îò âûáîðà ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà, è â äàííîé ÷àñòè ìû îïèøåì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì
îãðàíè÷åíèÿ èç-çà ïî÷òè çåðêàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ôîðìóëèðóþòñÿ ïðîñòî.

2 Âûáîð ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

Âûáîð ïðåäñòàâëåíèÿ òðàññû ëó÷à, ò.å. ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñóùåñòâåííûì
îáðàçîì âëèÿåò íà âñå àñïåêòû ðàáîòû ñ óðàâíåíèåì Ëàíæåâåíà äëÿ ãåíåðè-
ðîâàíèÿ òðàññ ëó÷åé. Â ÷àñòíîñòè, îò âûáîðà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà çàâèñèò
êîíêðåòíàÿ ôîðìà îãðàíè÷åíèé íà õîä ëó÷åé â äàííîé ñöåíå, à ÷åðåç ýòî íà
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ìàòðèöó ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè T̂ è âûáîð øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìå-
íè [5]. Ïîýòîìó ïðàâèëüíûé âûáîð ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ÷ðåçâû÷àéíî âàæåí,
è îäíèì èç ãëàâíûõ êðèòåðèåâ òóò ÿâëÿåòñÿ òî, ñêîëü õîðîøî îíî äëÿ ó÷åòà
îãðàíè÷åíèé.

Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà MALA (Metropolis Adjusted Langevin Algorithm) [8�
10] îïðàâäàíî äëÿ ñëó÷àÿ ñëîæíîãî ðåëüåôà ôóíêöèè çíà÷èìîñòè, òàê êàê èíà-
÷å è áîëåå ïðîñòûå ìåòîäû ñ áûñòðûì øàãîì ðàáîòàþò õîðîøî. Ñëîæíûé ðå-
ëüåô âîçíèêàåò, êîãäà îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà îáúåêòîâ ñöåíû áëèçêè ê çåðêàëü-
íûì è (èëè) ñâåò ïðîõîäèò ÷åðåç ìàëåíüêèå îòâåðñòèÿ èëè, íàîáîðîò, îòðàæà-
åòñÿ îò ìàëåíüêèõ îáúåêòîâ ñöåíû. Íàøà ìîäåëüíàÿ ñöåíà [7], ñîçäàííàÿ äëÿ
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, èìååò îáå ýòè îñîáåííîñòè.

Äëÿ òðàññû èç N + 1 ñåãìåíòîâ ïîñëåäíèé èç íèõ õðàíèòü íå íàäî, òàê
êàê îí îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðåäûäóùèì N ñåãìåíòàì (Ðèñ. 1, ñëåâà).
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òðàññû íàïðàâëåíèÿìè ñåãìåíòîâ ôóíêöèÿ çíà÷èìîñòè ðàâ-
íà ïðîèçâåäåíèþ çíà÷åíèé BDF (â åäèíèöàõ èíòåíñèâíîñòè) â óçëàõ òðàññû.
Ôóíêöèÿ BDF (Bidirectional scattering Distribution Function) â îáùåì âèäå îïè-
ñûâàåò îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà îáúåêòà èëè ïîâåðõíîñòè ñöåíû. Ïî÷òè çåðêàëü-
íûå BDF ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî äëÿ çíà÷èìîé òðàññû íàïðàâëåíèÿ ñåãìåíòîâ
íå ìîãóò ñèëüíî îòêëîíÿòüñÿ îò íàïðàâëåíèÿ èäåàëüíî çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ
ïðåäûäóùåãî ñåãìåíòà si:

vi+1 ≈ si,

si = vi − 2(vi,ni)ni,
(1)

ãäå vi � íàïðàâëåíèå i-ãî ñåãìåíòà ëó÷à, à ni � íîðìàëü â êîíå÷íîé òî÷êå
i-ãî ñåãìåíòà. Óñëîâèå vi+1 ≈ si è åñòü èñõîäíàÿ ôîðìà îãðàíè÷åíèÿ èç-çà BDF
ñöåíû.

Ïîýòîìó óäîáíî âûáðàòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå èìåííî îòêëîíåíèÿ îò
çåðêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ò.å. âõîäÿò
â âåêòîð ïðåäñòàâëåíèÿ òðàññû ëó÷à. Îòêëîíåíèÿ ýòè ìîæíî îïèñûâàòü ïî-
ðàçíîìó, íàïðèìåð, ÷åðåç âåêòîð ωi ⊥ si, îïðåäåëåííûé, êàê ïîêàçàíî íà ïðà-
âîé ÷àñòè Ðèñóíêà 1. Äëÿ ïåðâîãî ñåãìåíòà ëó÷à íåò ïðåäûäóùåãî ëó÷à è åãî
çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ, òàê ÷òî ïåðâûé ñåãìåíò íàäî çàäàâàòü ÿâíî, íàïðèìåð,
÷åðåç åãî íàïðàâëåíèå v1.

Ïî ïîñòðîåíèþ, âåêòîð îòêëîíåíèÿ ωi îðòîãîíàëåí ê çåðêàëüíîìó íàïðàâ-
ëåíèþ si è

vi+1 =
√

1− |ωi|2si + ωi,

ωi = vi+1 − (vi+1, si)si.
(2)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òðàññû âåêòîðîì {v1;ω1;ω2;ω3; ...;ωN−1} ÿêîáèàí ïå-
ðåõîäà îò íàáîðà íàïðàâëåíèé {v1;v2; ...;vN}� åäèíèöà, òàê ÷òî ôóíêöèÿ çíà-
÷èìîñòè â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè âñå òà æå, òî åñòü ïðîèçâåäåíèå BDF â åäèíèöàõ
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Ðèñ. 1. Ëåâàÿ ïîëîâèíà: äëÿ òðàññû èç N +1 ñåãìåíòîâ ïîñëåäíèé ñåãìåíò, çà-
êàí÷èâàþùèéñÿ â êàìåðå, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïðåäûäóùèõ {v1;v2; ...;vN}, òàê
êàê åãî êîíåö (ïîëîæåíèå êàìåðû) ôèêñèðîâàí. Ïîêàçàí ñëó÷àé N = 4. Ïðà-
âàÿ ïîëîâèíà: íàïðàâëåíèå ñåãìåíòà ìîæíî çàäàâàòü ÷åðåç åãî îòêëîíåíèå îò
çåðêàëüíîãî ðàññåÿíèÿ ïðåäûäóùåãî ñåãìåíòà. Êðàñíûå ñòðåëêè � ïàäàþùèé
è îòðàæåííûé ñåãìåíòû ëó÷à, ñèíÿÿ ñòðåëêà � çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ïàäàþ-
ùåãî ñåãìåíòà, çåëåíàÿ ñòðåëêà� âåêòîð îòêëîíåíèÿ îò çåðêàëüíîãî íàïðàâëå-
íèÿ, ÷åðíàÿ � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè. Â àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó âåêòîðàìè ïîêàçàíû â (2).

èíòåíñèâíîñòè. Âõîäÿùèå â íåå vi âû÷èñëÿþòñÿ ïî {v1;ω1;ω2;ω3; ...;ωi−1}.
Êîëü ñêîðî ωi îðòîãîíàëåí çåðêàëüíîìó íàïðàâëåíèþ si, òî ýòî ôàêòè÷åñêè

äâóìåðíûé âåêòîð1 Ωi = {Ωi,p,Ωi,q}, ñîäåðæàùèé ïðîåêöèè íà êàêèå-òî äâà
íàïðàâëåíèÿ p′ è q′, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê si.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå òðàññû èç N ñåãìåíòîâ (òî÷êà â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå) òåïåðü åñòü

X = {v1;Ω1;Ω2;Ω3; ...;ΩN−1}.
Âàðèàöèÿ δX, êàê áûëî îáúÿñíåíî â ðàçäåëå 2 ðàáîòû [5], � ýòî âåêòîð â

êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âàðèàöèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà

v1 åñòü äâóìåðíûé âåêòîð δV 1 = {δVp; δVq}, ñîäåðæàùèé äâå ïðîåêöèè δv1 íà
íàïðàâëåíèÿ p1 è q1, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê v1. Òàêèì îáðàçîì,

δX = {δV 1; δΩ1; ...; δΩN}.

Äëÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåëüçÿ âû÷èñëÿòü íîâóþ òî÷êó ïðîñòî êàê X̂ =
X + δX, èáî òîãäà ïåðâûé ýëåìåíò, v1 + δv1, ïåðåñòàíåò áûòü åäèíè÷íûì
âåêòîðîì. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá� ýòî ïðèíóäèòåëüíî íîðìèðîâàòü ðåçóëüòàò,
÷òî åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðîåêöèè íà ðàçðåøåííîå ìíîãîîáðàçèå [5]:

1Çàãëàâíûå áóêâû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî âåêòîðà, à ñòðî÷íûå áóêâû îñòàþòñÿ çà òðåõ-
êîìïîíåíòíûì âåêòîðîì â ïðîñòðàíñòâå ñöåíû.
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X̂ =

{
v1 + δv1

|v1 + δv1|
; Ω1 + δΩ1; Ω2 + δΩ2; ...; ΩN−1 + δΩN−1

}
=

{
v1 + p1δVp + q1δVq√

1 + δV 2
p − δV 2

q

; Ω1 + δΩ1;

Ω2 + δΩ2; ...; ΩN−1 + δΩN−1

}
. (3)

Âîçìîæíû è äðóãèå ñïîñîáû, íàïðèìåð, âçÿòü íîâîå íàïðàâëåíèå êàê v̂1 =√
1− |δv1|2v1 + δv1.
Ôóíêöèÿ çíà÷èìîñòè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå (êàê è â ïðîñòðàíñòâå, ãäå òðàñ-

ñà îïèñàíà íàïðàâëåíèÿìè âñåõ ñåãìåíòîâ) îêàçûâàåòñÿ ïðîñòî ïðîèçâåäåíèåì
çíà÷åíèé BDF (â åäèíèöàõ èíòåíñèâíîñòè) â óçëàõ òðàññû.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Î÷åâèäíî, ωi, è ïîòîìó vi+1 çàâèñÿò è îò äâóõ ÷èñåë
{Ωi,p,Ωi,q}, è îò êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû p′

i, q
′
i, â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿþùó-

þñÿ i-ì (=ïðåäøåñòâóþùèì) ñåãìåíòîì. À îí, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò è îò
{Ωi−1,p,Ωi−1,q}, è îò i− 1-ãî ñåãìåíòà, ..., è òàê äàëåå.

ωi = Ωi,pp
′
i(v1,Ω1, ...,Ωi−1) + Ωi,qq

′
i(v1,Ω1, ...,Ωi−1). (4)

Â èòîãå, õîòÿ áû êîìïîíåíòà Ωi è áûëà ôèêñèðîâàíà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé âåêòîð ωi ìîæåò ìåíÿòüñÿ. Ìàòðèöà ßêîáè ïðåîáðàçîâàíèÿ
{v1;Ω1;Ω2;Ω3; ...;ΩN−1} 7→ {v1;ω1;ω2;ω3; ...;ωN−1} � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ,
ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü åå åñòü ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ è îêàçû-
âàåòñÿ ðàâåí 1. Òàê ÷òî è â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèÿ çíà÷èìîñòè îñòàåòñÿ
ïðåæíèì ïðîèçâåäåíèåì çíà÷åíèé BDF.

3 Ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïðåäëîæåíèÿ ïðÿìîãî

è îáðàòíîãî ïåðåõîäà

Ìû âûáðàëè ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì îòêëîíåíèÿ îò çåðêàëüíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ò.å. âõîäÿò â âåêòîð ïðåä-
ñòàâëåíèÿ òðàññû ëó÷à. Äëÿ ðåàëèçàöèè MALA íåîáõîäèìî çíàòü ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè ïðåäëîæåíèÿ ïåðåõîäà â ýòîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å. ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè, ñ êàêîé ðàñïðåäåëåíà X̂ ïðè ôèêñèðîâàííîìX, íî ñëó÷àé-
íîì ξ). Îòîáðàæåíèå ýòî çàäàåòñÿ äâóìÿ ôîðìóëàìè: ôîðìóëà (4) èç ðàáîòû
[5], ïî êàêîé íàõîäèì δX = {δV 1; δΩ1; ...; δΩN}, è ôîðìóëà (3), ïî êîòîðîé

óæå íàõîäèì X̂.
Èòàê, óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(X̂|X) îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êî-

ãäà X ôèêñèðîâàíî, è ñëó÷àéíîñòü X̂ îáóñëîâëåíà ñëó÷àéíûì âåêòîðîì ξ.



7

À êîëü ñêîðî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X̂ åñòü ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,
ðàñïðåäåëåííîé ïî Ãàóññó ñ ïëîòíîñòüþ G, òî è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ X̂
âû÷èñëÿåòñÿ êàê

p(X̂|X) =
1∣∣∣det ∂X̂
∂ξ

∣∣∣G(ξ), (5)

ãäå ξ äîëæíî áûòü âû÷èñëåíî ïî X̂ è X. À èìåííî, ñïåðâà èç (3) íàõîäèì
δX = {δV 1; δΩ1; ...; δΩN} ïî ôîðìóëàì

δv1 =
v̂1

(v̂1,v1)
− v1, (6)

δV 1 = {(p1, δv1); (q1, δv1)} , (7)

δΩi = Ω̂i −Ωi (8)

è çàòåì âû÷èñëÿåì óæå ξ êàê:

ξ =
1√
2δt

T̂−1(X) (δX − a(X)δt) . (9)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè
∣∣∣det ∂X̂

∂ξ

∣∣∣ âû÷èñëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ êîì-

áèíàöèè ïðåîáðàçîâàíèé
∣∣∣det ∂X̂

∂ξ

∣∣∣ = ∣∣∣det ∂(δX)
∂ξ det ∂X̂

∂(δX)

∣∣∣. Ïåðâûé ÷ëåí íàõîäèò-
ñÿ èç ôîðìóëû (4) èç ðàáîòû [5]: det ∂X̂

∂(δX) = (
√
2δt)N

∣∣∣det T̂ ∣∣∣, à âòîðîé � èç

ïðåîáðàçîâàíèÿ (3):

det
∂(v̂1; Ω̂1; ...; δΩ̂N)

∂(δV 1; δΩ1; ...; δΩN)
= det


∂(v̂1)
∂(δV 1)

0 0 · · · 0

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1

 = det
∂(v̂1)

∂(δV 1)
,

ãäå v̂1 =
v+pδVp+qδVq√

1+δV 2
p −δV 2

q

. Ìàòðèöà ßêîáè
∂

v+pδVp+qδVq√
1+δV 2

p −δV 2
q

∂(δVp;δVq)
åñòü, î÷åâèäíî,

(v̂,v)

(
(p1, p̂1) (q1, p̂1)
(p, q̂) (q1, q̂1)

)
, ãäå p̂1 è q̂1 � àíàëîãè p1 è q1, òî åñòü íàïðàâëå-

íèÿ, îðòîãîíàëüíûå ê v̂1. Òàêèì îáðàçîì,∣∣∣∣∣det ∂X̂∂ξ
∣∣∣∣∣ = (

√
2δt)N

∣∣∣det T̂ ∣∣∣ (v̂1,v1)
2 |(p1, p̂1)(q1, q̂1)− (q1, p̂1)(p1, q̂1)|

è
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p(X̂|X) =
G(ξ)

(
√
2δt)N

∣∣∣det T̂ (X)
∣∣∣ (v1, v̂1)2|(p̂1,p1)(q̂1, q1)− (p̂1, q1)(q̂1,p1)|

, (10)

ãäå ξ äàåòñÿ ôîðìóëîé (9).
Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè åñòü, êîíå÷íî æå,

òà æå ñàìàÿ ôóíêöèÿ, íî ñ ïåðåñòàâëåííûìè àðãóìåíòàìè:

p(X̂|X) =
G(η)

(
√
2δt′)N

∣∣∣det T̂ (X)
∣∣∣ (v1, v̂1)2|(p̂1,p1)(q̂1, q1)− (p̂1, q1)(q̂1,p1)|

,

ãäå δt′ íàõîäèòñÿ äëÿ èñõîäíîé òî÷êè øàãà â X̂, à

η =
1√
2δt′

T̂−1(X̂)
(
δX ′ − a(X̂)δt

)
è, íàêîíåö, δX ′ = {δV ′

1; δΩ
′
1; ...; δΩ

′
N} åñòü ñìåùåíèå òî÷êè â êàñàòåëüíîé ãè-

ïåðïëîñêîñòè ïðè âîîáðàæàåìîì îáðàòíîì ïåðåõîäå èç X̂ â X, è ïîòîìó âû-
÷èñëÿåòñÿ òî÷íî êàê è äëÿ ïðÿìîãî ïåðåõîäà, ïðîñòî ïåðåñòàâëåíèåì X ↔ X̂
â ôîðìóëàõ (6)�(8).

Çàìåòèì, ÷òî ÷ëåí (v1, v̂1)
2|(p̂1,p1)(q̂1, q1)− (p̂1, q1)(q̂1,p1)| â çíàìåíàòåëå

âûðàæåíèé äëÿ p(X̂|X) è p(X|X̂) � îäèí è òîò æå (èç-çà åãî ñèììåòðèè

îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè X ↔ X̂), òàê ÷òî îí ñîêðàùàåòñÿ ïðè âû÷èñëåíèè
âåðîÿòíîñòè ïðèíÿòèÿ â ïðàâèëå Ãàñòèíãñà (ôîðìóëà (6) â ðàáîòå [5]).

4 Îãðàíè÷åíèÿ íà âàðèàöèþ òðàññû

4.1 Ïðîñòðàíñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ â ìèðîâîì

ïðîñòðàíñòâå ïóòåé

×àñòî ðåëüåô ôóíêöèè çíà÷èìîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîäåðæèò óç-
êèå ¾îâðàãè¿, è òðàåêòîðèÿ äîëæíà ¾ïðîáèðàòüñÿ¿ âíóòðè íèõ (êàê â ìåòîäàõ
ñïóñêà2). Åñëè îâðàã èìååò ãëàäêèå ñêëîíû, òî ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà òÿíåò òðà-
åêòîðèþ ê ñðåäíåé ëèíèè îâðàãà. Äëÿ óçêîãî îâðàãà ãðàäèåíò âåëèê, òàê ÷òî
íåîáõîäèìî ñèëüíî îãðàíè÷èâàòü δt, ÷òîáû íå âûñêî÷èòü èç îâðàãà. Íî ïðè
ìàëîì δt äâèæåíèå âäîëü îâðàãà ñëèøêîì ìåäëåííîå, òàê ÷òî íóæíî î÷åíü
áîëüøîå ÷èñëî øàãîâ, ÷òîáû ïðîéòè åãî âåñü (äà íå ïî îäíîìó ðàçó, ÷òîáû
íàáðàòü ñòàòèñòèêó).

Ñèòóàöèÿ ñõîäíà ñ ìåòîäàìè ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, è, êàê è òàì, ïîëîæåíèå
çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ìàòðèöû ëîêàëüíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïåðåìåííûõ, èìåíóåìîé �preconditioning matrix� â àëãîðèòìàõ ãèáðèäíîãî

2Ìåæäó ýòèìè ìåòîäàìè äåéñòâèòåëüíî åñòü ñîäåðæàòåëüíàÿ àíàëîãèÿ [11].
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Ìîíòå-Êàðëî. Ýòà ìàòðèöà äåëàåò ìàëîé ïðîåêöèþ δX íà íàïðàâëåíèå ïîïå-
ðåê îâðàãà è áîëüøîé � íà íàïðàâëåíèå âäîëü íåãî. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíà
àäàïòèðóåò ïðåäëîæåíèå ñìåùåíèÿ δX ê ðåëüåôó.

Â òðàññèðîâêå ëó÷åé òàêèå óçêèå îâðàãè ñ ïëàâíûìè ñêëîíàìè âîçíèêàþò
â îñíîâíîì èç-çà íàëè÷èÿ ãëÿíöåâûõ ïîâåðõíîñòåé, ÷åé BDF áûñòðî èñ÷åçàåò
ïðè îòêëîíåíèè ëó÷à îò íàïðàâëåíèÿ çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ èëè ïðåëîìëå-
íèÿ. Äðóãîé ñëó÷àé � îâðàãè ñ âåðòèêàëüíûìè ñêëîíàìè, ò.å. óçêèå ¾ïîòåíöè-
àëüíûå ÿìû¿, èëè õîòÿ áû çíà÷èòåëüíûå êîíå÷íûå ðàçðûâû ïîòåíöèàëà. Îíè
ìîãóò âîçíèêàòü, íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà ëó÷ ðàññåèâàåòñÿ ìàëåíüêèì îáú-
åêòîì ñöåíû èëè ïðîõîäèò ñêâîçü ìàëåíüêîå îòâåðñòèå (ðèñ. 2).

Ðèñ. 2. Äâà ñëó÷àÿ, êîãäà âîçíèêàåò óçêàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà. Ñëåâà: ëó÷ îòðà-
æàåòñÿ îò ìàëåíüêîãî îáúåêòà ñöåíû. Ñïðàâà: ëó÷ ïðîõîäèò ñêâîçü ìàëåíüêîå
îòâåðñòèå. Äàæå íåáîëüøàÿ âàðèàöèÿ òðàññû ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî îíà
ñòàíåò íåâîçìîæíîé. Æèðíûå êðàñíûå ñòðåëêè ïîêàçûâàþò ñåãìåíòû èñõîä-
íîé òðàññû ëó÷à, òîíêèå ñòðåëêè ïîêàçûâàþò âîçìîæíûå ìóòàöèè, ò.å. ñëåãêà
ñìåùåííóþ òðàññó, à ïóíêòèðíûå ñòðåëêè ïîêàçûâàþò íåâîçìîæíûå ìóòàöèè,
ò.å. òàêàÿ òðàññà íåâîçìîæíà.

Ñëó÷àé ïðîõîæäåíèÿ ñêâîçü ìàëåíüêîå îòâåðñòèå íàèáîëåå èíòóèòèâíî ïî-
íÿòåí. Ïóñòü óçëû òðàññû ëó÷à ïåðåä è çà îòâåðñòèåì � ýòî xk è xk+1 (î÷å-
âèäíî, ÷òî ýòî íà÷àëî è êîíåö îäíîãî ñåãìåíòà), à îòâåðñòèå ëåæèò â ïëîñêîñòè
(x,n) = c. Òîãäà òðàññà ïåðåñåêàåò ýòó ïëîñêîñòü â òî÷êå

x = xk +
c− (xk,n)

((xk+1,n)− (xk,n))
(xk+1 − xk)

è áåñêîíå÷íî ìàëîå ñìåùåíèå óçëîâ xk è xk+1 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé âàðèàöèè
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè:

dx = − c− (xk+1,n)

((xk+1,n)− (xk,n))
dxk +

c− (xk+1,n)

((xk+1,n)− (xk,n))2
(xk+1 − xk)(dxk,n)

+
c− (xk,n)

((xk+1,n)− (xk,n))
dxk+1 −

c− (xk,n)

((xk+1,n)− (xk,n))2
(xk+1 − xk)(dxk+1,n),

òî åñòü
dx = Â(xk;xk+1)dxk + Â(xk+1;xk)dxk+1.
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Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â 4-ìåðíîì êàñàòåëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå
(dxk; dxk+1) åñòü íàïðàâëåíèÿ, ñìåùåíèå ïî êîòîðûì íå ñäâèãàåò x âîâñå, òàê
÷òî äàæå áîëüøàÿ âàðèàöèÿ òðàññû â ýòîì íàïðàâëåíèè îñòàâëÿåò åå â ðàç-
ðåøåííîé îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñòü íàïðàâëåíèÿ, ñìåùåíèå ïî êî-
òîðûì ñäâèãàåò òî÷êó ïðîõîæäåíèÿ ñêâîçü îòâåðñòèå âäîëü äëèííîé ñòîðîíû
îòâåðñòèÿ, òàê ÷òî â ýòîì íàïðàâëåíèè òðàññó ñìåñòèòü ìîæíî íà çàìåòíûé
(íî âñå æå íåáîëüøîé) øàã, ïîêà îíà íå âûéäåò èç ðàçðåøåííîé îáëàñòè. È,
íàêîíåö, åñòü íàïðàâëåíèÿ, ñäâèãàþùèå òî÷êó ïðîõîæäåíèÿ ñêâîçü îòâåðñòèå
âäîëü åãî êîðîòêîé ñòîðîíû � òóò óæå äîïóñòèìûé øàã ñàìûé ìàëåíüêèé.

Ïóñòü {ei} � íàáîð îðòîíîðìèðîâàííûõ âåêòîðîâ, àäàïòèðîâàííûé ê îðè-
åíòàöèè îòâåðñòèÿ, è li � ðàçìåð îòâåðñòèÿ âäîëü ei. Òîãäà îãðàíè÷åíèå íà
ñìåùåíèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷îì ïëîñêîñòè îòâåðñòèÿ

(dx, ei)
2 ≤ l2i , i = 1, ..., N,

òî åñòü

(Â(xk;xk+1)dxk + Â(xk+1;xk)dxk+1, ei)
2 ≤ l2i , i = 1, ..., N. (11)

Ñëó÷àé, êîãäà óçåë òðàññû ëó÷à ïîïàäàåò íà ìàëåíüêèé îáúåêò ñöåíû, ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî è äàæå ïðîùå. Äîïóñòèì, ÷òî íà ýòîò îáúåêò ïîïà-
äàåò óçåë òðàññû ëó÷à xk. Òîãäà ðàçðåøåíû òå ìóòàöèè, ïðè êîòîðûõ xk + dxk

âñå åùå íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ýòîãî òåëà. Ïðèáëèæåííî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñìåùåíèå dxk (à îíî ëåæèò â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè îáúåêòà â
òî÷êå xk) äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî, ñêîðåå âñåãî, ïî-ðàçíîìó â ðàçíûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ. Îáùèé âèä åãî òàêîâ:

(dxk, B̂(xk)dxk) ≤ 1. (12)

4.2 Îãðàíè÷åíèÿ äëÿ âûáðàííîãî ôàçîâîãî

ïðîñòðàíñòâà

Íèæå äàåòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå òîãî, êàê ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ T̂ âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî îãðàíè÷åíèÿì äëÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, îïèñàííîãî â Ãëàâå
2.
4.2.1 Îãðàíè÷åíèÿ èç-çà îïòè÷åñêèõ ñâîéñò îáúåêòîâ

Îòêëîíåíèÿ îò çåðêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, êîòîðûå è îãðàíè÷èâàþòñÿ äëÿ BDF,
áëèçêèì ê çåðêàëüíîìó îòðàæåíèþ, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè,
âõîäÿùèìè â ïðåäñòàâëåíèå òðàññû ëó÷à äëÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó
îãðàíè÷åíèÿ íà íèõ ñëåäóþùèå:

|Ωi| ≤ maxϑi, (13)
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ãäå maxϑi � øèðèíà ëåïåñòêà BDF, çà ïðåäåëàìè êîòîðîãî BDF ïðàêòè÷å-
ñêè îáðàùàåòñÿ â 0. Çàìåòèì, ÷òî ñàìî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åíèé íà
ýòó ïåðåìåííóþ íå íàëàãàåò è ëþáîé âåêòîð Ωi äîïóñòèì. Äðóãîå äåëî, ÷òî
çíà÷åíèÿ BDF äëÿ íåãî áóäóò ÷åðåçâû÷àéíî ìàëû.

Ìû îãðàíè÷èì âàðèàöèþ èñõîäíîé òðàññû òàê, ÷òî

(δΩi, δΩi) ≤ (maxϑi)
2, (14)

òîãäà ïîñëå âàðèàöèè â õóäøåì ñëó÷àå áóäåò |Ωi| ≤ 2maxϑi. Ìíîæèòåëü 2
íå î÷åíü ñóùåñòâåíåí ïîòîìó, ÷òî õîòÿ òåïåðü íåêîòîðûå âàðèàöèè òðàññû è
ïðèâåäóò ê òîìó, ÷òî BDF â êàêîì-òî óçëå ïî÷òè 0, íî âñå ðàâíî çíà÷èòåëü-
íàÿ äîëÿ ñëó÷àéíûõ ìóòàöèé ïðèâåäåò ê ðàçðåøåííûì òðàññàì ñ íåíóëåâûì
çíà÷åíèÿì BDF.

Îäíàêî çíà÷åíèå ΩN â çàâåðøàþùåì ñåãìåíòå, çàêàí÷èâàþùèìñÿ â èñòî÷-
íèêå, íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé è äàæå íå âõîäèò â âåêòîð ñîñòî-
ÿíèÿ. Àíàëîãè÷íî è dΩN íå âõîäèò â dX, íî âû÷èñëÿåòñÿ ïî íåìó, òî åñòü
èç (dv1; dΩ1; dΩ2; dΩ3; ...; dΩN−1). Îáùàÿ ôîðìà ýòîé çàâèñèìîñòè, î÷åâèäíî,
òàêîâà:

dΩN = B̂dX = B̂0dV 1 + B̂1dΩ1 + B̂2dΩ2 + · · ·+ B̂N−1dΩN−1. (15)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèáëèæåííî âûïîëíåíî è äëÿ êîíå÷íûõ âàðèàöèé, ïîýòîìó
îãðàíè÷åíèå |δωN | ≤ maxϑN ïðèâîäèò ê:

|B̂0δV 1 + B̂1δΩ1 + B̂2δΩ2 + · · ·+ B̂N−1δΩN−1| ≤ maxϑN ,

÷òî åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

(δX, Q̂1δX) ≤ (maxϑN)
2 . (16)

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ, çàïèñûâàåìûå â ìàòðèöó ïðåäâàðè-
òåëüíîé îáðàáîòêè, ôóíêöèîíàëüíî äåëàþò òî æå ñàìîå, ÷òî è òàêèå ìåòîäû
óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè Ìîíòå-Êàðëî, êàê âûáîðêà ïî çíà÷èìîñòè [12] è Path
Guiding [13]. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî íå ñîâñåì òàê, ïîñêîëüêó óïîìÿíóòûå ìåòîäû
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû âìåñòå ñ äèíàìèêîé Ëàíæåâåíà, à íå âìåñòî åå (òî
åñòü îíè îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó). Ïðè ýòîì ñàìà äèíàìèêà Ëàíæåâåíà ìîæåò
ðàáîòàòü, íàïðèìåð, â ïåðâè÷íîì ïðîñòðàíñòâå ïóòåé, êàê è áûëî ðåàëèçîâàíî
ó Fujun Luang â [8].

4.2.2 Ïðîñòðàíñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ïðîñòðàíñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ òàêîâû:

1. Âàðèàöèè óçëîâ òðàññû ëó÷à äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû òàê, ÷òîáû íîð-
ìàëü â ýòèõ òî÷êàõ ìåíÿëàñü íå ñëèøêîì ñèëüíî è ÷òîáû òî÷êà íå óõîäè-
ëà ñ ïîâåðõíîñòè. Ðàçðåøåííûé ðàçìåð ñìåùåíèÿ (óçëà òðàññû) îáû÷íî
ðàçíûé â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ.
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2. Âàðèàöèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ îòâåðñòèÿ äîëæíà îñòàâàòüñÿ
âíóòðè ýòîãî îòâåðñòèÿ

Ïåðâûé òèï îãðàíè÷åíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê êàæäîìó óçëó îòäåëüíî, è ìîæåò
áûòü çàïèñàí â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

(δxk, D̂(xk)δxk) ≤ d2k. (17)

Äëÿ íàøåãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà èç Ãëàâû 2 êîîðäèíàòû óçëîâ òðàññû
íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, èõ íàäî âû÷èñëÿòü ïî âåêòîðó ñî-
ñòîÿíèÿ X. Ïîýòîìó

dxk = V̂kdX, (18)

ïðè÷åì ìàòðèöà V̂k â îáùåì ñëó÷àå íå êâàäðàòíàÿ. Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèáëè-
æåííî âûïîëíåíî è äëÿ êîíå÷íûõ âàðèàöèé, è, ïîäñòàâëÿÿ åãî â (17), èìååì

Q̂k ≡ V̂∗
kD̂(xk)V̂k,

(δX, Q̂kδX) ≤ d2k.
(19)

Âòîðîé òèï îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ, ñêîðåå, äàæå ñâÿçüþ ìåæäó âàðèàöèÿìè
äâóõ óçëîâ: èõ íàäî äâèãàòü òàê, ÷òîáû òî÷êà ïðîõîæäåíèÿ ñêâîçü îòâåðñòèå
ëèáî ñòîÿëà íà ìåñòå, ëèáî ñìåùàëàñü â ïðåäåëàõ åãî. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ âûðà-
æåíèå âèäà (11). Îíî âåðíî, åñëè ñàìè ñìåùåíèÿ óçëîâ òðàññû ìàëû, íî ýòî
òàê è åñòü ââèäó îãðàíè÷åíèé ïåðâîãî òèïà. Âûðàæàÿ dxk èç dX ïî ôîðìóëå
(18) è ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàò ê êîíå÷íûì âàðèàöèÿì, èìååì

(δX,wi,k)
2 ≤ l2i , i = 1, ..., N,

ãäå

Ŵk ≡ Â(xk;xk+1)V̂k + Â(xk+1;xk)V̂k+1,

wi,k ≡ Ŵ ∗
ke

(k)
i .

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (δX,wi,k)
2 ìîæåò áûòü çàïèñàíà è â áîëåå ïðèâû÷íîì

ìàòðè÷íîì âèäå:

(δX, Q̂i,kδX) ≤ l2i , i = 1, ..., N, (20)

Q̂i,k ≡ |wi,k⟩⟨wi,k|.

4.2.3 Îáúåäèíÿåì îãðàíè÷åíèÿ

Â îáùåì ñëó÷àå íàáîð îãðàíè÷åíèé âêëþ÷àåò (14), (16), (19) è (20). Âñå ìîãóò
áûòü çàïèñàíû â âèäå: êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîãî ïðåäåëà
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(δX, Q̂k(X)δX) ≤ q2k,

ãäå Q̂k(X) � ñèììåòðè÷íàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà.
Ðàçóìååòñÿ, äëÿ êàêîé-òî ñöåíû ÷àñòü èç ýòèõ îãðàíè÷åíèé ìîæåò îòñóò-

ñòâîâàòü, ñêàæåì, åñëè âñå BDF äîñòàòî÷íî ïëàâíûå èëè åñëè âñå îòâåðñòèÿ
âåëèêè è ïð. Ôîðìàëüíî ìîæíî ñîõðàíèòü âñå îãðàíè÷åíèÿ, íî äëÿ ôàêòè÷å-
ñêè îòñóòñòâóþùèõ çàäàòü î÷åíü áîëüøîå (èëè ïðîñòî áåñêîíå÷íîå) qk.

Ðàçðåøåííûå âàðèàöèè òðàññû ëó÷à äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âñåì îãðàíè-
÷åíèÿì. Ïðîñòåéøèé ñïîñîá îáúåäèíèòü èõ â îäíî � ýòî çàïèñàòü âñå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íåðàâåíñòâà â ôîðìå (δX, q−2

k Q̂k(X)δX) ≤ 1 è ïðîñóììèðîâàòü, ÷òî
ïðèâîäèò ê :

(δX, Q̂(X)δX) ≤ 1, (21)

Q̂(X) ≡
M∑
k=1

q−2
k Q̂k(X).

Ýòî, êîíå÷íî, èçëèøíå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå, ò.å. â ðåàëüíîñòè òî÷êà ìîæåò
îñòàòüñÿ â ðàçðåøåííîé îáëàñòè è ïðè ñìåùåíèè íà δX, çàìåòíî áîëüøåå, ÷åì
äîçâîëåíî (21), ÷òî î÷åâèäíî äëÿ ñëó÷àÿ èäåíòè÷íûõ îãðàíè÷åíèé. Â êà÷åñòâå
íåêîåãî êîìïðîìèññà ìîæíî áûëî áû ñôîðìèðîâàòü èòîãîâóþ ÷óòü èíà÷å, íà-
ïðèìåð,

Q̂(X) =
1

M

∑
k

q−2
k Q̂k(X),

ãäåM � êîëè÷åñòâî èñõîäíûõ, èíäèâèäóàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Åñëè áû îíè âñå
áûëè îäèíàêîâû, òàêàÿ ìàòðèöà îáåñïå÷èâàëà áû èäåàëüíî òî÷íîå îãðàíè÷åíèå,
â îòëè÷èå îò çàâûøåííîãî òðåáîâàíèÿ èç (21).

Â ñëó÷àå æå ðàçëè÷àþùèõñÿ èñõîäíûõ îãðàíè÷åíèé òàêàÿ ìàòðèöà ìîæåò
ïðèâîäèòü ê òîìó, ÷òî ïðåäëîæåííîå δX îêàæåòñÿ â

√
M ðàç áîëüøå, ÷åì äîç-

âîëåíî. Òàêîå ïðåäëîæåíèå ïåðåõîäà áóäåò, êîíå÷íî æå, îòâåðãíóòî. Îäíàêî
ìíîãèå ïðåäëîæåíèÿ âñå æå áóäóò ïðèíÿòû è äàäóò áîëüøåå ñìåùåíèå òðàåêòî-
ðèè. Çàðàíåå íåî÷åâèäíî, ÷òî âûãîäíåå: ìåëêèå øàãè, âñå èç êîòîðûõ ïðèíÿòû,
èëè êðóïíûå, íî ÷àñòü îòâåðãíóòà. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäëîæèòü ôîðìèðîâàòü
èòîãîâóþ ìàòðèöó êàê

Q̂(X) =
1√
M

∑
k

q−2
k Q̂k(X).

Îäíàêî òàê èëè èíà÷å ìû âñå ðàâíî ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó íà êâàäðà-
òè÷íóþ ôîðìó íàïîäîáèå (21), ðàçâå ÷òî ñ ÷óòü èíà÷å âû÷èñëåííîé èòîãîâîé

ìàòðèöåé Q̂(X).
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5 Çàêëþ÷åíèå

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ òðàññèðîâêà ëó÷åé ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìèêè Ëàíæåâåíà âû-
ãëÿäèò âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ìåòîäîì äëÿ ðàñ÷åòà ãëîáàëüíîé îñâåùåííîñòè
âèðòóàëüíîé ñöåíû. Îäíàêî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòîò ìåòîä îñòàåòñÿ ìàëî-
èññëåäîâàííûì, â òî âðåìÿ êàê åãî àíàëèç ìîæåò ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíîìó
óñêîðåíèþ âû÷èñëåíèé áåç ïîòåðè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìîãî ðåçóëüòàòà.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðîäîëæèëè àíàëèç íàèáîëåå âû÷èñëèòåëüíî åìêèõ
îïåðàöèé àëãîðèòìà MALA, íà÷àòûé â [5]. Â ïðåäñòàâëåííîé, âòîðîé, ÷àñòè
ðàáîòû îñíîâíîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî âûáîðó ïðåäñòàâëåíèÿ òðàññû ëó÷à,
ò.å. ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, âû÷èñëåíèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïðåäëîæåíèÿ
ïåðåõîäà â ýòîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è àíàëèçó îãðàíè÷åíèé íà âîçìîæíûå
âàðèàöèè òðàññû, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ïðåäâàðèòåëüíîé îá-
ðàáîòêè. Ïîêàçàíî, êàê ýòè àñïåêòû âëèÿþò íà ñõîäèìîñòü.

Äàëüíåéøèå ðàáîòû [7] áóäóò íàïðàâëåíû íà ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ
ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ðåçóëüòàòû íàøèõ èññëåäîâàíèé, è àíàëèç èõ
ðåçóëüòàòîâ.
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