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Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì

èç öåíòðàëüíûõ íàïðàâëåíèé â ñîâðåìåííîé îáùåé òîïîëîãèè. Èññëåäîâàíèÿ

â ýòîé îáëàñòè â ïîñëåäíèå ãîäû ïðîâîäèëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Ê ïåðâûì

èññëåäîâàíèÿì â ýòîé îáëàñòè ìîæíî îòíåñòè òåîðåìó 1923 ãîäà Âàæåâñêîãî-

Âüåòîðèñà [34],[33] î òîì, ÷òî ëîêàëüíàÿ ñâÿçíîñòü ìåòðèçóåìîãî êîíòèíóó-

ìà ýêâèâàëåíòíà ëîêàëüíîé ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà åãî íåïóñòûõ çàìêíóòûõ

ïîäìíîæåñòâ ñ òîïîëîãèåé Âüåòîðèñà � ïðîñòðàíñòâà exp(X). Èçó÷åíèþ ïðî-

ñòðàíñòâà exp(X) áûëè ïîñâÿùåíû ìíîãèå ðàáîòû â 30-å - 50-å ãîäû, íîñèâ-

øèå, îäíàêî, ôðàãìåíòàðíûé õàðàêòåð. Â êà÷åñòâå ñàìîñòîÿòåëüíîãî íàïðàâ-

ëåíèÿ ýòè èññëåäîâàíèÿ îôîðìèëèñü òîëüêî ïîñëå ðàáîòû Ìàéêëà 1951 ãîäà

[29].

Â 1981 ãîäó Å.Â. Ùåïèí [18], îáîáùàÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå ðåçóëüòàòû [19],

ââ¼ë â îáùóþ òîïîëîãèþ ïîíÿòèå íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà, òåì ñàìûì ïîëîæèâ

íà÷àëî íîâîìó íàïðàâëåíèþ â îáùåé òîïîëîãèè. Çàòåì Â.Â.Ôåäîð÷óê ââåë

êëàññ ïîëóíîðìàëüíûõ ôóíêòîðîâ, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì êëàññà íîðìàëü-

íûõ ôóíêòîðîâ. Ïîëóíîðìàëüíûì ôóíêòîðîì, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ èçâåñò-

íûé ôóíêòîð ñóïåððàñøèðåíèÿ, êîòîðûé íå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ñîõðàíå-

íèÿ ïðîîáðàçîâ è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ôóíêòîðîì. Ïðîñòðàíñòâî

ñóïåððàñøèðåíèÿ λ(X) âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì ïðîñòðàíñòâà

X âïåðâûå áûëî ðàññìîòðåíî Äå Ãðîîòîì â 1969 ãîäó [24]. Èññëåäîâàíèÿ, íà-

÷àòûå Äå Ãðîîòîì, áûëè ïðîäîëæåíû â ðàáîòàõ âàí äý Âåëëà [32], âàí Ìèë-

ëà [25], Ì.Ì.Çàðè÷íîãî [5], À.Â.Èâàíîâà [6] è íåêîòîðûõ äðóãèõ òîïîëîãîâ.

Òàê, íàïðèìåð, â 1983 ãîäó Âàí Ìèëë [25] ðàññìîòðåë ïðîñòðàíñòâî ìàê-

ñèìàëüíûõ k-ñöåïëåííûõ ñèñòåì êîìïàêòà X � ïðîñòðàíñòâî λk(X), à òàêæå

ïîêàçàë, ÷òî ïðè k > 2 ïðîñòðàíñòâî λk(X) ìîæåò áûòü íåêîìïàêòíî.

Íàðÿäó ñ ôóíêòîðîì ñóïåððàñøèðåíèÿ λ òàêæå ðàññìàòðèâàþò ôóíêòîð

ïîëíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì N , îáëàäàþùèé ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñò-

âàìè ñóïåððàñøèðåíèÿ. À.Â. Èâàíîâ â 1986 â ðàáîòå [6] îïðåäåëèë Nk(X) êàê

ïðîñòðàíñòâî ïîëíûõ k-ñöåïëåííûõ ñèñòåì, è â ðàáîòå [10] äîêàçàë, ÷òî λk(X)

âñþäó ïëîòíî â Nk(X) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X áåç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê.

Èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà ñóïåððàñøèðåíèÿ òàêæå ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ
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Å.Â. Âàêóëîâîé [3], â êîòîðîé áûë ïðèâåäåí ïðèìåð ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé

ñèñòåìû ξ èç ñóïåððàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X ñ íîñèòåëåì, ñîâïàäàþùèì ñ

X â ñëó÷àå, êîãäà X ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì [0, 1].

Â 1948 ãîäó Ì. Êàòåòîâ [26] äîêàçàë èçâåñòíóþ òåîðåìó î òîì, ÷òî èç íà-

ñëåäñòâåííîé íîðìàëüíîñòè êóáà êîìïàêòà ñëåäóåò åãî ìåòðèçóåìîñòü, à òàê-

æå ñôîðìóëèðîâàë ïðîáëåìó î ìåòðèçóåìîñòè êîìïàêòà, êâàäðàò êîòîðîãî

íàñëåäñòâåííî íîðìàëåí. Â 1977 ãîäó Íèêîøåì [31] â ïðåäïîëîæåíèè àêñèîìû

Ìàðòèíà è îòðèöàíèè êîíòèííóóì-ãèïîòåçû MA+¬CH áûë ïîñòðîåí ïðèìåð

íåìåòðèçóåìîãî êîìïàêòà ñ íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíûì êâàäðàòîì. Â 1993 ãî-

äó Ãðþíõàãå [23] â ïðåäïîëîæåíèè êîíòèíóóì-ãèïîòåçû CH ïîñòðîèë ïðèìåð

íåìåòðèçóåìîãî êîìïàêòà Y , äëÿ êîòîðîãî Y 2 íàñëåäñòâåííî ñåïàðàáåëüíî,

Y 2\∆ ñîâåðøåííî íîðìàëüíî è Y 2 íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî. Òàêèì îáðàçîì,

Íèêîø è Ãðþíõàãå â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ òåîðèè ìíîæåñòâ äàëè îòðèöàòåëü-

íûé îòâåò íà ïðîáëåìó Êàòåòîâà. Â 2002 ãîäó Ëàðñîí è Òîäîð÷åâè÷ [28] ñ ïî-

ìîùüþ ôîðñèíãà ïîñòðîèëè ìîäåëü òåîðèè ìíîæåñòâ, â êîòîðîé âñÿêèé êîì-

ïàêò, êâàäðàò êîòîðîãî íàñëåäñòâåííî íîðìàëåí, ìåòðèçóåì, òî åñòü â ýòîé

ìîäåëè òåîðèè ìíîæåñòâ îòâåò íà ïðîáëåìó Êàòåòîâà ïîëîæèòåëåí.Òåì ñà-

ìûì Ëàðñîí è Òîäîð÷åâè÷ äîêàçàëè íåçàâèñèìîñòü ïðîáëåìû Êàòåòîâà îò

ñèñòåìû àêñèîì ZFC.

Â 1989 ãîäó Â.Â. Ôåäîð÷óê [16] îáîáùèë òåîðåìó Êàòåòîâà äëÿ íîðìàëü-

íîãî ôóíêòîðà ñòåïåíè > 3, äåéñòâóþùåãî â êàòåãîðèè Comp êîìïàêòîâ è

èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Ïðîáëåìà Êàòåòîâà òàêæå èìååò àíàëîã äëÿ

ïîëóíîðìàëüíûõ ôóíêòîðîâ: âåðíî ëè, ÷òî èç íàñëåäñòâåííîé íîðìàëüíîñòè

Fk(X), ãäå k � âòîðîé ïî âåëè÷èíå ýëåìåíò ñòåïåííîãî ñïåêòðà ïîëóíîðìàëü-

íîãî ôóíêòîðà F , ñëåäóåò ìåòðèçóåìîñòü X? Â ñâÿçè ñ ýòèì, â 2008 ãîäó

À.Â. Èâàíîâ è Å.Â. Êàøóáà [11] ïîñòðîèëè ïðèìåð íåìåòðèçóåìîãî êîìïàêòà,

îáîáùàþùèé ïðèìåð Ãðþíõàãå è óäîâëåòâîðÿþùèé ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) Xn íàñëåäñòâåííî ñåïàðàáåëüíî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n;

2) Xn \ ∆n ñîâåðøåííî íîðìàëüíî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n (ãäå ∆n �

îáîáùåííàÿ äèàãîíàëü Xn, òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, ó êîòîðûõ õîòÿ áû äâå

êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò);

3) äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿþùåãî âåñ è òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ïîëó-

íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà F ïðîñòðàíñòâî Fk(X) íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî, ãäå
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k � âòîðîé ïî âåëè÷èíå ýëåìåíò ñòåïåííîãî ñïåêòðà ôóíêòîðà F .
Èññëåäîâàíèÿì ïðîáëåìû Êàòåòîâà äëÿ ïîëóíîðìàëüíûõ ôóíêòîðîâ ïî-

ñâÿùåíû è ðàáîòû À.Â. Èâàíîâà [8] - [9], â êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî,

÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëóíîðìàëüíîãî ôóíêòîðà êîíå÷íîé ñòåïåíè n > 3 íàñëåä-

ñòâåííàÿ íîðìàëüíîñòü F(X) âëå÷åò ìåòðèçóåìîñòü X, à â ïðåäïîëîæåíèè

CH ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ñîõðàíÿþùèõ âåñ ïîëóíîðìàëüíûõ ôóíêòî-

ðîâ, îáëàäàþùèõ äàííûì ñâîéñòâîì.

Ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé Êàòåòîâà, â 1971 ãîäó Ô. Çåíîð [35] âûâåë ìåò-

ðèçóåìîñòü êîìïàêòà X èç íàñëåäñòâåííîé ñ÷åòíîé ïàðàêîìïàêòíîñòè êóáà

ïðîñòðàíñòâà X, à â 1976 ãîäó Äæ. Õàáåð [21] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ñ÷åòíî êîì-

ïàêòíîãî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà X èç íàñëåäñòâåííîé íîðìàëüíîñòè åãî

êóáà òàêæå ñëåäóåò ìåòðèçóåìîñòü ïðîñòðàíñòâà X.

Â 2000 ãîäó Ò.Ô. Æóðàåâ â ðàáîòå [4] çàìåíèë â òåîðåìå Ôåäîð÷óêà íà-

ñëåäñòâåííóþ íîðìàëüíîñòü êîìïàêòà F(X) íà íàñëåäñòâåííóþ ñ÷¼òíóþ ïà-

ðàêîìïàêòíîñòü F(X).

Òåîðåìû Ôåäîð÷óêà è Æóðàåâà áûëè òàêæå îáîáùåíû À.Ï. Êîìáàðîâûì.

À.Ï. Êîìáàðîâ â ðàáîòå [12] îñëàáèë òðåáîâàíèå íàñëåäñòâåííîé íîðìàëüíî-

ñòè ïðîñòðàíñòâà F(X) äî òðåáîâàíèÿ íàñëåäñòâåííîé K-íîðìàëüíîñòè ïðî-

ñòðàíñòâà F(X)\X. Òåîðåìà Êîìáàðîâà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè äëÿ êàêîãî-

íèáóäü íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà F ñòåïåíè > 3 ïðîñòðàíñòâî F(X)\X íàñëåä-

ñòâåííî K-íîðìàëüíî, ãäå K � êëàññ σ-êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî X � ìåò-

ðèçóåìûé êîìïàêò. Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà òèïà íîðìàëüíîñòè ðàññìàòðèâàëèñü

òàêæå â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ À.Ï. Êîìáàðîâà [13]-[15], [27].

Â 1965 ãîäó À.Â. Àðõàíãåëüñêèé [1] ââåë êëàññ ïðîñòðàíñòâ, íàçâàííûõ èì

ïåðèñòûìè èëè p-ïðîñòðàíñòâàìè. Â êëàññå p-ïðîñòðàíñòâ ñîõðàíÿëèñü ìíî-

ãèå ñïåöèôè÷åñêèå ÷åðòû ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ è ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Â ñâîåé ðàáîòå À.Â. Àðõàíãåëüñêèé äîêàçàë, ÷òî ïàðàêîìïàêòíûå p-ïðîñòðàí-

ñòâà - ýòî â òî÷íîñòè ñîâåðøåííûå ïðîîáðàçû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ïîòî-

ìó âïîëíå åñòåñòâåííî èçó÷àòü ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà êîâàðèàíòíûõ ôóíê-

òîðîâ â êàòåãîðèè ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ è èõ ñîâåðøåííûõ îòîáðà-

æåíèé, à òàêæå ïîïûòàòüñÿ îáîáùèòü íà äàííóþ êàòåãîðèþ òåîðåìó Ôåäîð-

÷óêà [16].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ïîëóíîðìàëü-
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íûõ ôóíêòîðîâ â êàòåãîðèè Comp êîìïàêòîâ è èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-

íèé, à òàêæå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîíÿòèÿ íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà íà êàòåãîðèþ

ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ è èõ ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé è èçó÷åíèå

ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êîâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ â äàííîé êàòåãîðèè.

Ïåðâàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ïîëó-

íîðìàëüíûõ ôóíêòîðîâ â êàòåãîðèè Comp êîìïàêòîâ è èõ íåïðåðûâíûõ îòîá-

ðàæåíèé. Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêòîð ñóïåððàñøèðåíèÿ, ïðîñòðàí-

ñòâà ìàêñèìàëüíûõ è ïîëíûõ k−ñöåïëåííûõ ñèñòåì, à òàêæå èçó÷àþòñÿ ñâîé-
ñòâà íîñèòåëåé äëÿ ýòèõ ñèñòåì.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîëíîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíîé [10],

k-ñöåïëåííîé ñèñòåìû îïðåäåëåí íåïóñòîé íîñèòåëü ïî ôîðìóëå

supp(ξ) = [∪{Fα : Fα − ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò ξ}].

Êàê èçâåñòíî, Âàí Ìèëë â ðàáîòå [25] ïîêàçàë, ÷òî ïðîñòðàíñòâî λk(X) â

îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Ïîñêîëüêó âñÿêèé êîìïàêò, êàê õîðîøî

èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ

ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðè k = 3 ïðîñòðàíñòâî λk(X) ìîæåò íå áûòü

äàæå íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, à èìåííî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò êîìïàêò X òàêîé, ÷òî ïðîñòðàíñòâî λ3(X) íå

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.

Äàëåå â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ñöåï-

ëåííîé ñèñòåìû ñ çàäàííûì íîñèòåëåì, îáîáùàþùèé ïðèìåð Å.Â. Âàêóëî-

âîé [3], à èìåííî, äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 9. Åñëè â áåñêîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå X íàéäåòñÿ îòêðûòîå

ñåïàðàáåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ

ñèñòåìà ξ òàêàÿ, ÷òî supp(ξ) = X.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü X ñåïàðàáåëüíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëà µ

ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ξ, ïðèíàäëåæàùàÿ ñóïåð-

ðàñøèðåíèþ λ(Xµ) ñòåïåíè Xµ, òàêàÿ ÷òî supp(ξ) = Xµ.

Ïîíÿòèå íîñèòåëÿ òî÷êè, ïîçâîëÿþùåå îõàðàêòåðèçîâàòü ñòðóêòóðó ïðî-

ñòðàíñòâà, èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ êîâàðèàíòíûõ
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ôóíêòîðîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè F � ìîíîìîðôíûé ôóíêòîð, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè

a ∈ F(X) îïðåäåëåí íîñèòåëü supp(a) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

supp(a) = ∩{Y ⊂ X : a ∈ F(Y )}.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïðè ïîìîùè íîñèòåëÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ïîäôóíê-

òîð êîíòèíóàëüíîé ýêñïîíåíòû expc ôóíêòîðà exp êàê ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà exp(X), ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ñî ñâÿçíûìè íîñèòåëÿìè, òî åñòü ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X. Åñòåñòâåííî

âîçíèêàåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëè, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå íîñèòåëÿ, àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì çàäàòü ïîäôóíêòîð ôóíêòîðà ñóïåððàñøèðåíèÿ, ðàññìîòðåâ ïîäïðî-

ñòðàíñòâî λc(X) ïðîñòðàíñòâà λ(X), ñîñòîÿùåå èç ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ

ñèñòåì ñî ñâÿçíûìè íîñèòåëÿìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ïåðâîé ãëàâå äëÿ íåïðå-

ðûâíûõ îòîáðàæåíèé ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Ïðåäëîæåíèå 13. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y è

ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ξ ∈ λ(X) ñî ñâÿçíûì íîñèòåëåì òàêèå,

÷òî íîñèòåëü ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû η = λf(ξ) íåñâÿçåí.

Ïðåäëîæåíèå 13 ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàöèÿ λc íå ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì

ôóíêòîðîì. Òàêæå â ýòîé ñâÿçè ïðèâåäåí ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà X, ïîêàçûâà-

þùèé, ÷òî ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì ñî ñâÿçíûìè íîñèòå-

ëÿìè ìîæåò íå áûòü çàìêíóòî â λ(X), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî λc(X) íå êîìïàêò

äëÿ äàííîãî êîìïàêòà X.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è ñåïàðàáåëüíûì. Òî-

ãäà ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì ñî ñâÿçíûìè íîñèòåëÿìè

âñþäó ïëîòíî â ñóïåððàñøèðåíèè λ(X).

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò êîìïàêò X òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî ìàêñèìàëü-

íûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì ñî ñâÿçíûìè íîñèòåëÿìè íå çàìêíóòî â ñóïåððàñ-

øèðåíèè λ(X).

Óïîìÿíóòûé ïðèìåð íåìåòðèçóåìîãî êîìïàêòà X À.Â. Èâàíîâà è Å.Â. Êà-

øóáû [11], îáîáùàþùèé ïðèìåð Ãðþíõàãå, óäîâëåòâîðÿë ñëåäóþùåìó ñâîé-
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ñòâó: äëÿ ëþáîãî ïîëóíîðìàëüíîãî ôóíêòîðà F , ñîõðàíÿþùåãî âåñ è òî÷êè

âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè, ñî ñòåïåííûì ñïåêòðîì sp(F) = {1, k, . . . }, ïðî-
ñòðàíñòâî Fk(X) íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäîâàëî,

÷òî íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíû ïðîñòðàíñòâà X2 è λ3(X). ×òîáû ïîëó÷èòü

äàëüíåéøèå ïðèìåðû òàêèõ ïðîñòðàíñòâ è, ïî âîçìîæíîñòè, óïðîñòèòü ôîð-

ìóëèðîâêó ñàìîãî óñëîâèÿ, áûë ïîñòàâëåíè âîïðîñ î ñâÿçè ñòåïåííîãî ñïåêòðà

ïîëóíîðìàëüíîãî ôóíêòîðà ñî ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ ïîëóíîðìàëüíûì ôóíê-

òîðîì òî÷åê âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè, à èìåííî: ìîæíî ëè, çíàÿ âòîðîé ïî

âåëè÷èíå ýëåìåíò ñòåïåííîãî ñïåêòðà ôóíêòîðà, íå òðåáîâàòü ïðîâåðêè óñëî-

âèÿ ñîõðàíåíèÿ òî÷åê âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè.

Íàïîìíèì äàëåå ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ñòåïåííîãî ñïåêòðà, ïðèíàäëåæà-

ùåå À.Â. Èâàíîâó [7]. Ñòåïåíûì ñïåêòðîì ôóíêòîðà F íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî sp(F) = {k : k ∈ N,Fkk(k) 6= ∅, ãäå k � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî}.
Â ïåðâîé ãëàâå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ïðåäëîæåíèå 15. Ïóñòü F � ïîëóíîðìàëüíûé ôóíêòîð, ñîõðàíÿþùèé

òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè è spF = {1, k, ...}. Òîãäà k 6 3.

Ïðåäëîæåíèå 16. Ïóñòü F � ïîëóíîðìàëüíûé ôóíêòîð ñòåïåíè 6 2. Òî-

ãäà F ñîõðàíÿåò òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñòåïåííîãî ñïåêòðà {1, 3} âîçìîæíî êàê ñîõðàíåíèå,
òàê è íå ñîõðàíåíèå ïîëóíîðìàëüíûì ôóíêòîðîì òî÷åê âçàèìíîé îäíîçíà÷-

íîñòè. Ïðèìåðàìè òîìó ÿâëÿþòñÿ ïîäôóíêòîð λ3 ôóíêòîðà λ è ôóíêòîð À.Â.

Èâàíîâà expK ïðè K = {1, 3} [11].
Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàñïðîñòðàíåíèþ ïîíÿòèÿ íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà

íà êàòåãîðèþ P ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ è èõ ñîâåðøåííûõ îòîáðàæå-

íèé, à òàêæå îáîáùåíèþ òåîðåìû Ôåäîð÷óêà-Êàòåòîâà â ýòîé êàòåãîðèè.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð expc ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì íîð-

ìàëüíîãî ôóíêòîðà â êàòåãîðèè P . Ïîäïðîñòðàíñòâî expc(X) ïðîñòðàíñòâà

exp(X) ñîñòîèò èç âñåõ êîìïàêòíûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà

X [17]. Îòêðûòóþ áàçó òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà expc(X) îáðàçóþò ìíîæå-

ñòâà âèäà O < U1, ..., Un >= {A ∈ expc(X) : A ⊂ U1 ∪ ... ∪ Un;A ∩ Ui 6=
∅äëÿ ∀i = 1, ..., n}, ãäå Ui � îòêðûòûå â X ìíîæåñòâà. Äëÿ ëþáîãî ñîâåðøåí-

íîãî îòîáðàæåíèÿ f ïàðàêîìïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâà X â ïàðàêîìïàêòíîå
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p-ïðîñòðàíñòâî Y îòîáðàæåíèå expc(f) ïðîñòðàíñòâà expc(X) â ïðîñòðàíñòâî

expc(Y ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: expc(f)(F ) = f(F ). Âî âòîðîé

ãëàâå äîêàçàíî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 24. Îïåðàöèÿ expc ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì èç

êàòåãîðèè P â êàòåãîðèþ P .

Âî âòîðîé ãëàâå ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óñèëåíèå òåîðåìû Êàòåòîâà [26] è

óòâåðæäåíèÿ, îáîáùàþùèå íåêîòîðûå òåîðåìû Â.Â. Ôåäîð÷óêà èç ñòàòüè [16].

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ M -ïðîñòðàíñòâîì [30], åñëè åãî

ìîæíî êâàçèñîâåðøåííî îòîáðàçèòü íà íåêîòîðîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Y . Êâàçèñîâåðøåííûì íàçûâàåòñÿ òàêîå çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå f ïðîñòðàí-

ñòâà X íà ïðîñòðàíñòâî Y , ïðè êîòîðîì ïðîîáðàç f−1(y) êàæäîé òî÷êè y

ïðîñòðàíñòâà Y ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíî-êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà

X. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, êëàññ ïàðàêîìïàêòíûõ M -ïðîñòðàíñòâ ñîâïàäàåò ñ

êëàññîì ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ.

Ïðåäëîæåíèå 27. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå M -ïðîñòðàíñòâî, êóá êî-

òîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì. Òîãäà ïðîñò-

ðàíñòâî X ìåòðèçóåìî.

Ïðåäëîæåíèå 30. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî ñ åäèí-

ñòâåííîé íåèçîëèðîâàííîé òî÷êîé x0. Òîãäà åñëè χ(x0, X) = ω0, òî X ìåò-

ðèçóåìîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè æå χ(x0, X) > ω1, òî ïðîñòðàíñòâî exp3X \X
íå íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 31. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî, exp3X \X
íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî. Òîãäà X ìåòðèçóåìî.

Âî âòîðîé ãëàâå ïîíÿòèå íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà â êàòåãîðèè Comp êîì-

ïàêòîâ è èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà êàòåãîðèþ P
ïàðàêîìïàêíûõ ïåðèñòûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé. Ïðè-

âîäèòñÿ ïðèìåð ôóíêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî âñåì ñâîéñòâàì íîðìàëüíîñòè

â êàòåãîðèè P .

Ïðåäëîæåíèå 32. Ôóíêòîð expc ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ôóíêòîðîì â êà-

òåãîðèè P .
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Âî âòîðîé ãëàâå òàêæå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà êîâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ â äàí-

íîé êàòåãîðèè, àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâàì ôóíêòîðîâ â êàòåãîðèè Comp. Ïóñòü

F � ìîíîìîðôíûé ôóíêòîð, òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ F(X) îïðåäåëåí íî-

ñèòåëü supp(a) ñëåäóþùèì îáðàçîì: supp(a) = ∩{Y : Y çàìêíóòî â X, a ∈
F(Y )}. Òàêèì îáðàçîì, òàêæå îïðåäåëíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå supp :

F(X) → X, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà F(X) å¼

íîñèòåëü � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X.

Ïðåäëîæåíèå 33. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî, F � íîð-

ìàëüíûé ôóíêòîð â êàòåãîðèè P. Òîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå supp :

F(X)→ X ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

Ïðåäëîæåíèå 35. Ìîíîìîðôíûé, ñîõðàíÿþùèé ïåðåñå÷åíèÿ ôóíêòîð, äåé-

ñòâóþùèé â êàòåãîðèè P, ñîõðàíÿåò íîñèòåëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îí ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷åðåç Fn(X) îáîçíà÷àåòñÿ ìíî-

æåñòâî

Fn(X) = {a ∈ F(X) : |supp(a)| 6 n}.

Ïðåäëîæåíèå 36. Åñëè F � íîðìàëüíûé ôóíêòîð, äåéñòâóþùèé â êàòåãî-

ðèè P, òî ïîäïðîñòðàíñòâî Fn(X) çàìêíóòî â F(X) äëÿ ëþáîãî X è ëþáîãî

n.

Ñëåäñòâèå. Ñîîòâåòñòâèå X → Fn(X) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîäôóíê-

òîð Fn ôóíêòîðà F , äåéñòâóþùåãî â êàòåãîðèè P.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì âòîðîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 9, îáîá-

ùàþùàÿ òåîðåìó Â.Â.Ôåäîð÷óêà [16].

Òåîðåìà 9. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî, F � íîðìàëüíûé

ôóíêòîð ñòåïåíè > 3 â êàòåãîðèè P. Òîãäà åñëè ïðîñòðàíñòâî F(X) \ X
íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî, òî ïðîñòðàíñòâî X ìåòðèçóåìî.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â øåñòè ðàáîòàõ àâòî-

ðà [36] - [41], äîêëàäûâàëèñü íà êàôåäðàëüíîì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîì ñå-

ìèíàðå ïî îáùåé òîïîëîãèè èìåíè Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî-

ôåññîðîâ Â.Â. Ôåäîð÷óêà, Þ.Â. Ñàäîâíè÷åãî, Ñ.À. Áîãàòîãî, Á.À. Ïàñûíêî-
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âà, Â.È. Ïîíîìàðåâà, Â.Â. Ôèëèïïîâà (íåîäíîêðàòíî, ñ 2011 ïî 2013ãã); íà

ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî òîïîëîãèè è å¼ ïðèëîæåíèÿì (Íàôïàêòîñ,

Ãðåöèÿ, ñ 26 ïî 30 èþíÿ 2010 ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé òîïîëîãè÷åñêîé êîíôå-

ðåíöèè ¾Àëåêñàíäðîâñêèå ÷òåíèÿ¿ (Ìîñêâà, ñ 21 ïî 25 ìàÿ 2012 ã.); íà íàó÷-

íûõ êîíôåðåíöèÿõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ, àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ Ïåòðîçàâîäñêîãî

ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (íåîäíîêðàòíî, ñ 2009 ïî 2011ãã).

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-

ëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîðó Àíàòîëèþ Ïåòðîâè-

÷ó Êîìáàðîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå. Àâòîð

òàêæå âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü âñåì ñîòðóäíèêàì êàôåäðû îáùåé

òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè çà ïîääåðæêó è âíèìàíèå.
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1 Ãëàâà ïåðâàÿ. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïîëóíîðìàëüíûõ

ôóíêòîðîâ â êàòåãîðèè Comp.

1.1 Î ôóíêòîðàõ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.

Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì èñêëþ÷èòåëüíî êîìïàêòû, òî åñòü êîì-

ïàêòíûå õàóñäîðôîâû ïðîñòðàíñòâà. Âñå îòîáðàæåíèÿ ïðåäïîëàãàåì íåïðå-

ðûâíûìè. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà F â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X áó-

äåì îáîçíà÷àòü [F ]X , èëè ïðîñòî [F ], åñëè ÿñíî, î êàêîì ïðîñòðàíñòâå èäåò

ðå÷ü. Äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà ìîùíîñòè µ áóäåì îáîçíà÷àòü, ñëåäóÿ [20],

êàê D(µ). Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîâàðèàíòíûå ôóíêòîðû,

äåéñòâóþùèå â êàòåãîðèè Comp êîìïàêòîâ è èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ãîâîðÿò, ÷òî çàäàí êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð F : Comp→ Comp, åñëè êàæ-

äîìó êîìïàêòó X ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé êîìïàêò F(X) è êàæ-

äîìó íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ f : X → Y ñîïîñòàâëåíî íåêîòîðîå íåïðå-

ðûâíîå îòîáðàæåíèå F(f) : F(X) → F(Y ) òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ: äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X è òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ idX êîìïàê-

òà X îòîáðàæåíèå F(idX) = idF(X) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì

ïðîñòðàíñòâà F(X) è F(g ◦ f) = F(g) ◦ F(f) äëÿ ëþáîé êîìïîçèöèè íåïðå-

ðûâíûõ îòîáðàæåíèé f è g.

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðèìåðû êîâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ.

Ãèïåðïðîñòðàíñòâî exp(X) ïðîñòðàíñòâà X � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ íåïó-

ñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé Âüå-

òîðèñà ([17], ãë. 4). Îòêðûòóþ áàçó ýòîé òîïîëîãèè îáðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà

O < U1, ..., Un >= {A ∈ exp(X) : A ⊂ U1 ∪ ... ∪ Un;

A ∩ Ui 6= ∅ äëÿ ∀i = 1, ..., n},

ãäå Ui � îòêðûòûå â X ìíîæåñòâà. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X � êîìïàêò, òî

ïðîñòðàíñòâî exp(X) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì ([17], ãë. 4). Ïóñòü f : X → Y

� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà îòîáðàæåíèå exp(f) : exp(X) → exp(Y ),

îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (exp(f))(A) = f(A), òàêæå íåïðåðûâíî. Îïåðàöèÿ

exp ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèè Comp ( [17], ãë. 7).
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Íàïîìíèì ïîñòðîåíèå ôóíêòîðà êîíòèíóàëüíîé ýêñïîíåíòû.

×åðåç expc(X) áóäåì îáîçíà÷àòü, ñëåäóÿ [17], ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà exp(X), ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïîäêîíòèíóóìîâ (ñâÿçíûõ êîìïàêòîâ) ïðî-

ñòðàíñòâà X. Ïðîñòðàíñòâî expc(X), íàçûâàåìîå êîíòèíóàëüíîé ýêñïîíåí-

òîé ïðîñòðàíñòâà X, çàìêíóòî â exp(X) [17], è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êîì-

ïàêòîì. Åñëè f : X → Y � îòîáðàæåíèå, òî îòîáðàæåíèå expc(f) : expc(X)→
expc(Y ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó (expc(f))(A) = f(A). Îïåðàöèÿ expc ÿâëÿ-

åòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèè Comp [17] , è, êðîìå òîãî, ïîä-

ôóíêòîðîì ôóíêòîðà ýêñïîíåíòû [17].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïîäôóíêòîðà êîâàðèàíòíîãî ôóíêòîðà [17]. Ïóñòü

F1 : E → E ′, F2 : E → E ′ � äâà êîâàðèàíòíûõ ôóíêòîðà èç êàòåãîðèè E =

(O,M) â êàòåãîðèþ E ′ = (O′,M′). Ñåìåéñòâî ìîðôèçìîâ

Φ = {fX : F1(X)→ F2(X), X ∈ O} ⊂M′

íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêòîðà F1 â ôóíêòîð F2, åñ-

ëè äëÿ âñÿêîãî ìîðôèçìà f : X → Y êàòåãîðèè E êîììóòàòèâíà äèàãðàììà

F1(X)
fX−−→ F2(X)yF1(f)

yF2(f)

F1(Y )
fY−−→ F2(Y )

Ïóñòü F1, F2 � ôóíêòîðû, äåéñòâóþùèå èç êàòåãîðèè Comp â ñåáÿ (â òà-

êîì ñëó÷àå, ñëåäóÿ [17], áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêòîð äåéñòâóåò â êàòåãîðèè

Comp). Ôóíêòîð F1 íàçûâàåòñÿ ïîäôóíêòîðîì ôóíêòîðà F2, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Φ = {fX} : F1 → F2, ÷òî âñÿêîå îòîáðà-

æåíèå fX � âëîæåíèå.

Íàïîìíèì òàêæå ïîñòðîåíèå ôóíêòîðà expn. Ïðîñòðàíñòâî expn(X) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ýêñïîíåíòû exp(X). Òî÷êàìè expn(X) ÿâëÿþòñÿ íå

áîëåå ÷åì n-òî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà X. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ n-îé

ãèïåðñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíüþ ïðîñòðàíñòâà X [18]. Ãèïåðñèììåòðè÷åñêàÿ

ñòåïåíü expn(X) êîìïàêòà X ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì [17].
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Åñëè f : X → Y � îòîáðàæåíèå, òî îòîáðàæåíèå expn(f) : expn(X) →
expn(Y ) îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è exp(f) : (expn(f))(A) = f(A). Èçâåñòíî,

÷òî expn ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèè Comp è, êðîìå òîãî,

ïîäôóíêòîðîì ýêñïîíåíòû [17].

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðèìåð ôóíêòîðà expK , ïðèíàäëåæàùèé

À.Â. Èâàíîâó [7]. Çäåñü K � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë N, ñîäåðæàùåå åäèíèöó.
Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ôóíêòîðà expK . Äëÿ ëþáîãî n ∈ N â ïðîñòðàíñòâå

expnX ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå Rn, åäèíñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì ýëåìåíòîì

êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî expn−1X, è ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî expnX/Rn áó-

äåì îáîçíà÷àòü, ñëåäóÿ [7], ÷åðåç exp0
nX. Çàìåòèì, ÷òî exp0

1X = exp1X = X.

Ïóñòü ξ0n � òî÷êà exp0
nX, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîæåñòâó exp0

n−1X. Äëÿ âñÿêîãî

ξ ∈ exp0
nX îïðåäåëèì ìíîæåñòâî í(ξ) ⊂ X ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ξ 6= ξ0n,

òî ξ � n-òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî X è ìû ïîëàãàåì í(ξ) = ξ, åñëè æå ξ = ξ0n,

òî, ïî îïðåäåëåíèþ, í(ξ) = X ∪ {X} (Ìíîæåñòâî í(ξ) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà X è äîáàâëåííîãî ýëåìåíòà X. Ôîðìàëüíîå âêëþ÷åíèå â ìíîæå-

ñòâî í(ξ) ýëåìåíòà X íåîáõîäèìî çäåñü äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëè÷àòü í(ξ0n) è

í(ξ) â ñëó÷àå, êîãäà |X| = n è ξ = X). Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå

Z =
∏
n∈K

exp0nX

è âûäåëèì â Z ïîäïðîñòðàíñòâî expK(X) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

expK(X) = {{ξn : n ∈ K} : í(ξk) ⊂ í(ξn)ïðè k < n}.

Ìíîæåñòâî expK(X) çàìêíóòî â Z è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ âñÿêîãî n ∈ K ðàñ-

ñìîòðèì îòîáðàæåíèå expn f : expnX → expn Y. Ïîñêîëüêó expn f(expn−1X)

ëåæèò â expn−1 Y , îòîáðàæåíèå expn f åñòåñòâåííî ïîðîæäàåò íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå exp0
n f : exp0

nX → exp0
n Y. Ïðè ýòîì exp0

n(idX) = idexp0nX è

exp0
n(f ◦ g) = exp0

n f ◦ exp0
n g, òî åñòü exp0

n � êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð â êà-

òåãîðèè Comp. Î÷åâèäíî, ÷òî exp0
1 � òîæäåñòâåííûé ôóíêòîð.

Ïóñòü ξ = {ξn : n ∈ K} � òî÷êà èç expK(X). Ïîëîæèì expK(f)(ξ) =

{exp0
n f(ξn) : n ∈ K}. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî í(exp0

n f(ξk)) ⊂ í(exp0
n f(ξn))
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ïðè k, n ∈ K, k < n (cì. [7]). Ñëåäîâàòåëüíî, expK(f)(ξ) ∈ expK(Y ). Èòàê,

äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y îïðåäåëåíî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

expK(f) : expK(X)→ expK(Y ). Ïðè ýòîì expK(idX) =idexpK X è expK(f ◦g) =

expK f ◦ expK g.

Òàêèì îáðàçîì, expK � êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð â êàòåãîðèè Comp.
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1.2 Ôóíêòîð ñóïåððàñøèðåíèÿ è ôóíêòîð ïîëíûõ k−ñöåïëåííûõ
ñèñòåì.

Èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå ôóíêòîðó ñóïåððàñøèðåíèÿ, áåðóò ñâî¼ íà-

÷àëî â ðàáîòå Äå Ãðîîòà [24], ãäå îí âïåðâûå ðàññìîòðåë ïðîñòðàíñòâî, ñî-

ñòîÿùåå èç âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì äàííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà. Ñðåäè ïîñëåäîâàâøèõ ðàáîò áûëè, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû Âàí

Ìèëëà [25], à òàêæå À.Â. Èâàíîâà [10], ðàññìîòðåâøåãî ïðîñòðàíñòâî âñåõ

ìàêñèìàëüíûõ k-ñöåïëåííûõ ñèñòåì â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàí-

ñòâà âñåõ ïîëíûõ k-ñöåïëåííûõ ñèñòåì.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ âñå íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâ ìàêñèìàëüíûõ è ïîëíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì, à òàêæå

ñâîéñòâà íîñèòåëåé äëÿ äàííûõ ñèñòåì.

Ñèñòåìà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ξ íàçûâàåòñÿ k-ñöåïëåííîé, åñëè ïåðå-

ñå÷åíèå ëþáûõ åå k ýëåìåíòîâ íåïóñòî. Ïðè k = 2 áóäåì íàçûâàòü ñèñòå-

ìó ñöåïëåííîé. Ñèñòåìà ξ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî

F ⊂ X óñëîâèå "ëþáàÿ îêðåñòíîñòü F ñîäåðæèò íåêîòîðûé ýëåìåíò Φ ñèñòå-

ìû ξ"âëå÷åò F ∈ ξ. Ïóñòü ξ � k-ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà,òîãäà åå ïîïîëíåíèå ξf

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξf = ξ ∪ {F : äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè OF íàéä¼òñÿ ìíîæåñòâîΦ ∈ ξ :

Φ ⊂ OF}.Èçâåñòíî, ÷òî ïîïîëíåíèå ξf âñÿêîé k-ñöåïëåííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ

ïîëíîé k-ñöåïëåííîé ñèñòåìîé [10].

Ìàêñèìàëüíîé k-ñöåïëåííîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ k-ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà,

êîòîðàÿ íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîé äðóãîé k-ñöåïëåííîé ñèñòåìå. Íàì òàêæå

ïîíàäîáèòñÿ [10] ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1. Ìàêñèìàëüíàÿ k-ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Ñóïåððàñøèðåíèåì X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî λ(X) âñåõ ìàêñèìàëüíûõ

ñöåïëåííûõ ñèñòåì, ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé, îòêðûòóþ ïðåäáàçó êîòîðîé îá-

ðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà

O(U) = {ξ ∈ λ(X) : ñóùåñòâóåò òàêîå F ∈ ξ, ÷òî F ⊂ U}

ãäå U � îòêðûòî â X.
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Ñóïåððàñøèðåíèå ëþáîãî êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì [17].

Ïóñòü f : X → Y - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ξ ∈ λ(X) ñèñòå-

ìà {f(F ) : F ∈ ξ} ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìîé ïðîñòðàí-

ñòâà f(X) è îäíîçíà÷íî äîñòðàèâàåòñÿ äî ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòå-

ìû ïðîñòðàíñòâà Y [17], îáîçíà÷àåìîé λf(ξ). Èòàê, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

λ(f) : λ(X)→ λ(Y ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Îïåðàöèÿ λ(.) ÿâëÿåòñÿ

êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèè Comp [17].

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî λk(X) â îáùåì ñëó÷àå.

Ìíîæåñòâî Nk(X) âñåõ ïîëíûõ k-ñöåïëåííûõ ñèñòåì ïðîñòðàíñòâà X íà-

äåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé, îòêðûòóþ áàçó êîòîðîé îáðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà:

O(U1, ..., Un)(V1, ..., Vm) = {ξ ∈ Nk(X) : äëÿ ëþáîãî i = 1, ..., n ñóùåñòâóåò

òàêîå Fi ∈ ξ, ÷òî Fi ⊂ Ui; äëÿ ëþáîãî j = 1, ...,m, Vj ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè

ýëåìåíòàìè ξ} ãäå U1, ..., Un;V1, ..., Vm � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà X.

Ïðîñòðàíñòâî Nk(X) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì [10].

Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî.

Òîãäà îòîáðàæåíèå Nk(f) : Nk(X) → Nk(Y ), îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: êàæäîé ïîëíîé k-ñöåïëåííîé ñèñòåìå ξ ∈ Nk(X) ñòàâèòñÿ â ñîîò-

âåòñòâèå ïîïîëíåíèå ñöåïëåííîé ñèñòåìû Nk(f)(ξ) = {f(F ) : F ∈ ξ}f [10].

Èçâåñòíî, ÷òî Nk(f) : Nk(X) → Nk(Y ) òàêæå íåïðåðûâíî. Îïåðàöèÿ Nk

ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèè Comp [10].

Ïóñòü ξ � ìàêñèìàëüíàÿ k-ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà, F ∈ ξ. Ýëåìåíò F íàçû-

âàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòîì ξ, åñëè èç óñëîâèÿ G ∈ ξ è
G ⊂ F ñëåäóåò, ÷òî G = F.

Äëÿ âñÿêîé ïîëíîé k-ñöåïëåííîé ñèñòåìû îïðåäåëåí íåïóñòîé íîñèòåëü

supp(ξ) = [∪{Fα : Fα ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò ξ}]

Ïîäïðîñòðàíñòâî Nk(X), ñîñòîÿùåå èç ìàêñèìàëüíûõ k-ñöåïëåííûõ ñè-

ñòåì ñ êîíå÷íûìè íîñèòåëÿìè, áóäåì îáîçíà÷àòü λk(X).

Çàìåòèì, ÷òî òîïîëîãèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà íà λk(X) ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé,

îòêðûòóþ ïðåäáàçó êîòîðîé îáðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà

O(U) = {ξ ∈ λk(X) : ñóùåñòâóåò òàêîå F ∈ ξ, ÷òî F ⊂ U},

ãäå U � îòêðûòî â X.
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×òîáû äîêàçàòü ýòî, ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé k-ñöåïëåííîé

ñèñòåìû ξ èç λk(X) è ëþáîé åå îêðåñòíîñòè Oξ = O(U1, ..., Un)(V1, ..., Vm)

íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü O′ξ âèäà O(W1, ...,Wl) òàêàÿ, ÷òî ξ ∈ O′ξ ⊂ Oξ.

Ïóñòü ìàêñèìàëüíàÿ k-ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ξ ∈ O(U1, ..., Un)(V1, ..., Vm). Òî-

ãäà äëÿ ëþáîãî Vi íàéäóòñÿ ýëåìåíòû ñèñòåìû ξ � ìíîæåñòâà F i
1, ..., F

i
k−1 òà-

êèå, ÷òî èõ ïåðåñå÷åíèå ëåæèò â ìíîæåñòâå Vi. Òîãäà äëÿ êàæäîãî i âîçüìåì

òàêèå îêðåñòíîñòè W i
1, ...,W

i
k−1 ìíîæåñòâ F i

1, ..., F
i
k−1, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ýòèõ

îêðåñòíîñòåé òàêæå ëåæèò â ìíîæåñòâå Vi.

Ïîëîæèì O′ξ = O(U1, ..., Un;W
1
1 , ...,W

1
k−1, ...,W

m
1 , ...,W

m
k−1). Ïîëó÷èì, ÷òî

ξ ∈ O′ξ ïî ïîñòðîåíèþ.
Êðîìå òîãî, O′ξ ⊂ Oξ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè γ ∈ O′ξ, òî äëÿ ëþáûõ i, j

íàéäóòñÿ Gi
j ∈ γ òàêèå, ÷òî Gi

j ⊂ W i
j . Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ Vi è ýëåìåíòîâ G èç

γ âûïîëíåíî G∩Vi 6= ∅. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå G íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì

∩{W i
j : j = 1, . . . , k − 1} è, ñëåäîâàòåëüíî, G íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì

∩{Gi
j : j = 1, . . . , k − 1}.

Èòàê, ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ âèäà O(W1, ...,Wl), ãäå W1, ...,Wl �

îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà X, îáðàçóåò áàçó òîïîëîãèè ïîäïðîñòðàíñòâà ïðî-

ñòðàíñòâà Nk(X) íà ïðîñòðàíñòâå λk(X).

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ k = 2, ïðè k > 2 ïðîñòðàíñòâî λk(X),êàê ïðàâèëî, íå

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì [25].

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. [10] [λk(X)] = Nk(X) äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X áåç èçîëèðîâàííûõ

òî÷åê.
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1.3 Íîðìàëüíûå ôóíêòîðû è íåêîòîðûå ñâîéñòâà íîñèòåëåé.

Îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà ïîÿâèëîñü â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ â ðàáî-

òàõ Å. Â. Ùåïèíà. Â 1981 ãîäó Å.Â. Ùåïèí [18], îáîáùàÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå

ðåçóëüòàòû, ïðåäëîæèë íîâûé êëàññ ôóíêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäå-

ë¼ííîìó íàáîðó óñëîâèé, òåì ñàìûì ââ¼ë ïîíÿòèå íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà,

èçó÷åíèå êîòîðîãî ïîëîæèëî íà÷àëî íîâîìó íàïðàâëåíèþ â îáùåé òîïîëî-

ãèè. Åñòåñòâåííîå îñëàáëåíèå îïðåäåëåíèÿ íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà ïðèâåëî ê

ïîÿâëåíèþ ïîíÿòèÿ ïîëóíîðìàëüíîãî ôóíêòîðà. Ê ýòîìó, åù¼ áîëåå øèðîêî-

ìó êëàññó ôóíêòîðîâ, îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ôóíêòîð ñóïåððàñøèðåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü óïîìÿíóòûå âûøå îïðåäåëåíèÿ, ïðèä¼òñÿ

íàïîìíèòü õîðîøî èçâåñòíîå îïðåäåëåíèå îáðàòíîãî ñïåêòðà òîïîëîãè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ.

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (A,6) íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì, åñ-

ëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ α, β ∈ A ñóùåñòâóåò ýëåìåíò γ ∈ A, òàêîé ÷òî γ > α

è γ > β.

Ïóñòü Xα, α ∈ A, � ñåìåéñòâî òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, è ïóñòü êàæ-

äîé ïàðå èíäåêñîâ α, β ∈ A, ñâÿçàííûõ íåðàâåíñòâîì α > β, ïîñòàâëåíî â ñî-

îòâåòñòâèè íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå pαβ : Xα → Xβ, ïðè÷åì åñëè α > β > γ,

òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ òðàíçèòèâíîñòè: pαγ = pαβ · pβγ è, åñëè

α = β, òî pαβ = idXα
. Òîãäà ñèñòåìà ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé S = {Xα, p

α
β :

α, β ∈ A} íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ñïåêòðîì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (èëè

ïðîñòî ñïåêòðîì, ïîñêîëüêó íèêàêèõ äðóãèõ ñïåêòðîâ ìû ðàññìàòðèâàòü íå

áóäåì ). Òî÷êà {xα : α ∈ A}, ëåæàùàÿ â ïðîèçâåäåíèè Πα∈AXα, íàçûâàåòñÿ

íèòüþ ñïåêòðà S, åñëè äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A, óäâîëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ α > β,

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî xβ = pβα(xα).

Ïðåäåëîì ñïåêòðà limS, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ åãî íèòåé ñ èíäó-

öèðîâàííîé èç ïðîèçâåäåíèÿ Πα∈AXα, òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé. Ïóñòü qβ :

Πα∈AXα → Xβ, β ∈ A � ïðîåêöèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïà ñîìíîæèòåëü. Îòîáðàæå-

íèå pβ = qβ|limS íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé ïðîåêöèåé ïðåäåëà ñïåêòðà S. Î÷å-

âèäíî, äëÿ ëþáûõ α, β ∈ A, α > β è äëÿ ëþáîãî x ∈ limS pαβpα(x) = pβ(x).

Èçâåñòíî, ÷òî áàçó òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè â limS ⊆ Πα∈AXα îáðàçóþò ìíî-
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æåñòâà âèäà p−1α (U) ãäå α ∈ A è ìíîæåñòâà U îòêðûòû â Xα [17].

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ñïåêòðû, òî åñòü òàêèå

ñïåêòðû, ìíîæåñòâî èíäåêñîâ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíî-

æåñòîì. Âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ñïåêòðû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê S = {Xα, p
α
β :

α, β < τ}, ãäå τ � íåêîòîðûé îðäèíàë.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâà

êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â [17], ãë. 3.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðåäåë îáðàòíîãî ñïåêòðà èç íåïóñòûõ êîìïàêòîâ ÿâëÿ-

åòñÿ íåïóñòûì êîìïàêòîì.

Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè ìíîæåñòâî F çàìêíóòî â ïðåäåëå ñïåêòðà S =

{Xα, p
α
β : α, β < τ}, òî F = ∩{(p−1α )(pα(F )) : α < τ}.

Ïåðåõîäèì ê îïðåäåëåíèÿì íîðìàëüíûõ è è ïîëóíîðìàëüíûõ ôóíêòîðîâ.

Âñå ôóíêòîðû äàëåå ñ÷èòàþòñÿ êîâàðèàíòíûìè.

Ôóíêòîð F íàçûâàåòñÿ ìîíîìîðôíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî âëîæåíèÿ i :

Y → X îòîáðàæåíèå F(i) : F(Y ) → F(X) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Äëÿ

ìîíîìîðôíîãî ôóíêòîðà F è çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà Y ⊂ X ïðîñòðàí-

ñòâî F(Y ) åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì F(i)(F(Y )) ïðî-

ñòðàíñòâà F(X).

Ìîíîìîðôíûé ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèÿ , åñëè äëÿ ëþáîãî êîì-

ïàêòà X è ëþáîé ñèñòåìû {Yα : α ∈ A} çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ X èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

F(∩{Yα : α ∈ A}) = ∩{F(Yα) : α ∈ A}.

Ôóíêòîð F íàçîâ¼ì íåïðåðûâíûì, åñëè îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñ îïåðàöèåé ïå-

ðåõîäà ê ïðåäåëó îáðàòíîãî ñïåêòðà.

Áîëåå òî÷íî ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Äëÿ ëþáîãî îáðàòíîãî ñïåêòðà S =

{Xa, p
a
b : a, b ∈ A} è åãî ïðåäåëà X = limS îïðåäåëåí îáðàòíûé ñïåêòð

F(S) = {F(Xa),F(pab) : a, b ∈ A}, åãî ïðåäåë limF(S) à òàêæå ïðîñòðàíñòâî

F(X) = F(limS). Ïóñòü pa : X → Xa � ïðåäåëüíûå ïðîåêöèè ñïåêòðà. Òîãäà

îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ F(pa) : F(X) → F(Xa), êîòîðûå â ïðåäåëå äàþò

îòîáðàæåíèå p èç F(X) â limF(S).
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Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî

F(limS) ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ñïåêòðà limF(S). Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêòîð

F íåïðåðûâåí, åñëè îòîáðàæåíèå p � ãîìåîìîðôèçì.

Íåïðåðûâíûé ìîíîìîðôíûé ñîõðàíÿþùèé ïåðåñå÷åíèÿ ôóíêòîð íàçûâà-

åòñÿ ïîëóíîðìàëüíûì, åñëè îí ñîõðàíÿåò òî÷êó è ïóñòîå ìíîæåñòâî [17].

Ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû, åñëè äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X →
Y è ëþáîãî çàìêíóòîãî A ⊂ Y

(F(f))−1F(A) = F(f−1A).

Ôóíêòîð F íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôíûì, åñëè îí ñîõðàíÿåò ýïèìîðôèçìû.

Ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò âåñ, åñëè äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà

X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî w(X) = w(F(X)). Ïîëóíîðìàëüíûé ýïèìîðôíûé

ôóíêòîð F , ñîõðàíÿþùèé âåñ è ïðîîáðàçû, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì.
Ôóíêòîð exp ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì [17]. Ôóíêòîð expc óäîâëåòâîðÿåò âñåì

óñëîâèÿì íîðìàëüíîñòè, êðîìå ýïèìîðôíîñòè, à ôóíêòîðû λ è Nk óäîâëå-

òâîðÿþò âñåì óñëîâèÿì íîðìàëüíîñòè, êðîìå ñîõðàíåíèÿ ïðîîáðàçîâ (ñì., íà-

ïðèìåð, [17] è [10]).

Åñëè F � ìîíîìîðôíûé ôóíêòîð, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ F îïðåäåëåí

íîñèòåëü supp(a) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

supp(a) = ∩{Y ⊂ X : a ∈ F(Y )}.

Ïðîâåðèì, ÷òî íîñèòåëü òî÷êè íå âîçðàñòàåò ïðè îòîáðàæåíèÿõ. Áîëåå òî÷-

íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ êîìïàêòîâ X, Y , íåïðåðûâíîãî îòîáðà-

æåíèÿ f : X → Y , ïîëóíîðìàëüíîãî ôóíêòîðà F è ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

ξ ∈ F(X), äëÿ òî÷êè η = F(f)(ξ) âûïîëíåíî óñëîâèå supp(η) ⊂ f(supp(ξ)).

Ïðîâåðèì ýòî. Ïóñòü íîñèòåëü òî÷êè supp(ξ) = A, òîãäà,òàê êàê F ñîõðàíÿ-

åò ïåðåñå÷åíèÿ, ξ ∈ F(A). Äàëåå, F(A) ⊂ F(X) è îòîáðàæåíèÿ F(f) è F(f |A)

ñîâïàäàþò íà F(A), â ÷àñòíîñòè, F(f |A)(ξ) = F(f)(ξ) = η. Òàê êàê îòîáðà-

æåíèå F(f |A) äåéñòâóåò èç F(A) â F(f(A)), ïîëó÷èì, ÷òî η ∈ F(f(A)),÷òî è

îçíà÷àåò, ÷òî supp(η) ⊂ f(A).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîëíîé k-ñöåïëåííîé ñèñòåìû (è, êàê ñëåäñòâèå,

äëÿ âñÿêîé ìàêñèìàëüíîé k-ñöåïëåííîé ñèñòåìû) îïðåäåëåí íåïóñòîé íîñè-

òåëü ïî ôîðìóëå

supp(ξ) = [∪{Fα : Fα� ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòξ}]
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Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îáà äàííûõ îïðåäåëåíèÿ íîñèòåëÿ supp(η) äëÿ

ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñîâïàäàþò, ìîæíî íàéòè â [3]. Áîëåå òîãî, ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëíîé k-ñöåïëåííîé ñèñòåìû ξ ñïðà-

âåäëèâî ðàâåíñòâî supp(ξ) = ∩{Y ⊂ X : ξ ∈ F(Y )} = [∪{Fα : Fα � ìèíè-

ìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò ξ}]

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ξ ∈ Nk(A) ìîæíî çàìåíèòü íà ñëåäóþùåå: äëÿ

ëþáîãî Φ ∈ ξ ïåðåñå÷åíèå Φ ∩ A òàêæå ïðèíàäëåæèò ξ. Ïðîâåðèì, ÷òî åñ-

ëè F � ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò ñèñòåìû ξ, òî äëÿ âñåõ A òà-

êèõ, ÷òî ξ ∈ NK(A), âûïîëíåíî F ⊂ A. Òàê êàê F ∩ A ∈ ξ è F � ìè-

íèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ, ïîëó÷èì, ÷òî F ∩ A = F è F ⊂ A. Òî åñòü

[∪{Fα : Fα � ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòξ}] ëåæèò â ∩{A ⊂ X :

a ∈ Nk(A)}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî Φ ∈ ξ âåðíî, ÷òî Φ ∩ [∪Fα] ∈ ξ, òàê êàê Φ

ñîäåðæèò â ñåáå íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò ñèñòåìû ξ.

Òî åñòü ξ ∈ Nk([∪Fα]). Çíà÷èò, [∪Fα] ñîäåðæèò â ñåáå ∩{A ⊂ X : a ∈ Nk(A).

Èòàê, äàííûå îïðåäåëåíèÿ íîñèòåëåé ñîâïàäàþò. Ïðåäëîæåíèå 4 äîêàçàíî.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷åðåç Fn(X) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî

Fn(X) = {a ∈ F(X) : |supp(a)| 6 n}.

Åñëè F � ìîíîìîðôíûé ñîõðàíÿþùèé ïåðåñå÷åíèÿ ôóíêòîð, òî ïîäïðî-

ñòðàíñòâî Fn(X) çàìêíóòî â F(X). Áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâèå X → Fn(X)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîäôóíêòîð Fn ôóíêòîðà F . Åñëè F � ïîëóíîðìàëü-

íûé ôóíêòîð, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ôóíêòîð Fn òàêæå ÿâëÿåòñÿ

ïîëóíîðìàëüíûì. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X = F1(X) ⊂ Fn(X).

Äëÿ êàæäîãî n ∈ N îáîçíà÷èì Fnn(X) = Fn(X)\Fn−1(X). Ïðè ýòîì ñ÷èòà-

åì, ÷òî F0(X) = ∅. Cëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ñòåïåííîãî ñïåêòðà ïðèíàäëåæèò
À. Â. Èâàíîâó [7].

Ñòåïåíûì ñïåêòðîì ôóíêòîðà F íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî

sp(F) = {k : k ∈ N,Fkk(k) 6= ∅.},
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ãäå k ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ñòåïåííîé ñïåêòð ëþáîãî ïîëóíîðìàëüíîãî ôóíêòîðà ñîäåðæèò 1 [7]. Ñòå-

ïåííîé ñïåêòð íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà ëèáî ðàâåí N, ëèáî ñîâïàäàåò ñ íà-

÷àëüíûì îòðåçêîì íàòóðàëüíîãî ðÿäà, ñòåïåííîé ñïåêòð ôóíêòîðà λ ðàâåí

N \ {2}, ñòåïåííîé ñïåêòð ôóíêòîðà Nk ñîâïàäàåò ñ N ïðè ëþáîì k [7]. Íàì

òàêæå ïîíàäîáèòñÿ [7] ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 5. Ñòåïåííîé ñïåêòð ôóíêòîðà expK ðàâåí K.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòåïåíü ôóíêòîðà degF 6 n, åñëè äëÿ ëþáîãî X è

ëþáîé òî÷êè a ∈ F(X) âåðíî | supp(a)| 6 n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî degF = n,

åñëè degF 6 n, íî íåâåðíî, ÷òî degF 6 n− 1,.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëóíîðìàëüíûé ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò òî÷êè âçà-

èìíîé îäíîçíà÷íîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y è ëþáîé

òî÷êè y ∈ Y òàêîé, ÷òî |f−1(y)| = 1, îòîáðàæåíèå F(f) : F(X) → F(Y )

òàêæå âçàèìíîîäíîçíà÷íî â òî÷êå y ∈ Y ⊂ F(Y ) : |(F(f))−1(y)| = 1.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ [11]:

Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè ïîëóíîðìàëüíûé ôóíêòîð ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû, òî

îí ñîõðàíÿåò òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ñóïåððàñøèðåíèå λ ñîõðàíÿåò òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷-

íîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ôóíêòîð expK íå ñîõðàíÿåò òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íî-

ñòè ïðè K = {1, 3}.
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1.4 Ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ 3-ñöåïëåííûõ ñèñòåì

Â 1983 ã. Âàí Ìèëë ïîêàçàë, ÷òî ïðè k > 2 ïðîñòðàíñòâî λk(X), êàê ïðà-

âèëî, íå êîìïàêòíî. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î äðóãèõ ñâîéñòâàõ

ïðîñòðàíñòâà λk(X), â ÷àñòíîñòè, î íîðìàëüíîñòè. Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðè-

âîîäèòñÿ ïðèìåð êîìïàêòà òàêîãî, ÷òî ïðè k = 3 ïðîñòðàíñòâî ìàêñèìàëüíûõ

k-ñöåïëåííûõ ñèñòåì äàííîãî êîìïàêòà íå íîðìàëüíî. ×òî ÿâëÿåòñÿ óñèëåíè-

åì ðåçóëüòàòà Âàí Ìèëëà ïðè k = 3, ïîñêîëüêó, êàê õîðîøî èçâåñòíî, âñÿêèé

êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò êîìïàêò X òàêîé, ÷òî ïðîñòðàíñòâî λ3(X) íå

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì X = A(ω0) × A(ω1), ãäå A(ω0), A(ω1) � Àëåê-

ñàíäðîâñêèå (îäíîòî÷å÷íûå) êîìïàêòèôèêàöèè [20] äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâ

D(ω0) è D(ω1) ñîîòâåòñòâåííî; {x0}, {y0} � îäíîòî÷å÷íûå íàðîñòû ñîîò-

âåòñòâóþùèõ êîìïàêòèôèêàöèé. Ïóñòü B = {x0} × (A(ω1) \ {y0}), C =

(A(ω0) \ {x0})× {y0}, z0 = (x0, y0).

Ïîñòðîèì íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå â λ3(X) ìíîæåñòâà H1 è H2 ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xn ∈ A(ω0)\{x0}, xn = n, òîãäà xn → x0

ïðè n→∞.

Âîçüì¼ì äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè z01, z
0
2 ∈ X \ (B ∪ C ∪ {z0}). Ïîëîæèì zn =

(xn, y0), zn+1 = (xn+1, y0). Ïóñòü F
1
n = {z01, z02, zn}, F 2

n = {z01, z02, zn+1}, F 3
n =

{z01, zn, zn+1}, F 4
n = {z02, zn, zn+1}.

Ñèñòåìà ξ0n = {F i
n}4i=1 ÿâëÿåòñÿ 3-ñöåïëåííîé. Çíà÷èò, îíà ìîæåò áûòü äî-

ñòðîåíà äî íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé 3-ñöåïëåííîé ñèñòåìû ξn.

Ïîñòðîèì ïîëíóþ 3-ñöåïëåííóþ ñèñòåìó ξ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì

ñèñòåìó η, ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâ Φ1 = {z0, z01} è Φ2 = {z0, z02}. Â êà÷åñòâå ξ

âîçüìåì ïîïîëíåíèå ñèñòåìû η.

Ïðîâåðèì, ÷òî ξn → ξ â N 3(X) ïðè n→∞. Ïóñòü O(U1, ..., Um)(V1, ..., Vk)

� ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü ξ. Òîãäà z0 ∈ ∩mi=1Ui. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò n
0 òà-

êîå, ÷òî äëÿ n > n0 èìååì zn, zn+1 ∈ ∩mi=1Ui. Êðîìå òîãî, â êàæäîå ìíîæåñòâî

Ui ïîïàäåò êàê ìèíèìóì îäíà èç òî÷åê z01, z
0
2. Çíà÷èò, êàê ìèíèìóì îäíî èç
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ìíîæåñòâ F 3
n èëè F 4

n ëåæèò â Ui ïðè n > n0. Èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî j è

ëþáîãî ýëåìåíòà F ∈ ξ âûïîëíÿåòñÿ Vj ∩F 6= ∅, ñëåäóåò, ÷òî ëèáî z01, z02 ∈ Vj,
ëèáî z0 ∈ Vj. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷èì, ÷òî Vj ∩ F i

n 6= ∅ äëÿ ëþáûõ n, i. Äëÿ

îñòàëüíûõ Vj ïîëîæèì èõ ïåðåñå÷åíèå ðàâíûì V . Òàê êàê z0 ∈ V , ñóùåñòâóåò
n1, òàêîå ÷òî äëÿ n > n1 èìååì zn, zn+1 ∈ V. Òîãäà V ∩ F i

n 6= ∅ äëÿ n > n1.

Âçÿâ n2 = max{n0, n1}, ïîëó÷èì, ÷òî ξn ∈ O(U1, ..., Um)(V1, ..., Vk) ïðè n > n2.

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà H1 ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíûõ

3-ñöåïëåííûõ ñèñòåì {ξn}∞n=1. Âûøå äîêàçàíî, ÷òî H1 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà λ3(X).

Ïîñòðîèì ìíîæåñòâî H2 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ya, yb ∈
A(ω1) \ {y0}, ya 6= yb, ïîëîæèì z′a = (x0, ya), z

′
b = (x0, yb). Ïóñòü G1

ab =

{z01, z02, z′a}, G2
ab = {z01, z02, z′b}, G3

ab = {z01, z′a, z′b}, G4
ab = {z02, z′a, z′b}. Ñèñòåìà

η0ab = ∪{Gi
ab}4i=1 ÿâëÿåòñÿ 3-ñöåïëåííîé. Çíà÷èò, îíà ìîæåò áûòü äîñòðîåíà äî

íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé 3-ñöåïëåííîé ñèñòåìû ηab. Îòìåòèì, ÷òî íîñèòåëü

ëþáîé ñèñòåìû supp(η0ab) ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ òî÷åê z01, z
0
2, z

′
a, z

′
b. Ïîëîæèì

H2 = ∪z′a,z′b∈B{ηab}.
Ïðîâåðèì, ÷òî ìíîæåñòâî H2 çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå λ

3(X).

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ ìàêñèìàëüíûõ 3-ñöåïëåí-

íûõ ñèñòåì ñ íîñèòåëåì, ñîñòîÿùèì íå áîëåå ÷åì èç ÷åòûð¼õ òî÷åê, çàìêíóòî

â ïðîñòðàíñòâå λ3(X). Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñâîéñòâà

ôóíêòîðà Nk, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Nk
n(X) = {ξ ∈ Nk(X) : deg(ξ) 6 n}

çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå Nk(X) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Äàëåå, ìàêèñìàëüíûå 3-ñöåïëåííûå ñèñòåìû ñ îäíîòî÷å÷íûìè íîñèòåëÿ-

ìè, î÷åâèäíî, íå ïîïàäàþò â çàìûêàíèå ìíîæåñòâà H2. Äëÿ ëþáîé òàêîé

ñèñòåìû âñåãäà ìîæíî âûáðàòü â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà U äîñòàòî÷íî ìàëóþ

îêðåñòíîñòü íîñèòåëÿ, íå ñîäåðæàùóþ îäíîâðåìåííî òî÷êè z01, z
0
2 , è òîãäà

îêðåñòíîñòü ñèñòåìû O(U) íå áóäåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ ìíîæåñòâîì H2. Çàìåòèì,

÷òî ìàêñèìàëüíàÿ 3-ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ñ íîñèòåëåì, ñîñòîÿùèì èç äâóõ èëè

èç òð¼õ òî÷åê, íå ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáóþ 3-ñöåïëåííóþ ñèñòåìó ñ

íîñèòåëåì, ñîñòîÿùèì èç äâóõ èëè òð¼õ òî÷åê, ìîæíî äîïîëíèòü äî ìàêñè-

ìàëüíîé 3-ñöåïëåííîé ñèñòåìû ñ íîñèòåëåì, ñîñòîÿùèì èç îäíîé òî÷êè, ïîä-

ìíîæåñòâàìè íîñèòåëÿ. Ýòî ñâîéñòâî àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó ñâîéñòâó

ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì: íå ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé
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ñèñòåìû ñ íîñèòåëåì, ñîñòîÿùèì èç äâóõ òî÷åê [16].

Â ñëó÷àå, åñëè íîñèòåëü 3-ñöåïëåííîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç äâóõ èëè òð¼õ

òî÷åê ñèñòåìó, î÷åâèäíî, ìîæíî äîïîëíèòü äî ìàêñèìàëüíîé. Â òàêîì ñëó÷àå

íîñèòåëü ïîëó÷åííîé ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû áóäåò ñîñòîÿòü èç

îäíîé èç ýòèõ òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, â çàìûêàíèå ìíîæåñòâà H2 ïîïàäóò

òîëüêî ìàêñèìàëüíûå 3-ñöåïëåííûå ñèñòåìû ñ íîñèòåëåì, ñîñòîÿùèì ðîâíî

èç ÷åòûð¼õ òî÷åê.

Èç ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ηab ñëåäóåò, ÷òî åñëè íîñèòåëü ìàêñèìàëüíîé 3-

ñöåïëåííîé ñèñòåìû ξ ñîäåðæèò õîòü îäíó òî÷êó z0, îòëè÷íóþ îò z01, z
0
2 è

íå ëåæàùóþ â B, òî ìîæíî âûáðàòü îêðåñòíîñòü O(U) ñèñòåìû ξ òàê, ÷òî

O(U) ∩H2 = ∅. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, âçÿòü â êà÷åñòâå U îêðåñò-

íîñòü ìíîæåñòâà F ∈ ξ, ãäå z0 ∈ F , íå ïåðåñåêàþùóþ ìíîæåñòâî B è íå

ñîäåðæàùåå îäíîâðåìåííî îáå òî÷êè z01, z
0
2.

Â ñëó÷àå, åñëè òðè è áîëåå òî÷åê íîñèòåëÿ ìàêñèìàëüíîé 3-ñöåïëåííîé

ñèñòåìû ξ ëåæàò â ìíîæåñòâå B, â êà÷åñòâå U âîçüì¼ì ëþáóþ èõ îêðåñòíîñòü,

íå ñîäåðæàùóþ òî÷åê z01, z
0
2. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ξ ∈ O(U) è, â òî æå âðåìÿ,

O(U) ∩H2 = ∅.
Âñå îñòàëüíûå ìàêñèìàëüíûå 3-ñöåïëåííûå ñèñòåìû óæå âîøëè â ìíîæå-

ñòâî H2. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî H2 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Äîêàæåì, ÷òî H1 ∩ H2 = ∅. Ïóñòü ξn ∈ H1. Ðàññìîòðèì åå îêðåñòíîñòü

O(U)(X) ãäå U = {z01} ∪ ({xn, xn+1} × (A(ω1) \ {z02})). Òîãäà äëÿ ëþáûõ

a, b ïîëó÷èì, ÷òî G4
ab ∩ U = ∅, è, çíà÷èò, ηab íå ëåæèò â O(U)(X). Òî åñòü

O(U)(X) ∩H2 = ∅.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâ H1 è H2 â λ

3(X) íå ñóùåñòâóåò íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ îêðåñòíîñòåé.

Ïóñòü O1 è O2 � ïðîèçâîëüíûå îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâ H1 è H2 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

O1 =
⋃

ξn∈H1

Oξn; O
2 ⊃

⋃
ηab∈H2

Oηab

ãäå Oξn = O(Un
1 , ..., U

n
m), Oηab = (W ab

1 , ...,W
ab
k ) � áàçèñíûå îêðåñòíîñòè ñè-

ñòåì ξn è ηab ñîîòâåòñòâåííî â λ
3(X).

Çàìåòèì, ÷òî èç ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ξn ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè

Oξn è äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî i âûïîëíåíî U
n
i ⊃ {xl}× (A(ω1) \Kn), ãäå
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l = n èëè l = n + 1, Kn � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî A(ω1) \ {y0}.
Òàêæå õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê z01, z

0
2 ïîïàäàåò â U

n
i äëÿ êàæäîãî i.

Àíàëîãè÷íî, èç ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ηab ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè

Oηab è äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî j âûïîëíåíî W ab
j ⊃ {yc} × (A(ω0) \Kc),

ãäå c = a èëè c = b, Kc � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî A(ω0) \ {x0}.
Òàêæå õîòÿ áû îäíà èç òî÷åê z01, z

0
2 ïîïàäàåò â W

ab
j äëÿ êàæäîãî j.

Äàëåå, äëÿ ëþáîé ξn ∈ H1 ïîëîæèì Ozn = ∩{Un
i : zn ∈ Un

i }; Ozn+1 =

∩{Un
i : zn+1 ∈ Un

i }, ãäå Un
i � èç îïðåäåëåíèÿ Oξn.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîé ηab ∈ H2 ïîëîæèì Oz′a = ∩{W ab
j : z′a ∈ W ab

j };
Oz′b = ∩{W ab

j : z′b ∈ W ab
j , ãäå W ab

j } � èç îïðåäåëåíèÿ Oηab.

Èç ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà X è ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé ñëåäóåò, ÷òî ñó-

ùåñòâóþò òàêèå òî÷êè z′a, z
′
b ∈ B è òàêèå íîìåðà na, nb, ÷òî äëÿ âñåõ n >

max{na, nb} âåðíî: Oz′a ∩ Ozn 6= ∅, Oz′a ∩ Ozn+1 6= ∅, Oz′b ∩ Ozn 6= ∅,
Oz′b ∩Ozn+1 6= ∅.

Â òàêîì ñëó÷àå, äëÿ äàííûõ a, b, n, Oηab ∩Oξn 6= ∅. Äîêàæåì ýòî.

Â íà÷àëå ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ i, j, h ñëåäóþùèå ïåðåñå÷åíèÿ íåïóñòû:

Un
i ∩ Un

j ∩W ab
h 6= ∅; Un

i ∩W ab
j ∩W ab

h 6= ∅.
Ðàññìîòðèì ïåðâîå ïåðåñå÷åíèå. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Åñëè Un

i ∩ Un
j =

{z01, z02}, òî êàê ìèíèìóì îäíà èç òî÷åê z01, z
0
2 ïîïàäàåò â W

ab
h , çíà÷èò Un

i ∩
Un
j ∩W ab

h 6= ∅. Â äðóãîì ñëó÷àå zl ∈ Un
i ∩Un

j , ãäå l = n èëè l = n+1, z′c ∈ W ab
h ,

ãäå c = a èëè c = b. Ïðè ýòîì Un
i ∩ Un

j ⊃ Ozl, W
ab ⊃ Oz′c. Òîãäà òàê êàê

Oz′c ∩Ozl 6= ∅, ïîëó÷èì, ÷òî Un
i ∩ Un

j ∩W ab
h 6= ∅.

Ïðîâåä¼ì ïðîâåðêó äëÿ âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Â òîì ñëó÷àå, åñëè W ab
j ∩

W ab
h = {z01, z02}, êàê ìèíèìóì îäíà èç òî÷åê z01, z

0
2 ïîïàä¼ò â U

n
i è, òàêèì îá-

ðàçîì, ïåðåñå÷åíèå Un
i ∩W ab

j ∩W ab
h áóäåò íåïóñòî. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå

z′c ∈ W ab
j ∩W ab

h , ãäå c = a èëè c = b, â òî âðåìÿ êàê zl ∈ Un
i , ãäå l = n èëè

l = n+1. Çíà÷èò, Oz′c ⊂ W ab
j ∩W ab

h , Ozl ⊂ Un
i . Â ñèëó òîãî, ÷òî Oz′c∩Ozl 6= ∅,

ïîëó÷èì, ÷òî Un
i ∩W ab

j ∩W ab
h 6= ∅.

Èòàê, ìîæíî ðàññìîòðåòü îòêðûòîå â ïðîñòðàíñòâå λ3(X) ìíîæåñòâî Oξn∩
Oηab = O(Un

1 , ..., U
n
m,W

ab
1 , ...,W

ab
k ). Ïðîâåðèì, ÷òî îíî íåïóñòî. Äëÿ óäîáñòâà

ïåðåèìåíóåì ìíîæåñòâà Un
1 , ..., U

n
m â U1, ..., Um; W1, ...,Wk â Um+1, ..., Um+k.

Äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ èíäåêñîâ i, j, h âîçüìåì ïî òî÷êå xi,j,h â êàæäîì ïåðå-

ñå÷åíèè Ui ∩ Uj ∩ Uh (òî÷êè ìîãóò ñîâïàäàòü äëÿ ðàçíûõ ïåðåñå÷åíèé) è



Ãëàâà ïåðâàÿ. �1.4 28

ïîëîæèì Ψl = {xi,j,h : xi,j,h ∈ Ul}. Ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâ Ψl,

î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ 3-ñöåïëåííîé è ëåæèò â O(U1, ..., Um+k.) Äîñòðîèì åå äî

ìàêñèìàëüíîé â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà ∪{Ψl : l = 1, ...,m + k} (ïîäìíîæå-
ñòâàìè äàííîãî ìíîæåñòâà), à çàòåì âîçüìåì åå ïîïîëíåíèå ζ. Ìû ïîëó÷èì

ìàêñèìàëüíóþ 3-ñöåïëåííóþ ñèñòåìó ζ ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, ëåæàùóþ â

O(U1, ..., Um+k) = Oξn ∩Oηab ⊂ O1 ∩O2.

Èòàê, â ïðîñòðàíñòâå λ3(X) íàøëèñü òàêèå çàìêíóòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ

ìíîæåñòâà H1 è H2, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ èõ îêðåñòíîñòåé íåïóñòî. Çíà÷èò,

λ3(X) íå íîðìàëüíî. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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1.5 Î íîñèòåëÿõ ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì

Íîñèòåëü supp ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû � êëþ÷åâàÿ åå õàðàêòå-

ðèñòèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ðàáîòó ñ òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà

ñóïåððàñøèðåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, áûâàåò ïîëåçíî çíàòü, ñóùåñòâóåò ëè ìàê-

ñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ñ çàäàííûì íîñèòåëåì. Â äàííîì ïàðàãðàôå

äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè òàêîé ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé

ñèñòåìû äëÿ âñåõ ñåïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòî óòâåðæäåíèå äàëåå îáîá-

ùàåòñÿ íà íåêîòîðûå äðóãèå ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ

ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì ñ çàäàííûì íîñèòåëåì.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåì |X| 6= 2, òàê êàê äëÿ ïðîñòðàíñòâà,

ñîñòîÿùåì èç äâóõ òî÷åê, íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ìàêñèìàëüíóþ ñöåïëåííóþ

ñèñòåìó ñ íîñèòåëåì, ñîâïàäàþùèì ñ ýòèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò ìàêñè-

ìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ξ òàêàÿ, ÷òî supp(ξ) = X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X áåñêîíå÷íî, è A � ñ÷åòíîå âñþäó

ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî X, òî ïðîíóìåðóåì òî÷êè ìíîæåñòâà A â íåêîòîðîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: r0, r1, r2, ....

Ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâà Fn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F1 = {r0, r1}

F2 = {r0, r2}

F3 = {r1, r2, r3}

F4 = {r0, r3, r4}

...

F2k = {r0, r3, r5, r7, ..., r2k−1, r2k}



Ãëàâà ïåðâàÿ. �1.5 30

F2k+1 = {r1, r2, r4, r6, ..., r2k, r2k+1}

...

Êàê âèäíî èç ïîñòðîåíèÿ, ìíîæåñòâà Fn îáðàçóþò ñöåïëåííóþ ñèñòåìó.

Ýòà ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé

ñöåïëåííîé ñèñòåìû ξ.

Äëÿ íà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ýëåìåíòû Fn ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïî âêëþ-

÷åíèþ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî Gn = Fn \
{ri}, ÷òî Gn ∈ ξ. Òîãäà â ñëó÷àå, åñëè i = 0 èëè i = 1, ìíîæåñòâî Gn íå

ïðåñåêàåòñÿ ñ F1, â ñëó÷àå, åñëè i = n , ìíîæåñòâî Gn íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Fn+1,

à âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ i = 2, . . . , n−1 ïåðåñå÷åíèå Gn è Fi òàêæå ïóñòî.

Òàêèì îáðàçîì, Gn íå ïðèíàäëåæèò ñèñòåìå ξ, òî åñòü âñå ýëåìåíòû Fn ÿâ-

ëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïî âêëþ÷åíèþ. Îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ Fn ñîäåðæèò

â ñåáå ìíîæåñòâî A, âñþäó ïëîòíîå â X. Çíà÷èò, íîñèòåëü ñèñòåìû supp(ξ)

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì X.

Â ñëó÷àå, åñëè X = {x1, . . . , xn} è n > 2, âîçüì¼ì ïåðâûå n − 1 ìíîæåñòâ

F1 = {r0, r1}, F2 = {r0, r2}, F3 = {r1, r2, r3}, . . . . Äîñòðîèâ äàííóþ ñöåïëåí-

íóþ ñèñòåìó äî ìàêñèìàëüíîé ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ïîëó÷èì ìàêñèìàëü-

íóþ ñöåïëåííóþ ñèñòåìó ñ íîñèòåëåì, ñîñòîÿùèì èç îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ

F1, . . . , Fn−1, â êîòîðîå ïîïàäóò âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X.

Äëÿ îäíîòî÷å÷íûõ ïðîñòðàíñòâ óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ïðåäëîæåíèå 9. Åñëè â áåñêîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå X íàéäåòñÿ îòêðûòîå

ñåïàðàáåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ

ñèñòåìà ξ òàêàÿ, ÷òî supp(ξ) = X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A îòêðûòîå ñåïàðàáåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X, H �

ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå â A ïîäìíîæåñòâî. Òî÷êè ìíîæåñòâà H ìîæíî ïðî-

íóìåðîâàòü â íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: r0, r1, r2, .... Äàëåå, ñôîðìèðó-

åì ìíîæåñòâà Fn ñëåäóþùèì îáðàçîì: F1 = {r0, r1}, F2 = {r0, r2}, F3 =

{r1, r2, r3}, F4 = {r0, r3, r4}, ... F2k = {r0, r3, r5, r7, ..., r2k−1, r2k}, F2k+1 =

{r1, r2, r4, r6, ..., r2k, r2k+1}, ...
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Ïóñòü B = X \A. Â ñëó÷àå, åñëè B êîíå÷íî, ïðîñòðàíñòâî X ñàìî ÿâëÿåò-

ñÿ ñåïàðàáåëüíûì, è óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç

ëåììû 1. Ïîòîìó äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî B áåñêîíå÷íî.

Â êà÷åñòâå η âîçüìåì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâ Fn∪{x}, ãäå x ∈ B,
è ìíîæåñòâà B. Ñèñòåìà η ÿâëÿåòñÿ ñöåïëåííîé ïî ïîñòðîåíèþ. Ýòà ñöåïëåí-

íàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé

ñèñòåìû ξ.

Ïðîâåðèì, ÷òî ìíîæåñòâà Fn∪{x} � ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåí-

òû ñèñòåìû ξ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ïóñòü ñóùåñòâóåò Φ ∈ ξ òàêîé,
÷òî Φ ( Fn ∪ {x} äëÿ íåêîòîðûõ n, x. Ïóñòü y ∈ (Fn ∪ {x}) \ Φ.

Åñëè y = x, x ∈ B, òî Φ ∩B = ∅.
Åñëè y 6= x, òî y = ri. Òîãäà (Fn \ ri) ∩ Fk = ∅ äëÿ íåêîòîðîãî Fk. Çíà÷èò,

Φ ∩ (Fk ∪ {z}) = ∅ äëÿ âñåõ z 6= x, z ∈ B.
Èòàê, ìíîæåñòâà Fn∪{x} ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåí-

òàìè ñèñòåìû ξ, à èõ îáúåäèíåíèå âñþäó ïëîòíî â X.

Çíà÷èò,

supp(ξ) ⊇ [
⋃

n=1,2,...

(Fn ∪ {x})] = X

.

Ïðåäëîæåíèå 9 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 10. Äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû ξ, ëþ-

áîãî ìèíèìàëüíîãî ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòà F ∈ ξ è ëþáîé òî÷êè x ∈ F

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò G ∈ ξ òàêîé, ÷òî F ∩G = {x}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òî÷êè x èç ìíîæåñòâà F íå ñóùå-

ñòâóåò ýëåìåíòà G èç ñèñòåìû ξ òàêîãî, ÷òî F ∩ G = {x}. Òîãäà î÷åâèäíî,

÷òî ìíîæåñòâî F1 = F \{x} òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ξ è F � íå ìèíèìàëü-

íûé ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíò. Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ êàê ìèíèìóì îäèí ýëåìåíò G,

òàêîé ÷òî x ∈ F ∩ G. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå òàêèå ýëåìåíòû ñèñòåìû

ïåðåñåêàþòñÿ ñ F áîëåå ÷åì ïî îäíîé òî÷êå x. Íî â òàêîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî

F1 = F \ {x} òàêæå ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè ýëåìåíòàìè ñèñòåìû ξ, à çíà÷èò

F îïÿòü íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî âêëþ÷åíè ýëåìåíòîì ñèñòåìû ξ. Èòàê,

ìû ïîëó÷èëè, ÷òî íàéä¼òñÿ êàê ìèíèìóì îäèí ýëåìåíò G ∈ ξ, ïåðåñåêàþùèé
ìíîæåñòâî F ðîâíî ïî òî÷êå x. Ïðåäëîæåíèå 10 äîêàçàíî.
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Ïðåäëîæåíèå 11. Ïóñòü π : X × Y → X ïðîåêöèÿ, ïðîñòðàíñòâî Y ñåïà-

ðàáåëüíî, è ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ξX ñ íîñèòåëåì

supp(ξX) = X. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ξ èç

λ(X × Y ) òàêàÿ, ÷òî supp(ξ) = X × Y è λ(π)(ξ) = ξX .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Y ñåïàðàáåëüíî, òî ïî ëåììå1 ñóùå-

ñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ξY òàêàÿ, ÷òî supp(ξY ) = Y . Ïî-

ñòðîèì ñèñòåìó η ñëåäóþùèì îáðàçîì:

η = {F ×G : F ∈ ξX , G ∈ ξY }.

Ñöåïëåííîñòü ñèñòåìû η ñëåäóåò èç ñöåïëåííîñòè ñèñòåì ξX è ξY . Äåéñòâè-

òåëüíî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ Fi × Gj è Fk × Gm ñèñòåìû η âåðíî, ÷òî

ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ Fi ∩ Fk ⊂ X è Gj ∩Gm ⊂ Y íåïóñòû. Îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî ïåðåñå÷åíèå Fi×Gj∩Fk×Gm ⊂ X×Y òàêæå íåïóñòî è ñèñòåìà ñöåïëåíà.

Äîïîëíèì ñèñòåìó η äî íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû ξ

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ïðîâåðèì, ÷òî ýëåìåíòû âèäà Fi ×Gj ÿâëÿþòñÿ ìè-

íèìàëüíûìè ïî âêëþ÷åíèþ ñèñòåìû ξ, åñëè Fi, Gj � ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ-

÷åíèþ ýëåìåíòû ñèñòåì ξX è ξY ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå

òàê. Ïóñòü íàéäåòñÿ Φ ∈ ξ òàêîé, ÷òî Φ ( Fi × Gj. Ïóñòü z ∈ (Fi × Gj) \ Φ.

Òîãäà z = (x, y), x ∈ Fi, y ∈ Gj. Òàê êàê Fi, Gj � ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ-

÷åíèþ, íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû Fk è Gn ñèñòåì ξX è ξY ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

Fk ∩ Fi = {x}; Gn ∩ Gj = {y}. Òîãäà (Fk × Gn) ∩ (Fi × Gj) = z. Çíà÷èò,

(Fk ×Gn) ∩ Φ = ∅, â òî âðåìÿ êàê (Fk ×Gn) ∈ ξ.
Ïîëó÷àåì, ÷òî supp(ξ) ⊃ [

⋃
{Fi×Gj : Fi, Gj � ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ

ýëåìåíòû ñèñòåì ξX è ξY }]. Çíà÷èò, supp(ξ) = X. Èç ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ξ

ñëåäóåò, ÷òî λ(π)(ξ) = ξX . Ïðåäëîæåíèå 11 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü X ñåïàðàáåëüíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî êàðäèíàëà µ

ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ξ, ïðèíàäëåæàùàÿ ñóïåð-

ðàñøèðåíèþ λ(Xµ) ñòåïåíè Xµ, òàêàÿ ÷òî supp(ξ) = Xµ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî Xµ ðàçëàãàåòñÿ â îáðàòíûé ñïåêòð ïðîèçâå-

äåíèé ïðîñòðàíñòâ S = {Xα, pαγ : α, γ < µ}, ãäå Xα =
∏

γ<αXγ ( Xγ =

X äëÿ ëþáîãî γ < α} ), à pαβ : Xα → Xβ � åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ ïðîèçâåäå-

íèÿ íà ïîäïðîèçâåäåíèå.
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Äàëåå, ñîãëàñíî Ëåììå 1, äëÿ X1 = X ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåí-

íàÿ ñèñòåìà ξ òàêàÿ, ÷òî supp(ξ) = X1. Ïîëîæèì ξ1 = ξ.

Äëÿ X2 = X×X ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 2 ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåï-

ëåííàÿ ñèñòåìà (îáîçíà÷èì åå ξ2) òàêàÿ, ÷òî supp(ξ2) = X2, λp21(ξ2) = ξ1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ γ ìåíüøèõ ôèêñèðîâàííîãî β < µ óæå ïî-

ñòðîåíû ìàêñèìàëüíûå ñöåïëåííûå ñèñòåìû ξγ òàêèå, ÷òî supp(ξγ) = Xγ è

äëÿ δ < γ λpγδ (ξγ) = ξδ.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1.β = γ + 1 äëÿ íåêîòîðîãî γ < µ. Òîãäà èç òîãî, ÷òî X � ñåïàðàáåëüíî

è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ξγ, ÷òî supp(ξγ) = Xγ,

ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ

ñèñòåìà ξβ, ÷òî supp(ξβ) = Xβ è λpβγ(ξβ) = ξγ. Òîãäà äëÿ âñåõ α < β âûïîëíåíî

λpβα(ξβ) = λpγα ◦ λpβγ(ξβ) = ξα.

2. β � ïðåäåëüíîå. Òîãäà Xβ = limSβ ãäå Sβ = {Xα, pαγ : α, γ < β}.Òàê
êàê ôóíêòîð ñóïåððàñøèðåíèÿ íåïðåðûâåí, ïðîñòðàíñòâî λ(Xβ) ñîâïàäàåò ñ

ïðåäåëîì ñïåêòðà Sλ = {λ(Xα), λpαγ : α, γ < β}
ßñíî, ÷òî ξβ = {ξα : α < β}- íèòü ñïåêòðà Sλ ïî ïîñòðîåíèþ. Ñëåäîâàòåëü-

íî, ξβ ∈ λ(Xβ). Äîêàæåì, ÷òî supp(ξβ) = Xβ.

Íàïîìíèì, ÷òî íîñèòåëü òî÷êè íå âîçðàñòàåò ïðè îòîáðàæåíèÿõ. Òî åñòü,

pβα(suppξβ) ⊃ supp(λ(f)(ξβ)), è, òàê êàê λ(f)(ξβ) = ξα, òî p
β
α(suppξβ) = Xα

äëÿ ëþáîãî α < β. Òàê êàê íîñèòåëü � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðåäåëà

îáðàòíîãî ñïåêòðà, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

suppξβ =
⋂
{(pβα)−1(pβα(suppξβ)) : α < β}.

Çíà÷èò, supp(ξβ) = Xβ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ α ìåíüøèõ µ ñóùåñòâóþò ìàêñèìàëüíûå ñöåïëåí-

íûå ñèñòåìû ξα òàêèå, ÷òî supp(ξα) = Xα è äëÿ β < α λpαβ(ξα) = ξβ.

Ðàññìîòðèì îáðàòíûé ñïåêòð Sλ = {λ(Xα), λpαγ : α, γ < µ}. Åãî ïðåäåë

limS ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì λ(Xµ). Â êà÷åñòâå ξ âîçüìåì ξ = {ξα : α < µ}
� íèòü ñïåêòðà Sλ. Òîãäà ξ ∈ λ(Xµ). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïîëó÷èì, ÷òî

supp(ξ) = limS = Xµ.

Ïðåäëîæåíèå 12 äîêàçàíî.
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1.6 Î ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåìàõ ñî ñâÿçíûìè íîñèòå-

ëÿìè

Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè êîâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ôóíêòîð

exp è åãî ïîäôóíêòîð expc. Ïðîñòðàíñòâî exp(X) ñîñòîèò èç çàìêíóòûõ ïîä-

ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X, à åãî ïîäïðîñòðàíñòâî expc(X) - èç ñâÿçíûõ çà-

ìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ X, òî åñòü èç òî÷åê exp(X) ñî ñâÿçíûìè íîñèòåëÿìè.

Âïîëíå åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, íåëüçÿ ëè, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå íîñè-

òåëÿ, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäàòü ïîäôóíêòîð ôóíêòîðà ñóïåððàñøèðåíèÿ,

ðàññìîòðåâ ïîäïðîñòðàíñòâî λc(X) ïðîñòðàíñòâà λ(X), ñîñòîÿùåå èç ìàêñè-

ìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì ñî ñâÿçíûìè íîñèòåëÿìè.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåí ïðèìåð êîìïàêòà X, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ìíî-

æåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì ñî ñâÿçíûìè íîñèòåëÿìè ìîæåò íå

áûòü çàìêíóòî â λ(X), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî λc(X) íå ïîïàäàåò â êàòåãîðèþ

êîìïàêòîâ äëÿ äàííîãî êîìïàêòà X. Òàêæå ïîëó÷åí áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò

äëÿ âñåõ ñâÿçíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàññìîòðåí âîïðîñ î ñîõðà-

íåíèè ñâÿçíîñòè íîñèòåëåé ñèñòåì ïðè îòîáðàæåíèÿõ ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåí-

íûõ ñèñòåì.

Ïðåäëîæåíèå 13. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y è

ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ξ ∈ λ(X) ñî ñâÿçíûì íîñèòåëåì òàêèå,

÷òî íîñèòåëü ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû η = λf(ξ) íåñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå Y îòðåçîê [0, 1], â êà÷åñòâå X �

ïðîèçâåäåíèå îòðåçêîâ [0, 1] × [0, 1], è ïóñòü f : X → Y � ïðîåêöèÿ íà ñî-

ìíîæèòåëü. Âîçüì¼ì òî÷êè r0, r1, r2, r3 ñëåäóþùèì îáðàçîì: r0 = {0, 0}, r1 =

{12 , 0}, r2 = {1, 0}, r3 = {1, 1}.
Ïðîâåäåì ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû ξ. Çàíóìåðóåì

òî÷êè íåêîòîðîãî ñ÷åòíîãî âñþäó ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà X \
{r0, ..., r3} â íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ r4: r4, r5, r6, ... Ñôîð-
ìèðóåì ìíîæåñòâà Fn ñëåäóþùèì îáðàçîì: F1 = {r0, r1}, F2 = {r0, r2}, F3 =

{r1, r2, r3}, F4 = {r0, r3, r4} ... F2k = {r0, r3, r5, r7, ..., r2k−1, r2k}, F2k−1 =

{r1, r2, r4, r6, ..., r2k, r2k+1} ...
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Ïîëîæèì ξ0 = {Fi}∞i=1. Ñèñòåìà ξ
0 ìîæåò áûòü äîñòðîåíà äî íåêîòîðîé

ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû ξ.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà Fn ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ïî âêëþ÷å-

íèþ ýëåìåíòàìè ñèñòåìû ξ. Ñëåäîâàòåëüíî, supp(ξ) = X.

Ïóñòü η = λf(ξ), f(Fi) = Φi. Òîãäà èç ïîñòðîåíèÿ Fn è âûáîðà òî÷åê ri

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà Φ ∈ η, Φ ñîäåðæèò ëèáî Φ1, ëèáî Φ2, ëèáî

Φ3. Òîãäà

supp(η) = [
⋃

i=1,2,3

Φi] = {f(r0), f(r1), f(r2)}

� íåñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y .

Ïðåäëîæåíèå 13 äîêàçàíî.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü êîìïàêò X ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì è ñåïàðàáåëüíûì. Òî-

ãäà ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì ñî ñâÿçíûìè íîñèòåëÿìè

âñþäó ïëîòíî â ñóïåððàñøèðåíèè λ(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü O(U1, ..., Un) � ïðîèçâîëüíîå áàçèñíîå îòêðûòîå â

λ(X) ìíîæåñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà

ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì ξ, ëåæàùàÿ â O(U1, ..., Un).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n > 3 è ÷òî ïåðåñå÷åíèå

∩{Ui : i = 1, . . . , n} = ∅. Èíà÷å âîçüìåì x ∈ ∩{Ui : i = 1, . . . , n}. Òî-
ãäà ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà ñî ñâÿçíûì íîñèòåëåì ξx = {F : x ∈
F, F çàìêíóòî â X} ëåæèò â O(U1, ..., Un).

Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X ñâÿçíî, òî ýòî ïðîñòðàíñòâî íå èìååò èçîëèðîâàí-

íûõ òî÷åê, è â êàæäîì ïåðåñå÷åíèè Ui∩Uj ïðè i 6= j ìîæíî âûáðàòü ïî òî÷êå

xij òàê, ÷òîáû âñå îíè áûëè ðàçëè÷íû. Îáúåäèíåíèå âñåõ âûáðàííûõ òî÷åê,

ëåæàùèõ â Ui, îáîçíà÷èì çà Φi. Òîãäà ñèñòåìà ξ0 = {Φi : i = 1, ..., n}, î÷åâèä-
íî, ñöåïëåíà. Äîïîëíèì åå äî ìàêñèìàëüíîé â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà ∪ni=1Φi (òî

åñòü ïîäìíîæåñòâàìè ýòîãî ìíîæåñòâà) è âîçüìåì åå ïîïîëíåíèå ξ. Ìû ïîëó-

÷èì ìàêñèìàëüíóþ ñöåïëåííóþ ñèñòåìó ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, ëåæàùóþ â

O(U1, ..., Un).

Òàê êàê ñèñòåìà ξ � ìàêñèìàëüíàÿ, â íåé íàéäóòñÿ òàêèå ìèíèìàëüíûå

ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòû (îáîçíà÷èì èõ çà F1 è F2) è òî÷êà y0 ∈ F1 , ÷òî
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F1 ∩ F2 = {y0}. Îñòàëüíûå ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòû ñèñòåìû ξ

îáîçíà÷èì êàê Fi, i > 3.

Äàëåå,ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå â X ìíîæåñòâî Q, íå

ïåðåñåêàþùåå supp(ξ).

Òî÷êó y1 âîçüìåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: y1 ∈ ∩{Ui : y0 ∈ Ui} ∩ Q. Çàíó-
ìåðóåì îñòàâøèåñÿ òî÷êè Q â íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ y2:

y2, y3, y4, ...

Ïîñòðîèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:

G0
0 = F1, G

0
1 = F2∪{y1}, G0

2 = (F1\{y0})∪{y1, y2}, G0
3 = F2∪{y2, y3}, G0

4 =

(F1\{y0})∪{y1, y3, y4}, ... , G0
2k = (F1\{y0})∪{y1, y3, y5, ..., y2k−1, y2k}, G0

2k+1 =

F2 ∪ {y2, y4, y6, ..., y2k, y2k+1}
Äëÿ âñåõ Fi, òàêèõ, ÷òî Fi ∩ F1 = {y0} ïîëîæèì Gi = Fi ∪ {y1}. Äëÿ

îñòàëüíûõ Fi ïîëîæèì Gi = Fi. Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ G1 = F1 =

G0
0, G2 = F2∪{y1} = G0

1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó η0, ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâ Gi è

G0
j . Ñèñòåìà η0 áóäåò ñöåïëåííîé ïî ïîñòðîåíèþ. Îíà ìîæåò áûòü äîïîëíåíà

äî íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû η.

Ïðîâåðèì, ÷òî âñå òî÷êè ìíîæåñòâà Q ïîïàäóò â îáúåäèíåíèå ìèíèìàëü-

íûõ ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòîâ ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû η. Ïóñòü

ýòî íå òàê. Ïðåäïîëîæèì, íàéäåòñÿ ýëåìåíò H ∈ η òàêîé, ÷òî H ⊂ G0
i è

yj ∈ G0
i \H ïðè j > 1. Ïðè j = i ïîëîæèì k = j+1, ïðè j < i ïîëîæèì k = j.

Èç ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ G0
i áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî G0

k ∩ G0
i = {yj}.Çíà÷èò,

H ∩G0
k = ∅. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî supp(η) ⊇ [Q] = X.

Ïðîâåðèì, ÷òî η ∈ O(U1, ..., Un). Òàê êàê ξ ∈ O(U1, ..., Un), äëÿ ëþáîãî

i = 1, ..., n íàéäóòñÿ Fj ∈ ξ, òàêèå, ÷òî Fj ⊂ Ui. Åñëè Gj = Fj, òî Gj ⊂ Ui.

Åñëè æå Gj = Fj ∪{y1}, òî y0 ∈ Fj ⊂ Ui. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà y1 ëåæèò â òåõ

æå ìíîæåñòâàõ Ui, ÷òî è y0. Òîãäà y1 ∈ Ui, è Gj ⊂ Ui.

Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñíîãî îòêðûòîãî â ïðîñòðàíñòâå λ(X) ìíî-

æåñòâà O(U1, ..., Un) íàøëàñü ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà η ñî ñâÿçíûì

íîñèòåëåì, ëåæàùàÿ â ìíîæåñòâå O(U1, ..., Un).

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëîæèòü X ðàâíûì îòðåçêó [0, 1] ñ èíòåðâàëüíîé òîïî-

ëîãèåé, ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
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Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò êîìïàêò X òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâî ìàêñèìàëü-

íûõ ñöåïëåííûõ ñèñòåì ñî ñâÿçíûìè íîñèòåëÿìè íå çàìêíóòî â ñóïåððàñ-

øèðåíèè λ(X).

Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî îïåðàöèÿ λc íå ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòî-

ðîì. Êðîìå òîãî, äëÿ íåñâÿçíûõ êîìïàêòîâ èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Ïðåäëîæåíèå 14. Ïóñòü X íåñâÿçíî. Òîãäà ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ

ñöåïëåííûõ ñèñòåì ñî ñâÿçíûìè íîñèòåëÿìè íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì

â λ(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ X = A ∪ B, ãäå
A ∩ B = ∅, A,B � îòêðûòî-çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà X. Âîçüìåì òî÷êè

x1 ∈ A, x2, x3 ∈ B è òàêèå èõ îêðåñòíîñòè Oxi, ÷òîáû Ox1 ⊂ A, Ox2 ⊂
B, Ox3 ⊂ B, Ox2∩Ox3 = ∅. Ïîëîæèì U1 = Ox1∪Ox2, U2 = Ox2∪Ox3, U3 =

Ox1∪Ox3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ξ0, ñîñòîÿùóþ èç ìíîæåñòâ F1 = {x1, x2}, F2 =

{x2, x3}, F3 = {x1, x3} è äîñòðîèì åå äî ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû

ξ. ßñíî, ÷òî ξ ∈ O(U1, U2, U3), à çíà÷èò O(U1, U2, U3) 6= ∅.
Ïóñòü γ ∈ O(U1, U2, U3) � ìàêñèìàëüíàÿ ñöåïëåííàÿ ñèñòåìà. Òîãäà íàé-

äóòñÿ ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ ýëåìåíòû Φi ∈ γ òàêèå, ÷òî Φi ⊂ Ui. Òàê

êàê U1 ∩ U3 ⊂ A,U2 ⊂ B, òî Φ1 ∩ Φ3 ⊂ A,Φ2 ⊂ B. Çíà÷èò, supp(γ) ∩ A 6= ∅,
supp(γ) ∩ B 6= ∅. Çíà÷èò, äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ñöåïëåííîé ñèñòåìû

γ ∈ O(U1, U2, U3) åå íîñèòåëü íåñâÿçåí.

Ïðåäëîæåíèå 14 äîêàçàíî.



Ãëàâà ïåðâàÿ. �1.7 38

1.7 Î ñòåïåííûõ ñïåêòðàõ ïîëóíîðìàëüíûõ ôóíêòîðîâ

Èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ ñòåïåííîãî ñïåêòðà êîâàðèàíòíîãî ôóíêòîðà â êàòåãî-

ðèè Comp ïðèíàäëåæèò À.Â. Èâàíîâó, êîòîðûé âïåðâûå èñïîëüçîâàë åãî ïðè

ðàáîòå ñ ôèíèòíî ñòðîãî ýïèìîðôíûìè ôóíêòîðàìè [7]. Â äàëüíåéøåì äàííàÿ

õàðàêòåðèñòèêà ôóíêòîðà óñïåøíî ïðèìåíÿëàñü â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ íîð-

ìàëüíûì è ïîëóíîðìàëüíûì ôóíêòîðàì, â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ, ïîñâÿùåí-

íûõ îáîáùåíèþ òåîðåìû Ôåäîð÷óêà î íîðìàëüíîì ôóíêòîðå. Òàê, íàïðèìåð,

â 2008 ãîäó À.Â. Èâàíîâ è Å.Â. Êàøóáà [11] ïîñòðîèëè ïðèìåð íåìåòðèçóåìî-

ãî êîìïàêòà, îáîáùàþùèé èçâåñòíûé ïðèìåð Ãðþíõàãå [23], è, â ÷àñòíîñòè,

óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùåìó èíòåðåñíîìó ñâîéñòâó: äëÿ ëþáîãî ñîõðàíÿ-

þùåãî âåñ è òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè ïîëóíîðìàëüíîãî ôóíêòîðà F
ñî ñòåïåííûì ñïåêòðîì spF = {1, k, ...} ïðîñòðàíñòâî Fk(X) íàñëåäñòâåííî

íîðìàëüíî.

Â ñâÿçè ñ ïîëó÷åííûì ïðèìåðîì, â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ

î ñâÿçè ñòåïåííîãî ñïåêòðà ôóíêòîðà è ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ òî÷åê âçàèìíîé

îäíîçíà÷íîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 15. Ïóñòü F � ïîëóíîðìàëüíûé ôóíêòîð, ñîõðàíÿþùèé

òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè è spF = {1, k, ...}. Òîãäà k 6 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü k > 4. Ðàññìîòðèì äèñ-

êðåòíîå ïðîñòðàíñòâî X, ñîñòîÿùåå èç k òî÷åê. X ïðåäñòàâèìî â âèäå X =

A ∪ B, ãäå A ∩ B = ∅, |A| > 2, |B| > 2. Ïóñòü a ∈ A, b ∈ B. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå f1 : X → A∪{b} òàêîå, ÷òî f1(A) = A, f1(B) = b è îòîáðàæåíèå

f2 : X → B ∪ {a} òàêîå, ÷òî f2(B) = B, f2(A) = a.

Äàëåå, ïóñòü Y = {a, b} è îòîáðàæåíèå g1 : A ∪ {b} → Y äåéñòâóåò ïî

ïðàâèëó g1(A) = a, g1(b) = b, à îòîáðàæåíèå g2 : B ∪ {a} → Y äåéñòâóåò ïî

ïðàâèëó g2(B) = b, g2(a) = a. Òàêèì îáðàçîì, g1 ◦ f1 = g2 ◦ f2.
Ïóñòü òî÷êà ξ ∈ F(X) òàêîâà, ÷òî supp(ξ) = X. Òîãäà äëÿ η1 = F(f1)(ξ)

|supp(η1)| = 1, òàê êàê |A| < k. Ïðè ýòîì supp(η1) = {b}, èíà÷å F íå ñîõðàíÿåò

òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü supp(η1) = {z} 6= {b}, òîãäà |f−11 (z)| = 1. Òàê êàê

ñóùåñòâóåò γ ∈ F(X) òàêàÿ, ÷òî supp(γ) = f−1(z), ïîëó÷èì, ÷òî F(f1)(γ) =
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η1 = F(f1)(ξ). Òî åñòü ïðîîáðàç òî÷êè z = η1 ïðè îòîáðàæåíèè F(f1) ñîñòîèò

áîëåå, ÷åì èç îäíîé òî÷êè.

Ïîëîæèì F(g1)(η1) = δ1, òîãäà supp(δ1) = b, òàê êàê g1(b) = b.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ η2 = F(f2)(ξ) âûïîëíåíî supp(η2) = {a}, àíàëîãè÷-
íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ. Ïóñòü F(g2)(η2) = δ2, òîãäà supp(δ2) = {a}.

Ïîëó÷èì, ÷òî δ1 6= δ2 è, ñëåäîâàòåëüíî, F(g1) ◦F(f1) 6= F(g2) ◦F(f2). Â òî

âðåìÿ êàê g1 ◦ f1 = g2 ◦ f2 � ïðîòèâîðå÷èå. Ïðåäëîæåíèå 15 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 16. Ïóñòü F � ïîëóíîðìàëüíûé ôóíêòîð ñòåïåíè 6 2. Òî-

ãäà F ñîõðàíÿåò òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f : X → Y è y ∈ Y ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, òàêàÿ,

÷òî |f−1(y)| = 1. Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå F(f) : F(X) → F(Y ) òàêæå

âçàèìíîîäíîçíà÷íî â òî÷êå y ∈ Y ⊂ F(Y ). Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈
F(X) òàêàÿ, ÷òî F(f)(ξ) = y è supp(ξ) = {z1, z2}. ßñíî, ÷òî zi = x äëÿ

íåêîòîðîãî i. Î÷åâèäíî, ÷òî f(z1) = f(z2) = f(x) = y. Çíà÷èò, z1 = z2 = x

è òî÷êà ξ ∈ F(X) ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé x ∈ F(X). Òî åñòü |(F(f))−1(y)| = 1.

Ïîëóíîðìàëüíûé ôóíêòîð ñòåïåíè 1 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì, òàê êàê, ïî

îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè ôóíêòîðà, äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà X ïðîñòðàíñòâî F(X)

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì F1(X) = X. Çíà÷èò, îí àâòîìàòè÷åñêè ñîõðàíÿåò

òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè. Ïðåäëîæåíèå 16 äîêàçàíî.

Â ñëó÷àå ñòåïåííîãî ñïåêòðà {1, 3} âîçìîæíî êàê ñîõðàíåíèå ïîëóíîðìàëü-
íûì ôóíêòîðîì òî÷åê âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè, òàê è íå ñîõðàíåíèå.

Òàê, íàïðèìåð, ñòåïåííîé ñïåêòð ïîäôóíêòîðà λ3 ôóíêòîðà λ ðàâåí {1, 3}.
Êðîìå òîãî, ôóíêòîð λ3 ñîõðàíÿåò òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ïîëîæèì K = {1, 3} â îïðåäåëåíèè ôóíêòîðà expK . Ñîãëàñíî ïðåä-
ëîæåíèþ 8, ôóíêòîð expK íå ñîõðàíÿåò òî÷êè âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè, â òî

âðåìÿ êàê, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5, ñòåïåííîé ñïåêòð sp(expK) = {1, 3}.
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2 Ãëàâà âòîðàÿ. Íîðìàëüíûå ôóíêòîðû â êàòåãîðèè P.

2.1 Ôóíêòîð expc â êàòåãîðèè ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ

Â äàííîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàêîìïàêòíûå ïåðèñòûå ïðî-

ñòðàíñòâà (ïàðàêîìïàêòíûå p-ïðîñòðàíñòâà). Íàïîìíèì, ÷òî èäåÿ ðàññìîòðå-

íèÿ ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ ïðèíàäëåæèò À.Â. Àðõàíãåëüñêîìó [1].

Â ñâîåé ðàáîòå À.Â. Àðõàíãåëüñêèé îïðåäåëèë íîâûé âàæíûé êëàññ ïðî-

ñòðàíñòâ, áîëåå óçêèé, ÷åì êëàññ ðåãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ, íî, â òî æå âðå-

ìÿ, ñîäåðæàùèé âñå ìåòðè÷åñêèå è âñå ëîêàëüíî êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïàðàêîìïàêò-

íûì, åñëè â êàæäîå åãî îòêðûòîå ïîêðûòèå ìîæíî âïèñàòü ëîêàëüíî êîíå÷íîå

îòêðûòîå ïîêðûòèå. Ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷-

íûì, åñëè ó êàæäîé òî÷êè x ∈ X ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ

ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ áóäåì

ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé 5. ïðèíàäëåæàùåé À.Â.Àðõàíãåëüñêîìó.

Òåîðåìà 5. [1] Äëÿ òîãî, ÷òîáû òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî áûëî

ñîâåðøåííî îòîáðàçèòü íà ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî ïàðàêîìïàêòíûì p-ïðîñòðàíñòâîì.

Íàïîìíèì, ÷òî ñîâåðøåííûì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå íåïðåðûâíîå îòîáðà-

æåíèå, ïðè êîòîðîì ïðîîáðàçû âñåõ òî÷åê êîìïàêòíû. Íàì òàêæå ïîíàäîáèò-

ñÿ ñëåäóþùèé ôàêò [20]:

Ïðåäëîæåíèå 17. Ñîâåðøåííûé ïðîîáðàç êîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Ïðåäëîæåíèå 18. Ñåìåéñòâî âñåõ ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ è èõ

ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîâåðøåííûõ îòîáðàæå-

íèé f è g òàêèõ, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ g ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé f

îïðåäåëåíà èõ êîìïîçèöèÿ h = g◦f , êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé [20].
Äàëåå, äëÿ ëþáîãî ïàðàêîìïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâàX îïðåäåëåíî åäèíñòâåí-

íîå ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå idX : X → X, òàêîå, ÷òî idY ◦ f = f = f ◦ idX
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äëÿ ëþáîãî ñîâåðøåííîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → Y. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé

òðîéêè ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé âåðíî: (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

Ïðåäëîæåíèå 18 äîêàçàíî.

Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ýòó êàòåãîðèþ êàòåãîðèåé P .
Ãèïåðïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà X, òî åñòü ïðîñòðàíñòâî exp(X), à òàêæå

ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå exp(f), óæå áûëè îïðåäåëåíû è ðàññìîòðåíû

â Ãëàâå 1 äëÿ êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Â

äàííîé ãëàâå íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà êîìïàêòíûõ ïîä-

ìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî õàóñäîðôîâîãî ïðîñòðàíñòâà è íåêîòîðûå åãî ñâîé-

ñòâà.

Îáîçíà÷èì expc(X) ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòíûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ

ïðîñòðàíñòâà X [17]. Ðàññìîòðèì åãî â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàí-

ñòâà exp(X). Íàïîìíèì, ÷òî îòêðûòóþ áàçó òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà exp(X)

îáðàçóþò ìíîæåñòâà âèäà

O < U1, ..., Un >= {A ∈ exp(X) : A ⊂ U1∪...∪Un;A∩Ui 6= ∅äëÿ ∀i = 1, ..., n},

ãäå Ui � îòêðûòûå â X ìíîæåñòâà. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîñòðàíñòâà expc(X)

áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå O(U1, ..., Un) äëÿ ìíîæåñòâ, ÿâëÿþùèõ-

ñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ O < U1, ..., Un > ïðîñòðàíñòâà exp(X)

ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì expc(X).

Äàëåå ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà expc(X), ñîñòîÿùåå èç

âñåõ êîíå÷íûõ k−òî÷å÷íûõ ïîäìíîæåñòâ. Ñëåäóÿ [17], îáîçíà÷èì expkX ìíî-

æåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X ìîùíîñòè, íå ïðåâîñõî-

äÿùåé êîíå÷íîãî ÷èñëà k.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî expkX çàìêíó-

òî â ïðîñòðàíñòâå expc(X) è ïðè k = 1 ñîâïàäàåò ñ ñàìèì ïðîñòðàíñòâîì X

[17].

Ïóñòü f � ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå ïàðàêîìïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâà X

â ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

îòîáðàæåíèå expc(f) ïðîñòðàíñòâà expc(X) â ïðîñòðàíñòâî expcY : ïîëîæèì

(expc(f))(F ) = f(F ).
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Ïðåäëîæåíèå 19. Ïóñòü f � ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå ïàðàêîìïàêòíîãî

p-ïðîñòðàíñòâà X íà ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà îòîáðàæå-

íèå expc(f) : expc(X)→ expc(Y ) ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæå-

ñòâà F ⊂ Y åãî ñîâåðøåííûé ïðîîáðàç f−1(F ) òàêæå êîìïàêòåí. Ïðåäëîæå-

íèå 19 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 20. Ïóñòü f � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïàðàêîìïàêòíîãî

p-ïðîñòðàíñòâà X â ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà îòîáðàæå-

íèå expc(f) ïðîñòðàíñòâà expc(X) â ïðîñòðàíñòâî expc(Y ) òàêæå íåïðå-

ðûâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ expc(f)

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

(expc(f))−1(O(U1, ..., Un)) = O(f−1(U1), ..., f
−1(Un))

Äåéñòâèòåëüíî,

(expc(f))−1(O(U1, ..., Un)) = {F ∈ expcX : f(F ) ∈ O(U1, ..., Un)} =

= {F ∈ expcX : f(F ) ⊂ ∪ni=1Ui, f(F ) ∩ Ui 6= ∅ äëÿ âñåõ i = 1, ..., n}

×òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîâïàäàåò ñ

{F ∈ expcX : F ⊂ f−1(∪ni=1Ui), F ∩ f−1(Ui) 6= ∅ äëÿ âñåõ i = 1, ..., n}.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà expc(X), ýòî è åñòü

ìíîæåñòâî O(f−1(U1), ..., f
−1(Un)). Ïðåäëîæåíèå 20 äîêàçàíî.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå k-ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå íå-

êîòîðûå ñâîéñòâà k-ïðîñòðàíñòâ [20]. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçû-

âàåòñÿ k-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè â í¼ì çàìêíóòî ëþáîå ìíîæåñòâî, ïåðåñå÷åíèå

êîòîðîãî ñ ëþáûì êîìïàêòîì çàìêíóòî.

Òåîðåìà 6. [20] Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y õàóñäîðôîâà ïðî-

ñòðàíñòâà X â k-ïðîñòðàíñòâî Y ñîâåðøåííî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

åñëè ïðîîáðàç f−1(Z) êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Z ⊂ Y êîìïàêòåí.



Ãëàâà âòîðàÿ. �2.1 43

Ëåììà 2. Ïóñòü f � ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå ïàðàêîìïàêòíîãî p-ïðî-

ñòðàíñòâà X â ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà èç òîãî, ÷òî ïðî-

ñòðàíñòâî expc(Y ) ÿâëÿåòñÿ k-ïðîñòðàíñòâîì ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå

expc(f) ïðîñòðàíñòâà expc(X) â ïðîñòðàíñòâî expc(Y ) ñîâåðøåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî

êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà Z, ëåæàùåãî â ïðîñòðàíñòâå expc(Y ), åãî ïðîîáðàç

(expcf)−1(Z) òàêæå êîìïàêòåí.

Äëÿ íà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà Z ìíîæåñòâî Z0 = ∪Z
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì Y .

Ïóñòü {Ua : a ∈ A} � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Z0.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà F b ∈ Z è êàæäîãî ìíîæåñòâà Ua òàêîãî, ÷òî

Ua∩F b 6= ∅, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà W b
a = Ua∩F b. ßñíî, ÷òî {W b

a : a ∈ A} �
îòêðûòîå ïîêðûòèå F b. Òàê êàê âñå ìíîæåñòâà F b êîìïàêòíû, èç ïîêðûòèÿ

{W b
a : a ∈ A} ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {W b

ai
: i = 1, . . . , n}.

Çàôèêñèðóåì ïîêðûòèå èç n îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U b
a1
, . . . , U b

an
òàêèõ, ÷òî U b

ai
∩

F b = W b
ai
. Ìû ïîëó÷èì, ÷òî F b òàêæå ïîêðûâàåòñÿ ìíîæåñòâàìè U b

a1
, . . . , U b

an

è ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì èç íèõ. Òî åñòü F b ∈ O(U b
a1
, . . . , U b

an
) â ïðîñòðàíñòâå

expc(Y ).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì îòêðûòîå ïîêðûòèå äëÿ Z: äëÿ ëþáîé òî÷-

êè F b ïðîñòðàíñòâà Z íàéä¼òñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå åé îòêðûòîå ìíîæåñòâî

Ob = O(U b
a1
, . . . , U b

an
), òàêîå, ÷òî F b ∈ Ob. Òàê êàê Z � êîìïàêòíî, âû-

äåëèì èç ýòîãî ïîêðûòèÿ êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå {Obj : j = 1, . . . , k}, ãäå
Obj = O(U

bj
a1 , . . . , U

bj
an). Çàôèêñèðîâàâ ñîîòâåòñòâóþùèå U

bj
ai èç îïðåäåëåíèÿ

ìíîæåñòâ Obj , ìû ïîëó÷èì èñêîìîå êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå äëÿ Z0.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Z0 íàéä¼òñÿ òàêîé ýëåìåíò F b ∈ Z,
÷òî x ∈ F b, à çíà÷èò è îòêðûòîå ìíîæåñòâî O(U b

a1
, . . . , U b

an
) òàêîå, ÷òî x ∈

F b ⊂ ∪ni=1U
b
ai
.

Èòàê, Z0 êîìïàêòíî. Òîãäà, òàê êàê îòîáðàæåíèå f ñîâåðøåííî, êîìïàêò-

íî ìíîæåñòâî f−1(Z0). Ñëåäîâàòåëüíî, expc(f
−1(Z0)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîìïàê-

òîì.

Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå (expc(f))−1(Z) ⊂ expc(f
−1(Z0)). Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü K � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà (expc(f))−1(Z). Òîãäà

K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî X è f(K) ëåæèò â Z, à çíà÷èò f(K) ÿâëÿåòñÿ
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ïîäìíîæåñòâîì Z0 è K ⊂ f−1(Z0). Òî åñòü K ∈ expc(f
−1(Z0)).

Òàê êàê expc(f) íåïðåðûâíî ïî ïðåäëîæåíèþ 20, òî (expc(f))−1(Z) � çà-

ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà expc(f
−1(Z0)), à çíà÷èò è

ñàìî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå expc(f) ïðîñòðàí-

ñòâà expc(X) â ïðîñòðàíñòâî expc(Y ) ñîâåðøåííî.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ïðåäëîæåíèå 21. Ïóñòü f � ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå ïàðàêîìïàêòíî-

ãî p-ïðîñòðàíñòâà X â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà îòîáðàæåíèå

expc(f) ïðîñòðàíñòâà expc(X) â ïðîñòðàíñòâî expc(Y ) òàêæå ñîâåðøåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî Y ìåòðèçóåìî, ïðîñòðàíñòâî expc(Y )

òàêæå ìåòðèçóåìî [17] è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷¼ò-

íîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷¼òíîñòè,

ñîãëàñíî [20], ÿâëÿåòñÿ k-ïðîñòðàíñòâîì. Ëåììà 2 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

ïðåäëîæåíèÿ 21.

Ïðåäëîæåíèå 22. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

expc(X) � òàêæå ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî. Ïî òåîðåìå 5

ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå f èç X íà íåêîòîðîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî Y . Òîãäà ïðîñòðàíñòâî expc(Y ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì (è,

ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàêîìïàêòíûì p-ïðîñòðàíñòâîì ñîãëàñíî [1]), à îòîáðàæå-

íèå expcf ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèÿì 21 è 19 ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì îòîáðàæå-

íèåì expc(X) íà expc(Y ), ñëåäîâàòåëüíî ïðîñòðàíñòâî expc(X) ÿâëÿåòñÿ ïà-

ðàêîìïàêòíûì p-ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 22 äîêàçàíî.

Õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òî÷å÷íî-ñ÷¼òíîãî

òèïà [1], åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ X íàéä¼òñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî F (x),

ëåæàùåå â X òàêîå, ÷òî x ∈ F (x) è õàðàêòåð ìíîæåñòâà F (x) â ïðîñòðàíñòâå

X ñ÷åòåí.
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Ïðåäëîæåíèå 23. Ïóñòü f � ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå ïàðàêîìïàêòíîãî

p-ïðîñòðàíñòâà X â ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî Y . Òîãäà îòîáðàæå-

íèå expc(f) ïðîñòðàíñòâà expc(X) â ïðîñòðàíñòâî expc(Y ) òàêæå ñîâåð-

øåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê X è Y � ïàðàêîìïàêòíûå p-ïðîñòðàíñòâà, òî, ïî

ïðåäëîæåíèþ 22, expc(X) è expc(Y ) � òàêæå ïàðàêîìïàêòíûå p-ïðîñòðàí-

ñòâà. Èçâåñòíî [1], ÷òî êàæäîå âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïåðèñòîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òî÷å÷íî-ñ÷¼òíîãî òèïà, à çíà÷èò, ëþáîå ïàðàêîìïàêòíîå

p-ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ k-ïðîñòðàíñòâîì [20]. Äàëåå, èç òîãî, ÷òî ïðîñòðàí-

ñòâî expc(Y ) ÿâëÿåòñÿ k-ïðîñòðàíñòâîì, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 ñëåäóåò, ÷òî

îòîáðàæåíèå expc(f) ñîâåðøåííî.

Ïðåäëîæåíèå 23 äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî, A � çàìêíó-

òîå ïîäìíîæåñòâî X. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî expc(A) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà expc(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì åù¼ ðàç, ÷òî ( [20], ãë. 5) êàæäîå çàìêíóòîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî ïàðàêîìïàêòà ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çà-

ìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîèçâîëüíîãî ïåðèñòîãî ïðîñòðàíñòâà òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðèñòûì [1]. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïàðàêîì-

ïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì p-ïðîñòðàíñòâîì.

Äàëåå, îïðåäåëåíî âëîæåíèå i : A → X, êîòîðîå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ

ñîâåðøåííûì. Çíà÷èò, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå expc(f) ïàðàêîìïàêòíîãî p-

ïðîñòðàíñòâà expcA â ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî expc(X), êîòîðîå, ñî-

ãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 23 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì, ïîòîìó ïðîñòðàíñòâî

expc(A) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà expc(X).

Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 24. Îïåðàöèÿ expc ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì ôóíêòîðîì èç

êàòåãîðèè P â êàòåãîðèþ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X, Y � ïàðàêîìïàêòíûå p-ïðîñòðàíñòâà, f � ñî-

âåðøåííîå îòîáðàæåíèå X â Y . Òîãäà ïðîñòðàíñòâà expc(X), expc(Y ) òàêæå
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ÿâëÿþòñÿ ïàðàêîìïàêòíûìè p-ïðîñòðàíñòâàìè, à îòîáðàæåíèå expc(f) ïðî-

ñòðàíñòâà expc(X) â ïðîñòðàíñòâî expc(Y ) òàêæå ñîâåðøåííî. Êðîìå òîãî,

íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêòîðà expc ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèé

expc(idX) =idexpcX è expc(g ◦ f) = (expcg) ◦ (expcf).

Ïðåäëîæåíèå 24 äîêàçàíî.
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2.2 Çàìå÷àíèÿ î ìåòðèçóåìîñòè ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ.

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ ìåòðèçóåìîñòè

ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ, â ÷àñòíîñòè, îáîáùàåòñÿ èçâåñòíàÿ òåîðåìà

Êàòåòîâà [26] íà ñëó÷àé ïàðàêîìïàêòíûõ M -ïðîñòðàíñòâ [30]. Çàìåòèì, ÷òî

êëàññ ïàðàêîìïàêòíûõ M -ïðîñòðàíñòâ â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïàðà-

êîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ. Â ïàðàãðàôå òàêæå ïðèâîäÿòñÿ îáîáùåíèÿ íåêî-

òîðûõ ðåçóëüòàòîâ Â.Â. Ôåäîð÷óêà [16].

Ïðåäëîæåíèå 25. Â ëþáîì íåäèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå òî÷å÷íî-ñ÷¼òíîãî

òèïà íàéä¼òñÿ ñ÷¼òíîå íåçàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � íåäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî òî÷å÷íî-ñ÷¼òíîãî

òèïà è òî÷êà x ∈ X íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé.

Åñëè â òî÷êå x âûïîëíåíà ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷¼òíîñòè, òî â êà÷åñòâå ñ÷¼ò-

íîãî íåçàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà âîçüì¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xi : i =

1, 2, . . . }, ñõîäÿùóþñÿ ê x.
Åñëè â òî÷êå x íå âûïîëíåíà ïåðâàÿ àêñèîìà ñ÷¼òíîñòè, òî, òàê êàê X �

ïðîñòðàíñòâî òî÷å÷íî-ñ÷¼òíîãî òèïà, íàéä¼òñÿ êîìïàêòK òàêîé, ÷òî x ∈ K ⊂
X è χ(K,X) 6 ω0. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ

F1 è F2 õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà X, òàêèõ, ÷òî F1 ⊂ F2, èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî χ(F1, X) 6 χ(F1, F2)χ(F2, X) [20]. Òîãäà äëÿ x ∈ K ⊂ X èìååò ìåñòî

ôîðìóëà χ(x,X) 6 χ(x,K) × χ(K,X). Òàê êàê õàðàêòåð χ(x,X) íåñ÷¼òåí,

õàðàêòåð χ(x,K) òàêæå íåñ÷¼òåí. Çíà÷èò, êîìïàêò K áåñêîíå÷åí è ïîòîìó

ñîäåðæèò ñ÷¼òíîå íåçàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òàêæå íåçàìêíóòîå â X. Â ñàìîì

äåëå, âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå ñ÷¼òíîå (áåñêîíå÷íîå) ïîäìíîæåñòâî G ⊂ K. Â

ñëó÷àå, åñëè G çàìêíóòî, îíî ÿâëÿòñÿ êîìïàêòîì, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå äèñ-

êðåòíî. Òî åñòü, G ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì îäíó íåèçîëèðîâàííóþ òî÷êó, âû-

êèíóâ êîòîðóþ ìû è ïîëó÷èì èñêîìîå ñ÷¼òíîå íåçàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 25 äîêàçàíî.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ êëàññè÷åññêàÿ òåîðåìà Êàòåòîâà:

Òåîðåìà 7. [26] Ïóñòü X × Y íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî. Òîãäà ëèáî âñå

ñ÷¼òíûå ïîäìíîæåñòâà X çàìêíóòû, ëèáî Y ñîâåðøåííî íîðìàëüíî.
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Íàïîìíèì, ÷òî ñîâåðøåííî íîðìàëüíûì íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî, âñå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ Gδ ìíîæåñòâàìè [20].

Ïðåäëîæåíèå 26. Ïóñòü X � íå äèñêðåòíîå ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàí-

ñòâî, X3 íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî X2 ñîâåðøåííî íîð-

ìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � íå äèñêðåòíîå ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî.

Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 25, â X íàéä¼òñÿ ñ÷¼òíîå íåçàìêíóòîå ïîäìíî-

æåñòâî. Äàëåå, òàê êàê X3 íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî, èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò,

÷òî ïðîñòðàíñòâî X2 ñîâåðøåííî íîðìàëüíî.

Ïðåäëîæåíèå 26 äîêàçàíî.

Òåîðåìà 8. [20] Ïàðàêîìïàêò X ñ äèàãîíàëüþ òèïà Gδ ìåòðèçóåì â òîì è

òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè X äîïóñêàåò ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå íà ìåòðè-

çóåìîå ïðîñòðàíñòâî.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿM -ïðîñòðàíñòâîì [30], åñëè åãî

ìîæíî êâàçèñîâåðøåííî îòîáðàçèòü íà íåêîòîðîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Y . Êâàçèñîâåðøåííûì íàçûâàåòñÿ òàêîå çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå f ïðîñòðàí-

ñòâà X íà ïðîñòðàíñòâî Y , ïðè êîòîðîì ïðîîáðàç f−1(y) êàæäîé òî÷êè y

ïðîñòðàíñòâà Y ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíî-êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà

X. Â êëàññå ïàðàêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ M -ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò ñ ïå-

ðèñòûìè ïðîñòðàíñòâàìè â ñìûñëå À.Â.Àðõàíãåëüñêîãî.

Äàëåå, èç òåîðåìû 5 , òåîðåìû 8 è ïðåäëîæåíèÿ 26 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

îáîáùåíèå òåîðåìû Êàòåòîâà äëÿ ïàðàêîìïàêòíûõ M -ïðîñòðàíñòâ:

Ïðåäëîæåíèå 27. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå M -ïðîñòðàíñòâî, êóá êî-

òîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì. Òîãäà X �

ìåòðèçóåìîå ïðîñòðàíñòâî.

Ðàññìîòðèì "çàáûâàþùåå ïîðÿäîê"îòîáðàæåíèå π : X2 → exp2X, ïåðåâî-

äÿùåå òî÷êó x ∈ X2 ñ êîîðäèíàòàìè x1, x2 â äâóõòî÷å÷íîå (èëè îäíîòî÷å÷íîå,

ïðè x1 = x2) ìíîæåñòâî {x1, x2} � ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà exp2X.

Ïðåäëîæåíèå 28. Îòîáðàæåíèå π : X2 →exp2X íåïðåðûâíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà π−1(O(U1, U2)) à

òàêæå π−1(O(U)), ãäå O(U1, U2), O(U) � áàçèñíûå îòêðûòûå â exp2X ìíîæå-

ñòâà, îòêðûòû â X2.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî π−1(O(U1, U2)) = {(x1, x2) : x1 ∈ U1, x2 ∈ U2} ∪
{(x1, x2) : x1 ∈ U2, x2 ∈ U1}. Òàêèì îáðàçîì, π−1(O(U1, U2)) = (U1 × U2) ∪
(U2×U1)� îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â X2. Àíàëîãè÷íî, π−1(O(U)) = U ×U �

òàêæå îòêðûòî â X2.

Ïðåäëîæåíèå 28 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 29. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî, exp2X ñî-

âåðøåííî íîðìàëüíî. Òîãäà ïðîñòðàíñòâî X ìåòðèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî exp1X çàìêíóòî â exp2X è, ñëåäîâàòåëüíî, èìå-

åò òèï Gδ. Îòîáðàçèì ïðîñòðàíñòâî X2 â ïðîñòðàíñòâî exp2X îòîáðàæåíèåì

π è âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî îíî íåïðåðûâíî. Òîãäà ïðîáðàç π−1(exp1X)) =

{(x, x) : x ∈ X} = 4 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà Gδ (cì. [20]).

Òîãäà ïðîñòðàíñòâîX � ïàðàêîìïàêò ñ äèàãîíàëüþ òèïàGδ, äîïóñêàþùèé

ñîâåðøåííîå îòîáðàæåíèå íà ìåòðèçóåìîå ïðîñòðàíñòâî, à çíà÷èò, ñîãëàñíî

òåîðåìå 8, ïðîñòðàíñòâî X ìåòðèçóåìî.

Ïðåäëîæåíèå 29 äîêàçàíî.

Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ σ-äèñêðåòíûì, åñëè îíî ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî êàê ñ÷¼òíîå îáúåäèíåíèå äèñêðåòíûõ ñåìåéñòâ. Íàì òàêæå ïîíàäî-

áèòñÿ ìåòðèçàöèîííàÿ òåîðåìà Áèíãà [20]: òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìåò-

ðèçóåìî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíî ðåãóëÿðíî è èìååò σ-äèñêðåòíóþ

áàçó.

Ïðåäëîæåíèå 30. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî ñ åäèí-

ñòâåííîé íåèçîëèðîâàííîé òî÷êîé x0. Òîãäà åñëè χ(x0, X) = ω0, òî X ìåò-

ðèçóåìîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè æå χ(x0, X) > ω1, òî ïðîñòðàíñòâî exp3X \X
íå íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ(x0, X) = ω0, σx0 = {Ui}∞i=1 � ñ÷¼òíàÿ áàçà â òî÷êå

x0. Òîãäà ñåìåéñòâî γ = {Ui : i = 1, 2, . . . } ∪ {{x} : x 6= x0} ÿâëÿåòñÿ σ-
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äèñêðåòíîé áàçîé â X. Çíà÷èò, ñîãëàñíî ìåòðèçàöèîííîé òåîðåìå Áèíãà [20],

ïðîñòðàíñòâî X ìåòðèçóåìî.

Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî χ(x0, X) > ω1. Íàïîìíèì, ÷òî ïàðàêîìïàêòíîå

p-ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì òî÷å÷íî-ñ÷¼òíîãî òèïà [1]. Òî åñòü

ñóùåñòâóåò êîìïàêò K ⊂ X òàêîé, ÷òî x0 ∈ K, χ(K,X) 6 ω0. Èçâåñò-

íî, ÷òî [20] äëÿ ëþáûõ äâóõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ F1 è F2 õàóñäîðôîâà

ïðîñòðàíñòâà X, òàêèõ, ÷òî F1 ⊂ F2, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî χ(F1, X) 6

χ(F1, F2)χ(F2, X).

Çíà÷èò, èìååò ìåñòî ôîðìóëà χ(x0, X) 6 χ(x0, K)×χ(K,X).Îòêóäà ñëåäó-

åò, ÷òî χ(x0, K) > ω1 è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêò K íå ìåòðèçóåì. Êðîìå òîãî,

èçâåñòíî [4], ÷òî åñëè äëÿ êîìïàêòà K ïðîñòðàíñòâî exp3K \K íàñëåäñòâåííî

íîðìàëüíî, òî êîìïàêò K ìåòðèçóåì. Çíà÷èò, ïðîñòðàíñòâî exp3K \K íå ìî-

æåò áûòü íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíûì. Äàëåå, òàê êàê exp3K \K ⊂exp3X \X,

ïðîñòðàíñòâî exp3X \X òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì. Ïðåäëîæåíèå 30 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 31. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî, exp3X \X
íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî. Òîãäà X ìåòðèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðîñòðàíñòâî X äèñêðåòíî, óòâåðæäåíèå

ïðåäëîæåíèÿ, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî X íå

äèñêðåòíî. Èçâåñòíî, ÷òî ëîêàëüíî ìåòðèçóåìûé ïàðàêîìïàêò ìåòðèçóåì [20],

ïîòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëîêàëüíóþ ìåòðèçóåìîñòü X.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X íå äèñêðåòíî, â X íàéäåòñÿ íåèçîëèðîâàííàÿ

òî÷êà x0, è ïóñòü x ∈ X \ {x0}. Ïóñòü Ox è Ox0 � îêðåñòíîñòè òî÷åê x è x0 ñ

íåïåðåñåêàþùèìèñÿ çàìûêàíèÿìè. Ïîëîæèì A = [Ox], B = [Ox0]. Ðàññìîò-

ðèì ïðîèçâåäåíèå (exp2A) × B è ïîñòðîèì åãî âëîæåíèå ϕ : (exp2A) × B →
exp3X ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ òî÷åê {x, y} ∈ exp2A, {z} ∈ B, ïîëîæèì

ϕ({x, y}, z) = {x, y, z} ∈ exp3X. Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ èíúåêòèâíî, è ïîýòîìó ìû

îòîæäåñòâëÿåì ìíîæåñòâî (exp2A)×B ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì exp3X.

Ïðîâåðèì, ÷òî ϕ � âëîæåíèå. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ìíî-

æåñòâî U îòêðûòî â (exp2A) × B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðåäñòàâèìî â

âèäå U = V ∩ ((exp2A) × B), ãäå V îòêðûòî â exp3X. Ïóñòü U � îòêðûòîå

â (exp2A) × B ìíîæåñòâî, U = O(U1, U2) × U3, ãäå U1, U2 � îòêðûòûå ïîä-

ìíîæåñòâà A, U3 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî B. Òîãäà âîçüì¼ì îòêðûòûå â X
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ìíîæåñòâà W1, W2, W3 òàêèå, ÷òî W1 ∩ (A ∪ B) = U1, W2 ∩ (A ∪ B) = U2,

W3 ∩ (A ∪ B) = U3. Òîãäà ìíîæåñòâî V = O(W1,W2,W3) îòêðûòî â exp3X.

Êðîìå òîãî, â ïåðåñå÷åíèè V ñ exp2A × B ïîëó÷èì â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî

U = O(U1, U2)× U3. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (exp2A)×B ⊂ exp3X.

Äàëåå, ϕ((exp2A)×B) ⊂exp3X\X, òàê êàê |ϕ(z)| > 2 äëÿ âñåõ z ∈ (exp2A)×
B. Ïîýòîìó (exp2A)×B ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì exp3X \X è, ñëåäîâàòåëüíî,

(exp2A)×B íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 7, ëèáî âñå ñ÷¼òíûå ïîäìíîæåñòâà B çàìêíóòû, ëèáî

ïðîñòðàíñòâî exp2A ñîâåðøåííî íîðìàëüíî. Íî B � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî

ïàðàêîìïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâà, çíà÷èò, ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì p-

ïðîñòðàíñòâîì. Òàê êàê x0 � íåèçîëèðîâàííàÿ òî÷êà, òî B � áåñêîíå÷íî è,

ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 25, ñîäåðæèò ñ÷¼òíîå íåçàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.

Çíà÷èò, exp2A ñîâåðøåííî íîðìàëüíî è, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 29, A ìåò-

ðèçóåìî. Ïîëó÷àåì, ÷òî X ëîêàëüíî ìåòðèçóåìî êðîìå, ìîæåò áûòü, òî÷êè

x0. ÅñëèX íàéä¼òñÿ åù¼ îäíà íåèçîëèðîâàííàÿ òî÷êà, òî, ïîäñòàâèâ å¼ âìåñòî

x0 ïîëó÷èì, ÷òî X ëîêàëüíî ìåòðèçóåìî, è, òåì ñàìûì, ïðåäëîæåíèå äîêà-

çàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X � ïðîñòðàíñòâî ñ åäèíñòâåííîé íåèçîëèðîâàííîé

òî÷êîé. Â òàêîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

èç ïðåäëîæåíèÿ 30. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè χ(x0, X) = ω0, òî X ìåòðèçóåìîå

ïðîñòðàíñòâî. Åñëè æå χ(x0, X) > ω1, òî ïðîñòðàíñòâî exp3X \ X, ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 30, íå ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ôîðìóëèðîâêå ïðåäëîæåíèÿ. Ïðåäëîæåíèå 31 äîêàçàíî.
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2.3 Îïðåäåëåíèå íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà â êàòåãîðèè P.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðèíàäëåæàùåå Å. Â. Ùåïèíó [18] îïðåäåëåíèå íîðìàëü-

íîãî ôóíêòîðà â êàòåãîðèè Comp ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 1.3. Ïðåäëàãàåòñÿ ðàñ-

øèðåíèå îïðåäåëåíèÿ Å.Â.Ùåïèíà äëÿ êîâàðèàíòíûõ ôóíêòîðîâ â êàòåãîðèè

P ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ è èõ ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò òî÷êó è ïóñòîå ìíîæåñòâî,

åñëè F ïåðåâîäèò îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà â îäíîòî÷å÷íûå, à ïóñòûå ìíîæå-

ñòâà � â ïóñòûå.

Äàëåå, ôóíêòîð F íàçîâ¼ì ìîíîìîðôíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî

âëîæåíèÿ i : Y → X îòîáðàæåíèå F(i) : F(Y ) → F(X) òàêæå ÿâëÿåò-

ñÿ âëîæåíèåì. Äëÿ ìîíîìîðôíîãî ôóíêòîðà F è çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà

Y ⊂ X ïðîñòðàíñòâî F(Y ) åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì

F(i) (F(Y )) ïðîñòðàíñòâà F(X). Îïðåäåëåíèå êîððåêòíî äëÿ êàòåãîðèè P ,
òàê êàê çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïàðàêîìïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâà òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì p-ïðîñòðàíñòâîì.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî

ïàðàêîìïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâàX è ëþáîé ñèñòåìû {Yα : α ∈ A} çàìêíóòûõ
ïîäìíîæåñòâ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

F (∩{Yα : α ∈ A}) = ∩{F(Yα) : α ∈ A}.

Ôóíêòîð F íàçîâ¼ì íåïðåðûâíûì, åñëè îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñ îïåðàöèåé ïå-

ðåõîäà ê ïðåäåëó îáðàòíîãî ñïåêòðà.

Áîëåå òî÷íî ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå. Äëÿ ëþáîãî îáðàòíîãî ñïåêòðà èç ïà-

ðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ ñ ñîâåðøåííûìè îòîáðàæåíèÿìè S = {Xa, p
a
b :

a, b ∈ A} îïðåäåëåí îáðàòíûé ñïåêòð, òàêæå ñîñòîÿùèé èç ïàðàêîìïàêòíûõ

p-ïðîñòðàíñòâ ñ ñîâåðøåííûìè îòîáðàæåíèÿìè F(S) = {F(Xa),F(pab) : a, b ∈
A}. Ïóñòü X = limS, pa : X → Xa � ïðåäåëüíûå ïðîåêöèè ñïåêòðà. Íàïîì-

íèì, ÷òî ïðåäåë îáðàòíîãî ñïåêòðà èç ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ ñ ñî-

âåðøåííûìè ñâÿçóþùèìè îòîáðàæåíèÿìè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì

p-ïðîñòðàíñòâîì, è åãî ïðîåêöèè òàêæå ñîâåðøåííû [20].

Îòîáðàæåíèÿ F(pa) : F(X) → F(Xa) â ïðåäåëå äàþò îòîáðàæåíèå p èç

F(X) â limF(S), êîòîðîå òàêæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîâåðøåííûì [20].
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Òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî

F(X) = F(limS) ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì ñïåêòðà limF(S). Äðóãèìè ñëîâàìè,

ôóíêòîð F íåïðåðûâåí, åñëè îòîáðàæåíèå p � ãîìåîìîðôèçì.

Ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû, åñëè äëÿ ëþáîãî ñîâåðøåííîãî îòîáðà-

æåíèÿ f : X → Y è ëþáîãî çàìêíóòîãî A ⊂ Y

(F(f))−1F(A) = F(f−1A).

Äàííîå îïðåäåëåíèå òàêæå êîððåêòíî äëÿ êàòåãîðèè P , òàê êàê ñîâåðøåííûé
ïðîîáðàç ïàðàêîìïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì

p-ïðîñòðàíñòâîì.

Ôóíêòîð F íàçûâàåòñÿ ýïèìîðôíûì, åñëè îí ñîõðàíÿåò ýïèìîðôèçìû.

Ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò âåñ, åñëè äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ïàðàêîìïàêòíîãî

p-ïðîñòðàíñòâà X âåðíî w(X) = w(F (X)).

Åñëè F � ìîíîìîðôíûé ôóíêòîð, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ F(X) îïðåäå-

ëåí íîñèòåëü supp(a) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

supp(a) = ∩{Y : Y çàìêíóòî â X, a ∈ F(Y )}.

ßñíî, ÷òî äëÿ ôóíêòîðîâ, ñîõðàíÿþùèõ ïåðåñå÷åíèÿ, âåðíî a ∈ F(supp(a)).

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå supp : F(X) →
X, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà F(X) å¼ íîñèòåëü �

íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷åðåç Fn(X) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî

Fn(X) = {a ∈ F(X) : |supp(a)| 6 n}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòåïåíü ôóíêòîðà degF 6 n, åñëè äëÿ ëþáîãî X è

ëþáîé òî÷êè a ∈ F(X) âåðíî |suppa| 6 n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî degF = n,

åñëè degF 6 n, íî íåâåðíî, ÷òî degF 6 n− 1.

Â ïîñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ ÷åðåç n îáîçíà÷àåòñÿ íå òîëüêî íàòóðàëüíîå

÷èñëî, íî è äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç n òî÷åê: n = {0, 1, . . . ,
n− 1}.

Äëÿ ôóíêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â êàòåãîðèè P îïðåäåëèì àíàëîã îòîáðà-

æåíèÿ Áàñìàíîâà [2]. Çàìåòèì, ÷òî èäåÿ ñàìîé êîíñòðóêöèè îòîáðàæåíèÿ πn

ïðèíàäëåæèò åù¼ Å. Â. Ùåïèíó [18].
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Îòîáðàæåíèå

πn : Xn ×F(n)→ F(X)

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì πn(ξ, a) = F(ξ)(a), â êîòîðîì êàæäàÿ òî÷êà ξ ∈ Xn

îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ îòîáðàæåíèåì ξ : n→ X.

Êîâàðèàíòíûé ôóíêòîð F : P → P â êàòåãîðèè P áóäåì íàçûâàòü íîð-

ìàëüíûì, åñëè ôóíêòîð F íåïðåðûâåí, ìîíîìîðôåí è ýïèìîðôåí, ñîõðàíÿåò

ïåðåñå÷åíèÿ, âåñ, ïðîîáðàçû, òî÷êó è ïóñòîå ìíîæåñòâî, à òàêæå óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî ïàðàêîìïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâà X è ëþáîãî íà-

òóðàëüíîãî n îòîáðàæåíèå πn : Xn ×F(n)→ F(X) íåïðåðûâíî.

Î÷åâèäíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà íà êàòåãîðèþ Comp

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ôóíêòîðîì â êàòåãîðèè Comp â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ

Å.Â.Ùåïèíà [17]. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêòîð expc ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì â ñìûñëå

òîëüêî ÷òî äàííîãî îïðåäåëåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 32. Ôóíêòîð expc ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì â êàòåãîðèè P .

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ôóíêòîð expc ñîõðàíÿåò òî÷êó è ïóñòîå ìíîæå-

ñòâî. Äëÿ ëþáîãî îäíîòî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâàX ïðîñòðàíñòâî expc(X) òàêæå

ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè � åäèíñòâåííîãî êîìïàêòíîãî íåñîáñòâåííîãî ïîä-

ìíîæåñòâà X, à äëÿ ïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà X ïðîñòðàíñòâî expc(X) òàêæå

ïóñòî. Ìîíîìîðôíîñòü ôóíêòîðà expc íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îïðåäåëå-

íèÿ îòîáðàæåíèÿ expc(f). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âçàèìíîîäíîçíà÷íîãî

îòîáðàæåíèÿ f : X → Y îòîáðàæåíèå expc(f) : expc(X) → expc(Y ) òàêæå

âçàèìíîîäíîçíà÷íî.

Ïðîâåðèì ýïèìîðôíîñòü ôóíêòîðà expc. Ïóñòü f : X → Y � ýïèìîðôèçì.

Äîêàæåì, ÷òî expc(f) : expc(X) → expc(Y ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà expcY . Òîãäà ìíîæåñòâî f
−1(F )

íåïóñòî â ñèëó ýïèìîðôíîñòè è êîìïàêòíî â ñèëó ñîâåðøåííîñòè îòîáðàæåíèÿ

f . Òî åñòü f−1(F ) ïðèíàäëåæèò ïðîîáðàçó F ïðè îòîáðàæåíèè expc(f).

Ôóíêòîð expc ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèÿ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Â ñèëó åãî

íåïðåðûâíîñòè, ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ çà-

ìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Ïóñòü A1, A2 � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà X. Íàïîì-

íèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà expcA1 è expcA2 â òàêîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè

ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà expc(X). Äàëåå, ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòðàí-
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ñòâà expc(X), èìååì

expc(A1 ∩ A2) = {F ∈expcX : F ⊂ A1, F ⊂ A2} =expcA1∩expcA2. Ñëåäîâà-

òåëüíî, óñëîâèå âûïîëíåíî.

Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêòîð expc ñîõðàíÿåò âåñ áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòîâ. Ïóñòü

âåñ ïðîñòðàíñòâà X ðàâåí λ è σ � áàçà ìîùíîñòè λ â X. Ðàññìîòðèì ñåìåé-

ñòâî γ ìîùíîñòè λ âñåõ ìíîæåñòâ âèäà O(U1, . . . , Un), ãäå Ui ïðèíàäëåæàò

ñåìåéñòâó σ, è ïðîâåðèì, ÷òî γ ÿâëÿåòñÿ áàçîé â ïðîñòðàíñòâå expcX. Ïóñòü

F � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà expcX. Òîãäà ëþáàÿ å¼ îêðåñòíîñòü

èìååò âèä OF = O(V1, . . . , Vm), ãäå Vj � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàí-

ñòâà X. Íàéä¼ì òàêîé íàáîð ìíîæåñòâ U1, . . . , Un, èç áàçû σ, ÷òî ìíîæåñòâî

O(U1, . . . , Un) ñîäåðæèò F è ñàìî ëåæèò â OF.

Èç òîãî, ÷òî òî÷êà F ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè OF ñëåäóåò âûïîëíåíèå

óñëîâèé: F ëåæèò â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ Vi è ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì èç

íèõ. Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Vi âîçüì¼ì ïî òî÷êå xi èç ïåðåñå÷åíèÿ F ∩ Vi è
çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî Ui èç áàçû σ òàê, ÷òîáû Ui ñîäåðæàëî xi è ëåæàëî

â ñîîòâåòñòâóþùåì Vi. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé òî÷êè x èç F âîçüì¼ì ñîäåð-

æàùåå å¼ ìíîæåñòâî Ux èç áàçû σ, ëåæàùåå â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ Vi. Äà-

ëåå, âîñïîëüçîâàâøèñü êîìïàêòíîñòüþ F , âîçüì¼ì êîíå÷íûé íàáîð ìíîæåñòâ

Ux1, . . . , Uxk , ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî F.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî O′ = O(U1, . . . , Un, Ux1, . . . , Uxk) è äîêàæåì, ÷òî îíî

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé îêðåñòíîñòüþ ìíîæåñòâà F . ßñíî, ÷òî òî÷êà F ïðèíàäëå-

æèò O′, òàê êàê ìíîæåñòâî F ëåæèò â îáúåäèíåíèè âñåõ ìíîæåñòâ Uα è ïå-

ðåñåêàåòñÿ ñ êàæäûì èç íèõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, O ⊂ O(V1, . . . , Vm). Äåéñòâè-

òåëüíî, âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Φ èçO′. Òîãäà, î÷åâèäíî, Φ ëåæèò â îáú-

åäèíåíèè ìíîæåñòâ Uα, à, çíà÷èò, è â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ Vi. Êðîìå òîãî,

óñëîâèå Φ∩Vi 6= ∅ âûïîëíåíî äëÿ êàæäîãî Vi, òàê êàê Φ ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæ-

äûì Ui � ïîäìíîæåñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî Vi. Çíà÷èò, Φ òàêæå ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó O(V1, . . . , Vm). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå F ∈ O′ ⊂ O(V1, . . . , Vm) âû-

ïîëíåíî.

Èòàê, ñåìåéñòâî γ ÿâëÿåòñÿ áàçîé ìîùíîñòè λ â ïðîñòðàíñòâå expc(X) è,

çíà÷èò, âåñ ïðîñòðàíñòâà expc(X) íå ïðåâîñõîäèò âåñà ïðîñòðàíñòâà X. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, òàê êàêX ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì expc(X), âåðíî è îáðàòíîå

íåðàâåíñòâî: w(X) 6w(expcX). Çíà÷èò, âåñ ïðîñòðàíñòâà expc(X) ðàâåí âåñó
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ïðîñòðàíñòâà X è ôóíêòîð expc ñîõðàíÿåò âåñ áåñêîíå÷íûõ êîìïàêòîâ.

Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêòîð expc ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû. Ïóñòü A � çàìêíóòîå

ïîäìíîæåñòâî Y . Äîêàæåì, ÷òî expc(f
−1(A)) = (expcf)−1(expcA). Ïðîñòðàí-

ñòâî expcA ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì expcY . Òîãäà èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî expc(f
−1(A)) = {F ∈ expcX : F ⊆ f−1(A)}, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,

ñîâïàäàåò ñ {F ∈ expcX : f(F ) ⊆ (A)} = {F ∈ expcX : expcf(F ) ∈ expcA}. À
ýòî è åñòü ìíîæåñòâî (expcf)−1(expcA).

Ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü ôóíêòîðà expc. Ïóñòü S = {Xa, p
a
b : a, b ∈ A} �

îáðàòíûé ñïåêòð èç ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ ñ ñîâåðøåííûìè ïðîåê-

öèÿìè. Òîãäà îïðåäåë¼í îáðàòíûé ñïåêòð, òàêæå ñîñòîÿùèé èç ïàðàêîìïàêò-

íûõ p-ïðîñòðàíñòâ è èõ ñîâåðøåííûõ ïðîåêöèé expc(S) = {expcXa, expcp
a
b :

a, b ∈ A}. Ïóñòü X = limS, pa : X → Xa � ïðåäåëüíûå ïðîåêöèè ñïåêòðà, è

p : expc(limS) → lim expc(S) ïðåäåë îòîáðàæåíèé expcpa : expcX → expcXa.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå p ñîâåðøåííî. Ïðîâåðèì, ÷òî p � ãîìåîìîðôèçì.

Ïðîâåðèì, ÷òî p âçàèìíîîäíîçíà÷íî. Âîçüì¼ì äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè F1, F2

ïðîñòðàíñòâà expc(X). Òàê êàê F1, F2 � ðàçëè÷íûå êîìïàêòû â ïðîñòðàíñòâå

X, íàéä¼òñÿ òî÷êà y0 ∈ X, ïðèíàäëåæàùàÿ òîëüêî îäíîìó èç ýòèõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü y0 ∈ F1 \ F2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà {y0} è F2. Îíè çàìêíóòû è íå ïå-

ðåñåêàþòñÿ, çíà÷èò, íàéä¼òñÿ èíäåêñ a òàêîé, ÷òî íå ïåðåñåêàþòñÿ èõ ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ïðîåêöèè: pa({y0})∩pa(F2) = ∅. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ïðîåêöèè ìíîæåñòâ F1 è F2 ðàçëè÷íû: pa(F1) 6= pa(F2). Çíà÷èò, ðàçëè÷íû

è ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà p(F1) è p(F2) â ïðîñòðàíñòâå lim expc(S).

Òàê êàê p âçàèìíîîäíîçíà÷íî è ñîâåðøåííî, è, ñëåäîâàòåëüíî, çàìêíóòî,

îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê íåìó, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïðîâåðèì, ÷òî p ÿâ-

ëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî p � ãîìåîìîðôèçì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè F ∈ lim expc(S) ðàññìîòðèì òî÷êè pa(F ) = Fa,

a ∈ A ïðîñòðàíñòâ expc(Xa), òî åñòü êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ Xa. Îíè îáðàçóþò îáðàòíûé ñïåêòð èç êîìïàêòîâ

SF = {Fa, pab : a, b ∈ A}, ïðåäåë êîòîðîãî, ñîãëàñíî [20], ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì,
ëåæàùèì â ïðîñòðàíñòâå X. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè F ∈ lim expc(S)

ñóùåñòâóåò å¼ ïðîáðàç, ëåæàùèé â ïðîñòðàíñòâå expc(X) = expc(limS).

Èòàê, îòîáðàæåíèå p : expc(limS) → lim expc(S) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-

ìîì, òî åñòü, â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, ôóíêòîð expc ïåðåñòàíîâî÷åí ñ
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îïåðàöèåé ïåðåõîäà ê ïðåäåëó îáðàòíîãî ñïåêòðà.

Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêòîð expc óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî ïàðàêîì-

ïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâà X è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n îòîáðàæåíèå πn : Xn ×
expcn → expcX íåïðåðûâíî, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî íîðìàëüíîñòè

ôóíêòîðà expc. Ïóñòü (ξ, a) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà Xn×expc(n),

ïóñòü η � å¼ îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè πn, Oη � îêðåñòíîñòü òî÷êè η â ïðî-

ñòðàíñòâå expcX. Ïîñòðîèì îêðåñòíîñòü O′ òî÷êè (ξ, a) òàêóþ, ÷òî å¼ îáðàç

ïðè îòîáðàæåíèè πn ëåæèò â Oη.

Îêðåñòíîñòü Oη èìååò âèä O(U1, ..., Un). Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Ui çàôèê-

ñèðóåì ìíîæåñòâî òî÷åê η1, ..., ηk, ëåæàùèõ â äàííîì Ui è ïîëîæèìO
iξ = {ζ ∈

Xn : ζ(1), ..., ζ(k) ∈ Ui} � ìíîæåñòâî ôóíêöèé ζ : n→ X, ïåðåâîäÿùèõ òî÷êè

{1, ..., k} ïðîñòðàíñòâà n = {0, 1, . . . , n−1} â íåêîòîðûå òî÷êè, ëåæàùèå â ìíî-
æåñòâå Ui ⊂ X. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ξ ∈ Oiξ, òàê êàê πn(ξ, a) = expc(ξ)(a) = η,

òî åñòü ξ ïåðåâîäèò òî÷êè {1, ..., k} â òî÷êè η1, ..., ηk, ëåæàùèå â äàííîì Ui. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî Oiξ îòêðûòî â ïðîñòðàíñòâå Xn.

Ïîëîæèì Oξ = ∩ni=1O
iξ. Ìíîæåñòâî Oξ � îêðåñòíîñòü òî÷êè ξ â ïðî-

ñòðàíñòâå Xn, {a} � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå expc(n).

Ïðîâåðèì âêëþ÷åíèå: πn(Oξ×{a}) ⊂ O(U1, ..., Un). Ïóñòü òî÷êà (ζ, a) ïðèíàä-

ëåæèò Oξ × {a}. Òîãäà, â ñèëó âûáîðà Oξ, âåðíî, ÷òî πn(ζ, a) = expc(ζ)(a) ∈
O(U1, ..., Un) = Oη. Çíà÷èò, Oξ × {a} è áóäåò èñêîìîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè

(ξ, a). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî îòîáðàæåíèå πn : Xn× expcn→ expcX íåïðå-

ðûâíî.

Ïðåäëîæåíèå 32 äîêàçàíî.
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2.4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà íîðìàëüíûõ ôóíêòîðîâ â êàòåãîðèè P.

Äàííûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ òàêèõ êëþ÷åâûõ ñâîéñòâ íîðìàëü-

íûõ ôóíêòîðîâ, êàê ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ

supp : F(X)→ X, ñóùåñòâîâàíèå ïîäôóíêòîðà Fn ôóíêòîðà F è ñâÿçü ñâîé-

ñòâà ñîõðàíåíèÿ íîñèòåëåé è ñâîéñòâà ñîõðàíåíèÿ ïðîîáðàçîâ. Ýòè ñâîéñòâà

âûïîëíÿþòñÿ â êàòåãîðèè Comp è èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðàáîòå ñ íîðìàëüíûìè

ôóíêòîðàìè â êàòåãîðèè Comp. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì èõ

äëÿ ôóíêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â êàòåãîðèè P ïàðàêîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ

è èõ ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 33. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî, F � íîð-

ìàëüíûé ôóíêòîð â êàòåãîðèè P. Òîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå supp :

F(X)→ X ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå supp : F(X)→
X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå ξ ïðîñòðàíñòâà F(X) å¼ íîñèòåëü

supp(a) = ∩{Y : Y çàìêíóòî â X, a ∈ F(Y )}. � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîä-

ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà X.

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà A ïðî-

ñòðàíñòâà X âåðíî, ÷òî ìíîæåñòâî F(A) çàìêíóòî â ïðîñòðàíñòâå F(X).

Òàê êàê A ëåæèò â X, ñóùåñòâóåò âëîæåíèå i : A → X, êîòîðîå, î÷åâèä-

íî, ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì îòîáðàæåíèåì. A � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïà-

ðàêîìïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâà, çíà÷èò, ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì p-

ïðîñòðàíñòâîì. Òîãäà îïðåäåëåíî ïðîñòðàíñòâî F(A) è îòîáðàæåíèå F(i) :

F(A) → F(X), êîòîðîå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîâåðøåííûì âëîæåíèåì ïàðàêîì-

ïàêòíîãî p-ïðîñòðàíñòâà F(A) â ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî F(X). Â ñè-

ëó ñîâåðøåííîñòè îòîáðàæåíèÿ F(i) ïîëó÷èì, ÷òî ìíîæåñòâî F(A) çàìêíóòî

â ïðîñòðàíñòâå F(X).

Äàëåå ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå supp : F(X)→ X ïîëóíåïðåðûâíî ñíè-

çó, òî åñòü äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà U ïðîñòðàíñòâàX ìíîæåñòâî

O(U) = {ξ ∈ F(X) : suppξ∩U 6= ∅} îòêðûòî â ïðîñòðàíñòâå F(X). Èìååò ìå-

ñòî ðàâåíñòâî O(U) = F(X)\{ξ ∈ F(X) : suppξ ⊂ X \U} = F(X)\F(X \U).

À çíà÷èò, ìíîæåñòâî O(U) îòêðûòî â F(X).
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Ïðåäëîæåíèå 33 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 34. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî, F � íîð-

ìàëüíûé ôóíêòîð â êàòåãîðèè P. Òîãäà îòîáðàæåíèå supp|F1(X) : F1(X)

→ X ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç s : F1(X) → X îãðàíè÷å-

íèå ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ supp : F(X) → X, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå

êàæäîé òî÷êå ξ ïðîñòðàíñòâà F(X) å¼ íîñèòåëü supp(ξ), íà F1(X). ßñíî, ÷òî

s âçàèìíîîäíîçíà÷íî è ýïèìîðôíî, òàê êàê ñîïîñòàâëÿåò îäíîòî÷å÷íûå ìíî-

æåñòâà è èõ íîñèòåëè.

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå s íåïðåðûâíî. Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíî-

æåñòâà U ⊂ X, åãî ïðîîáðàç s−1(U) ñîñòîèò èç òî÷åê ξ ∈ F1(X) òàêèõ, ÷òî

supp(ξ) ⊂ U. Òàê êàê íîñèòåëè òî÷åê ξ ∈ F1(X) â äàííîì ñëó÷àå îäíîòî-

÷å÷íû, óñëîâèå supp(ξ) ⊂ U ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ supp(ξ) ∩ U 6= ∅. Òàêèì
îáðàçîì, ìíîæåñòâî s−1(U) = {ξ ∈ F(X) : supp(ξ)∩U 6= ∅}∩F1(X) îòêðûòî

â ïðîñòðàíñòâå F1(X), òàê êàê îòîáðàæåíèå supp ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.

Äîêàæåì, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå s−1 òàêæå íåïðåðûâíî. Îòîáðàæåíèå

s−1 ñîâïàäàåò ñ îòîáðàæåíèåì π1 : X × F(1) → F1(X). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,

÷òî äëÿ ξ = π1(x, a) âåðíî supp(ξ) = x. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì òîëü-

êî íîðìàëüíûå ôóíêòîðû â êàòåãîðèè P , îòîáðàæåíèå πn : Xn × F(n) →
Fn(X) íåïðåðûâíî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå s−1 òàê-

æå íåïðåðûâíî.

Ïðåäëîæåíèå 34 äîêàçàíî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò íîñèòåëè, åñëè äëÿ ëþáîãî îòîá-

ðàæåíèÿ f : X → Y è âñÿêîãî a ∈ F(X) âåðíî f(supp(a)) = supp(F(f)(a)).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ôóíêòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â êàòåãîðèè Comp [22], èìååò

ìåñòî:

Ïðåäëîæåíèå 35. Ìîíîìîðôíûé, ñîõðàíÿþùèé ïåðåñå÷åíèÿ ôóíêòîð, äåé-

ñòâóþùèé â êàòåãîðèè P, ñîõðàíÿåò íîñèòåëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îí ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû, a

ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó F(X), A = supp(a) � íîñèòåëü òî÷êè a. Ïðîâå-

ðèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ íîñèòåëåé, à èìåííî f(supp(a)) =

supp(F(f)(a)).

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì B = f(A), b = F(f)(a). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ âñÿêî-

ãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà A, ëåæàùåãî â ïðîñòðàíñòâå X, ïðîñòðàíñòâî F(A)

åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì F(X). Òàê êàê äëÿ ñîõðà-

íÿþùèõ ïåðåñå÷åíèÿ ôóíêòîðîâ âåðíî, ÷òî a ∈ F(A) = F(supp(a)), òî ìû

ïîëó÷èì, ÷òî F(f)(a) ∈ F(f)(F(A)) ⊂ F(f(A)), òî åñòü b ∈ F(B). Òîãäà

è íîñèòåëü òî÷êè b ëåæèò âî ìíîæåñòâå B, òî åñòü âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

supp(F(f)(a)) ⊆ f(supp(a)).

Ïðîâåðèì âêëþ÷åíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïîñêîëüêó b ∈ F(supp(b)), òàê-

æå âåðíî, ÷òî F(f)−1(b) ⊂ F(f)−1F(supp(b)) = F(f−1(supp(b))), ïîñêîëüêó F
ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû. Çíà÷èò, a ∈ F(f)−1(b) òàêæå ëåæèò â F(f−1(supp(b))).

Çíà÷èò, supp(a) ⊂ f−1(supp(b)). Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(supp(a)) ⊂ supp(b) =

supp(F(f)(a)). Èòàê, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(supp(a)) = supp(F(f)(a)), ÷òî

îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò íîñèòåëè.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò íîñèòåëè. Ïðîâåðèì, ÷òî îí

ñîõðàíÿåò ïðîîáðàçû, òî åñòü äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà B ïðî-

ñòðàíñòâà Y âåðíî, ÷òî F(f−1(B)) = F(f)−1F(B).

Èç âêëþ÷åíèÿ F(f)(F(f−1(B))) ⊆ F(B) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî

F(f−1(B)) ⊂ F(f)−1F(B). Ïðîâåðèì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü a � ïðîèç-

âîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà F(f)−1(F(B)), òîãäà å¼ îáðàç F(f)(a) ëåæèò â

F(B). Çíà÷èò, íîñèòåëü suppF(f)(a) ëåæèò â B. Òàê êàê ôóíêòîð F ñîõðàíÿ-

åò íîñèòåëè, f(supp(a)) = supp(F(f)(a)) òàêæå ëåæèò â B. Òîãäà supp(a) ⊂
f−1(B), F(supp(a)) ⊂ F(f−1(B)) è, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà a ëåæèò â ïðî-

ñòðàíñòâå F(f−1(B)). Òî åñòü F(f)−1F(B) ⊂ F(f−1(B)). Çíà÷èò, âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî F(f−1(B)) = F(f)−1F(B), ÷òî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêòîð F ñîõðà-

íÿåò ïðîîáðàçû.

Ïðåäëîæåíèå 35 äîêàçàíî.

Ïðåäëîæåíèå 36. Åñëè F � íîðìàëüíûé ôóíêòîð, äåéñòâóþùèé â êàòåãî-

ðèè P, òî ïîäïðîñòðàíñòâî Fn(X) çàìêíóòî â F(X) äëÿ ëþáîãî X è ëþáîãî
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n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî F(X) \ Fn(X) îòêðûòî â

ïðîñòðàíñòâå F(X). Ïóñòü òî÷êà ξ ëåæèò â F(X)\Fn(X). ïîñòðîèì å¼ îêðåñò-

íîñòü, òàêæå ëåæàùóþ â F(X) \ Fn(X). Âîçüì¼ì n + 1 òî÷êó èç íîñèòåëÿ ξ

ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè U1, ..., Un+1.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå supp äëÿ íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà F ïîëóíåïðåðûâíî

ñíèçó ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 33, ìíîæåñòâà âèäà OU = {η ∈ F(X) : supp(η)∩
U 6= ∅} îòêðûòû â ïðîñòðàíñòâå F(X). Òîãäà, â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè òî÷êè

ξ ïîëîæèì Oξ = OU1
∩ OU2

∩ ... ∩ OUn+1
= {η ∈ F(X) : supp(η) ∩ Ui 6=

∅äëÿ âñåõ i = 1, ..., n+ 1}. Äëÿ ëþáîé òî÷êè η èç ìíîæåñòâà Oξ âåðíî, ÷òî å¼

íîñèòåëü ñîñòîèò íå ìåíåå, ÷åì èç n + 1 òî÷êè, òàê êàê ïåðåñåêàåòñÿ ñ n + 1

äèçüþíêòíûì ìíîæåñòâîì. Òàêèì îáðàçîì, îòêðûòîå ìíîæåñòâî Oξ öåëèêîì

ëåæèò â F(X) \ Fn(X).

Ïðåäëîæåíèå 36 äîêàçàíî.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêòîð F1 íàçûâàåòñÿ ïîäôóíêòîðîì ôóíêòîðà F2, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå åñòåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Φ = {fX} : F1 → F2, ÷òî

âñÿêîå îòîáðàæåíèå fX � âëîæåíèå.

Ñëåäñòâèå. Ñîîòâåòñòâèå X → Fn(X) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîäôóíê-

òîð Fn ôóíêòîðà F , äåéñòâóþùåãî â êàòåãîðèè P.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fn(X) ïàðà-

êîìïàêòíîãî p−ïðîñòðàíñòâà F(X) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì p−ïðî-
ñòðàíñòâîì. Êðîìå òîãî, îáðàç ïðîñòðàíñòâà Fn(X) ïðè îòîáðàæåíèè F(f)

ëåæèò â Fn(Y ), òàê êàê íîñèòåëü íå âîçðàñòàåò ïðè îòîáðàæåíèÿõ: äëÿ ξ ∈
Fn(X), η = F(f)(ξ) âåðíî, ÷òî supp(η) ⊂ f(supp(ξ)), òî åñòü η ∈ Fn(Y ). Òîãäà

îòîáðàæåíèå Fn(f) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ F(f) íà

çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî Fn(X) ïðîñòðàíñòâà Fn(X). Çíà÷èò, îòîáðàæå-

íèå Fn(f) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì îòîáðàæåíèåì [20]. Òàêèì îáðàçîì,

Fn òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíêòîðîì, äåéñòâóþùèì â êàòåãîðèè P .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîæäåñòâåííîå âëîæåíèå Fn(X) ⊂ F(X) ÿâëÿåòñÿ åñòå-

ñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ïåðåâîäÿùèì ôóíêòîð Fn â ïîäôóíêòîð ôóíêòî-
ðà F .
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Ñëåäñòâèå. Äëÿ íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà F âåðíî, ÷òî F1(X) = X. Òàêèì

îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü X ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà F(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå i : X → F(X), ñîïîñòàâëÿþùåå

òî÷êå x ∈ X îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî i(x) = ξ ∈ F1(X), òàêîå, ÷òî åãî íîñè-

òåëü supp(ξ) = x. Òàê êàê îòîáðàæåíèå supp|F1(X) : F1(X) → X � ãîìåîìîð-

ôèçì, òî îòîáðàæåíèå i ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.
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2.5 Î òåîðåìå Ôåäîð÷óêà â êàòåãîðèè P.

Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ì. Êàòåòîâà [26] ãëàñèò, ÷òî èç íàñëåäñòâåííîé íîð-

ìàëüíîñòè êóáà êîìïàêòà ñëåäóåò åãî ìåòðèçóåìîñòü. Â 1989 ãîäó Â.Â. Ôå-

äîð÷óê [16] îáîáùèë òåîðåìó Êàòåòîâà äëÿ íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà ñòåïåíè

> 3, äåéñòâóþùåãî â êàòåãîðèè Comp êîìïàêòîâ è èõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-

íèé. Âîïðîñàì îáîáùåíèÿ òåîðåìû è ïðîáëåìû Êàòåòîâà ïîñâÿùåíû ìíîãèå

ïóáëèêàöèè â îáëàñòè îáùåé òîïîëîãèè. Òàê, íàïðèìåð,âïîëíå åñòåñòâåííî

òàêæå ïîïûòàòüñÿ îñëàáèòü ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè â òåîðåìàõ Êàòåòîâà è

Ôåäîð÷óêà.

Â 1976 ãîäó Äæ. Õàáåð [21] îñëàáèë ñâîéñòâî êîìïàêòíîñòè â òåîðåìå Êàòå-

òîâà äî ñâîéñòâà ñ÷¼òíîé êîìïàêòíîñòè õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà X. Â 2000

ãîäó Ò.Ô. Æóðàåâ â ðàáîòå [4] çàìåíèë â òåîðåìå Ôåäîð÷óêà íàñëåäñòâåííóþ

íîðìàëüíîñòü êîìïàêòà F(X) íà íàñëåäñòâåííóþ ñ÷¼òíóþ ïàðàêîìïàêòíîñòü

F(X).

À. Ï. Êîìáàðîâ [12] â 2004 ãîäó äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó: åñëè äëÿ

êàêîãî-íèáóäü íîðìàëüíîãî ôóíêòîðà F ñòåïåíè > 3 ïðîñòðàíñòâî F(X)\X
íàñëåäñòâåííî K-íîðìàëüíî, ãäå K � êëàññ σ-êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî

X � ìåòðèçóåìûé êîìïàêò. Èç òåîðåìû Êîìáàðîâà ñëåäóþò îäíîâðåìåííî è

òåîðåìà Ôåäîð÷óêà, è òåîðåìà Æóðàåâà.

Â äàííîì ïàðàãðàôå òåîðåìà Ôåäîð÷óêà îáîùàåòñÿ íà êàòåãîðèþ P ïàðà-

êîìïàêòíûõ p-ïðîñòðàíñòâ è èõ ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèé.

Ïóñòü F � íîðìàëüíûé ôóíêòîð ñòåïåíè degF > n. Òîãäà, òàê êàê F
ñîõðàíÿåò íîñèòåëè, â ïðîñòðàíñòâå F(n) íàéä¼òñÿ ýëåìåíò a ∈ F(n) ñòåïåíè

n, òî åñòü òàêîé, ÷òî |supp(a)| = n.

Ïðîâåðèì ýòî. Èç òîãî, ÷òî degF > n, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè

ôóíêòîðà ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ ïðîñòðàíñòâî X è òî÷êà a ∈ F(X) òàêèå,

÷òî |supp(a)| = m > n. Òàê êàê ôóíêòîð F ñîõðàíÿåò ïåðåñå÷åíèÿ, òî a ∈
F(supp(a)) = F(m). Îòîáðàçèì äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî m íà äèñêðåòíîå

ïðîñòðàíñòâî n. Òîãäà, òàê êàê ôóíêòîð F , ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 35, ñîõðà-

íÿåò íîñèòåëè, äëÿ b = F(f)(a) âåðíî, ÷òî supp(b) = f(supp(a)) = n.

Ïîëîæèì Fa(X) = πn(X
n × {a}) ⊂ F(X). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå pn :
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Xn × {a} →expn(X) ñëåäóþùèì îáðàçîì: pn(ξ, a) = ξ(n).

Ïðåäëîæåíèå 37. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

îòîáðàæåíèå pn : Xn × {a} →expn(X) ýïèìîðôíî è ñîâåðøåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýïèìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ pn î÷åâèäíà: äëÿ ëþáîé òî÷êè

F ïðîñòðàíñòâà expn(X), òàêîé, ÷òî F = {y1, ...yn}, ãäå k 6 n, â êà÷åñòâå òî÷-

êè ξ ïðîñòðàíñòâà Xn äîñòàòî÷íî âçÿòü ξ = {x1, ..., xn}, ïîëîæèâ xi = yi ïðè

i = 1, ..., k è xi = yk ïðè i = k + 1, ..., n. Òîãäà pn(ξ, a) = ξ(n) = F . Äîêàæåì,

÷òî îòîáðàæåíèå pn íåïðåðûâíî. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ïðîîáðàç îòêðûòî-

ãî â expn(X) ìíîæåñòâà O(U1, . . . , Un) ïðè îòîáðàæåíèè pn áóäåò îòêðûò â

Xn × {a}. Çàìåòèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå expn(X) â êà÷åñòâå áàçû äîñòàòî÷íî

ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâà âèäà O(U1, . . . , Um) ïðè m íå ïðåâîñõîäÿùåì n. Èç

îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ pn ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà W , ÿâëÿþ-

ùåãîñÿ ïðîèçâåäåíèåì âçÿòûõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå m ìíîæåñòâ U1, . . . Um

è n −m ìíîæåñòâ V1 . . . Vn−m, ãäå Vj ðàâíû íåêîòîðûì Ui, òî åñòü äëÿ ìíî-

æåñòâà W = U1 × U2 × · · · × Um × V1 × · · · × Vn−m, îáðàç ìíîæåñòâà W × {a}
ïðè îòîáðàæåíèè pn ëåæèò â O(U1, . . . , Um). Áîëåå òîãî, ïðîîáðàç ìíîæåñòâà

O(U1, . . . , Um) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé îòêðûòûõ

ìíîæåñòâ òàêîãî âèäà. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî p−1n (O(U1, . . . , Um)) ñàìî

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü îòîáðàæåíèÿ pn. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü

ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâîM ⊂ Xn òàêîå, ÷òî åãî îáðàç Φ = pn(M)

íå çàìêíóò â expn(X). Òî åñòü, íàéä¼òñÿ òî÷êà F ∈ expn(X) òàêàÿ, ÷òî F ∈
[Φ] \ Φ. Ðàññìîòðèì å¼ ïðîîáðàç p−1n (F ) ⊂ Xn × {a}, ñîñòîÿùèé èç m òî÷åê

g1, ..., gm, ãäå m 6 n!. Äëÿ êàæäîãî gi çàôèêñèðóåì áàçèñíóþ îêðåñòíîñòü Oi,

íå ïåðåñåêàþùóþ ìíîæåñòâî M , ñëåäóþùåãî âèäà: Oi = U1 × ... × Un. Äëÿ

êàæäîé îêðåñòíîñòè Oi, ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùèõ åé ìíîæåñòâ U1, ..., Un,

îïðåäåëèì ìíîæåñòâî OiF = O(U1, ..., Un) ⊂ expn(X) è âîçüì¼ì èõ ïåðåñå÷å-

íèå OF = ∩mi=1OiF. Äëÿ îêðåñòíîñòè OF ìíîæåñòâà F âåðíî, ÷òî OF∩Φ 6= ∅,
òî åñòü ñóùåñòâóåò F 0 ∈ Φ, òàêîé ÷òî F 0 ∈ OF . Çàìåòèì, ÷òî ïðîîáðàç

p−1n (F 0) ñîñòîèò èç m 6 n! òî÷åê. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó g0i èç p
−1
n (F 0).

Îíà ïîïàäàåò â îêðåñòíîñòü Ok âèäà U1×U2×· · ·×Un íåêîòîðîé òî÷êè gk èç
ìíîæåñòâà p−1n (F ). Äåéñòâèòåëüíî, pn(g

0
i ) = F 0 ëåæèò â ïåðåñå÷åíèè îêðåñò-
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íîñòåé OiF , ãäå OiF = O(U1, ..., Un) äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà U1, ..., Un, êîòî-

ðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, îáðàçóåò îêðåñòíîñòü U1 × U2 × · · · × Un äëÿ íåêîòîðîé
òî÷êè gk. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òî÷êà g0 èç ìíîæåñòâà p−1n (F 0) ïîïàä¼ò â

íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Oi, òî åñòü èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå p−1n (F 0) ⊂ ∪mi=1Oi.

Òàê êàê F 0 ∈ Φ = pn(M) òî p−1n (F 0) ∩M 6= ∅, à çíà÷èò è ∪mi=1Oi ∩M 6= ∅.
Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî M ∩ Oi = ∅ äëÿ êàæäîãî i = 1, ...,m.

Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå pn ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîé òî÷êè

F ïðîñòðàíñòâà expn(X) å¼ ïðîáðàç ïðè îòîáðàæåíèè pn � êîíå÷íîå ïîäìíî-

æåñòâî Xn, è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíîå. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå pn

ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì. Ïðåäëîæåíèå 37 äîêàçàíî.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì îòîáðàæåíèå supp êàê îäíîçíà÷íîå, äåéñòâóþùåå èç

Fa(X) â expn(X). Íàïîìíèì, ÷òî Fa(X) = πn(X
n × {a}) ⊂ F(X).

Ïðåäëîæåíèå 38. Îòîáðàæåíèå supp : Fa(X) →expn(X) � ñîâåðøåííî è

ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî pn = supp ◦ πn|Xn×{a}.

Äåéñòâèòåëüíî,íîñèòåëü supp òî÷êè a � ýòî n-òî÷å÷íîå äèñêðåòíîå ïðî-

ñòðàíñòâî n = {0, 1, . . . , n−1}. Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ Áàñ-

ìàíîâà, supp(πn(ξ, a)) = suppF(ξ)(a). Äàëåå, òàê êàê íîðìàëüíûé ôóíêòîð

ñîõðàíÿåò íîñèòåëè, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî suppF(ξ)(a) = ξ(suppa) = ξ(n)

è, ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ pn, ïîëó÷èì, ÷òî ξ(n) = pn(ξ, a). Òî åñòü,

supp(πn(ξ, a)) = pn(ξ, a).

Ýïèìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ supp áóäåò äàëåå ñëåäîâàòü íåïîñðåäñòâåííî

èç ýïèìîðôíîñòè îòîáðàæåíèÿ pn è òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà.

Ïðîâåðèì çàìêíóòîñòü îòîáðàæåíèÿ supp. ÏóñòüA� çàìêíóòîå ïîäìíîæå-

ñòâî ïðîñòðàíñòâà Fa(X). Òîãäà π−1n (A) � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Xn×{a},
òàê êàê πn � îòîáðàæåíèå íà âñ¼ Fa(X), à åãî îáðàç pn(π

−1
n (A)) = suppA çà-

ìêíóò â ñèëó ñîâåðøåííîñòè îòîáðàæåíèÿ pn.

Äàëåå, ïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè η ïðîñòðàíñòâà expn(X) ïðè îòîáðàæåíèè

supp áóäåò êîìïàêòåí â ñèëó ñîâåðøåííîñòè pn è íåïðåðûâíîñòè πn. Èç ÷åãî

ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå supp ñîâåðøåííî.

Ïðåäëîæåíèå 38 äîêàçàíî.
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Òåîðåìà 9. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî, F � íîðìàëüíûé

ôóíêòîð ñòåïåíè > 3 â êàòåãîðèè P. Òîãäà åñëè ïðîñòðàíñòâî F(X) \ X
íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî, òî ïðîñòðàíñòâî X ìåòðèçóåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê F � íîðìàëüíûé ôóíêòîð ñòåïåíè > 3, íàéäåòñÿ

ýëåìåíò a ∈ F (3) ñòåïåíè 3. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå supp∗ : Fa(X) \X →
exp3(X)\X, ÿâëÿþùååñÿ îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ supp : Fa(X)→exp3(X)

íà ïîäïðîñòðàíñòâî Fa(X)\X. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 38, îòîáðàæåíèå supp

ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì. Òàê êàê supp−1(exp3(X)\X) = Fa(X)\X, òî îòîáðà-

æåíèå supp∗ òàêæå ñîâåðøåííî [20]. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî exp3(X)\X
� ñîâåðøåííûé îáðàç íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Fa(X)\X ⊂
F (X) \X. Ñëåäîâàòåëüíî, exp3(X) \X òàêæå íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî [20].

Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 31, X � ìåòðèçóåìîå ïðîñòðàíñòâî.

Òåîðåìà 9 äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 9 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò òåîðåìà, òàêæå ÿâëÿ-

þùàÿñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû Ôåäîð÷óêà î íîðìàëüíîì ôóíêòîðå.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü X � ïàðàêîìïàêòíîå p-ïðîñòðàíñòâî, F � íîðìàëü-

íûé ôóíêòîð ñòåïåíè > 3 â êàòåãîðèè P. Òîãäà åñëè ïðîñòðàíñòâî F(X)

íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíî, òî ïðîñòðàíñòâî X ìåòðèçóåìî.
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