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Abstract. The bridged zone model for interface cracks is used to evaluate the efficiency of 

cracks self-healing in materials. The purpose of modeling the crack self-healing process using 

this model is to calculate the stress intensity factors, which are considered as characteristics of 

the crack healing efficiency. A kinetic model is used to evaluate bonds regeneration time during 

the crack bridged zone formation. 

Key words: cracks, self-healing, bridged zone, bonds kinetics. 

 

Аннотация. Модель трещины с концевой областью на границе соединения различных 

материалов используется для оценки эффективности самозалечивания трещин в 

материалах. Цель моделирования процесса самозалечивания трещины при использовании 

этой модели состоит в вычислении коэффициентов интенсивности напряжений, которые 

рассматриваются как характеристики эффективности залечивания трещины. Для оценки 

времени регенерации связей при формировании концевой области трещины используется 

кинетическая модель. 

 

Ключевые слова: трещины, самозалечивание, концевая область, кинетика связей 

1. Введение 

В последние десятилетия ведутся разработка и изучение материалов, обладающих 

свойством самозалечивания (автономно восстанавливающих начальные свойства при 

возникновении в них дефектов и трещин) [1, 2]. Экспериментальное изучение процессов 

самозалечивания материалов является чрезвычайно длительным и трудоемким. 

Моделирование этих процессов позволяет дополнить экспериментальные исследования и 

заполнить пробелы в эксперименте. Важным направлением является развитие моделей 

восстановления связей между поверхностями трещины и оценки времени восстановления 

работоспособности материала. Можно выделить три основных этапа в процессе 

самозалечивания дефектов и трещин при восстановлении работоспособности материалов: 

1) формирование и рост дефектов/трещин под действием внешней нагрузки и агрессивных 

сред в ослабленных областях материала и зонах высокой концентрации напряжений; 

2) инициирование процесса самозалечивания  при внешнем воздействии и/или внедрении 

в дефект/трещину залечивающего агента; 3) самозалечивание дефекта (восстановление 

связей между берегами трещины), приводящее к восстановлению (частичному или 

полному) несущей способности материала или изделия. Экспериментальные исследования 

выполнены по широкому кругу указанных проблем, но механическо-математические 

модели и расчетные методики только начинают развиваться [3-5]. 

В данной работе для анализа указанных выше этапов и решения задач, возникающих при 

этом, используется модель, основанная на объединении модели концевой области 

трещины и кинетической термофлуктуационной теории. 

                                                           
1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ, проект № 23-29-00524. 

mailto:perelm@ipmnet.ru
mailto:perelm@ipmnet.ru
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2. Модель трещины со связями в концевой области 

Рассмотрим прямолинейную трещину длины 2 , расположенную на границе 

соединения двух полуплоскостей , 0x y   (рис. 1) из различных материалов. На 

удаленной границе области приложены равномерно распределенные нормальные к 

плоскости трещины напряжения 
0 . Выделим части трещины длины 

1 2d d d   

(концевые области трещины, одинаковые при растяжении [6, 7]), примыкающие к её 

вершинам ( , 0d x y    ), в которых берега трещины взаимодействуют. Размер 

области взаимодействия является, ввиду восстановления связей, функцией времени 

 d d t . Полагаем, что в каждый момент времени закон деформирования связей, в 

общем случае нелинейный, задан. 

 

 

Рис. 1 Трещина со связями на границе соединения 

материалов 

Рис. 2 Связи между поверхностями трещины в 

концевой области 

 При действии внешних нормальных нагрузок в связях, соединяющих берега 

трещины в концевой области, возникают усилия  ,Q x t , имеющие нормальную ( , )yq x t  и 

касательную ( , )xq x t  составляющие 

 2( , ) ( , ) ( , ), 1y xQ x t q x t iq x t i                                                 (1) 

Ввиду возможного изменения свойств связей во времени усилия , ( , )y xq x t  являются 

функцией времени даже при постоянной внешней нагрузке. К берегам трещины 

приложены нормальные и касательные напряжения, численно равные нормальным и 

касательным усилиям, соответственно. Уравнение (1) дополняем соотношением, 

связывающим компоненты раскрытия трещины в концевой области ,x yu и усилия в связях 

,x yq  [6, 7] 

                           ( , ) ( , ) ( , , ) ( , ) ( , ) , ( , , ) , ,y x y x

b

H
u x t iu x t c x t q x t iq x t c x t x t

E
                        (2) 

где    2 2, ,x yq x t q x t    – модуль вектора усилий в связях; функция ( , , )c x t   - 

эффективная податливость квазилинейных связей, зависящая от положения связи вдоль 

концевой области, натяжения связи и времени;  , ,x t  – безразмерная функция, 

определяющая зависимость податливости связей от координаты, натяжения и времени; H
– линейный размер, пропорциональный толщине зоны неоднородности на участке 

соединения материалов; 
bE  – эффективный модуль упругости связей.  

Изменение эффективных податливостей связей во времени обусловлено восстановлением 

связей при формировании концевой области трещины. Усилия в связях , ( , )y xq x t  подлежат 
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определению из решения задачи при заданной внешней нагрузке 
0  и известном законе 

деформирования связей. Используя выражения для производных раскрытия трещины при 

произвольных нагрузках  ,Q x t  на ее поверхностях, выражения для производных 

раскрытия трещины при действии внешних напряжений 
0 , нормальных к плоскости 

трещины, можно получить (см. детали в [6, 7]) систему сингулярных интегро-

дифференциальных уравнений (СИДУ) для определения усилий в связях 
, ( , )y xq s t  для 

прямолинейной трещины, расположенной на границе соединения полуплоскостей из 

различных материалов. Полагая, что усилия в связях изменяются с течением времени 

квазистатическим образом, определяем коэффициенты интенсивности напряжений ,K K 
 

для трещины на границе соединения материалов как для статической задачи 

  int int( ) ( ) ,ext extK iK K K i K K                               (3) 

где 
,

ext

I IIK и int

,I IIK  коэффициенты интенсивности напряжений от действия внешних 

напряжений и от действия напряжений, приложенных к берегам трещины в концевой 

области. 

Используя выражения для напряжений на продолжении прямолинейной трещины на 

границе соединения полуплоскостей из различных материалов получим [6] 

               
0.51

1

0

( )
(1

1
( , ) ( , )2 )

1

i

y x

ch
K sq s t iq ti i dsK




  










 

 
    

 




 


  
         (4) 

где    2 1 1 1 2 2ln / 2 , /k k           и 1,2 1,23 4k   ( плоская деформация) или 

1,2 1,2 1,2(3 ) / (1 )k      (плоское напряженное состояние), 1,2  и 
1,2 -коэффициенты 

Пуассона и модули сдвига материалов подобластей 1 (Y>0) и 2 (Y<0), (рис. 1). 

Модуль коэффициентов интенсивности напряжений (КИН) и определяется как 

 
2 2

B I IIK K K    (5) 

Для моделирования залечивания криволинейных трещин в телах конечных размеров 

используется метод граничных элементов (МГЭ) [8]. Составная конструкция 

моделируется набором однородных подобластей. Такой подход позволяет рассматривать 

криволинейные трещины с концевой областью на границе соединения различных 

материалов. Для связей в концевой области трещины используются соотношения, 

аналогичные (2) [8] 

                      ( ) ( , , ) ( , ) , ( , ) , ( , , ) ( , , )k n b
i i i i i i i i

E
q s s t u s t u s t u u s t s t

H
                      (6) 

Здесь 1, 2i   соответствует касательному и нормальному направлениям в точке s  

границы соединения подобластей, ( , , )i s t  - жесткость связей между поверхностями 

трещины подобластями, ( , , )i s t   - безразмерная функция, зависящая от положения точки 

s  на участке соединения материалов и натяжения связей. При использовании МГЭ 

коэффициенты интенсивности напряжений определяются по перемещениям на элементах, 

примыкающих к вершине трещины [8], а модуль КИН определяется выражением (5). 

3. Кинетика формирования концевой области трещины 

Рассмотрим процесс восстановления связей между поверхностями трещины. 

Полагаем, что а) поверхности трещины свободны от связей полностью или частично; 

б) между поверхностями трещины, расположенной на границе различных материалов, 

соединенных слоем адгезива с функцией самовосстановления [9], активизируется процесс 

самозалечивания, где  d t - размер зоны восстановленных адгезионных связей между 

берегами трещины,  , ,x yu x t - компоненты раскрытия трещины на краю концевой области, 

см. рис. 2.  
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Моделирование процесса восстановления связей между берегами трещины 

(формирования концевой области) при полимеризации основано на следующих 

допущениях: 1) в начальный момент времени в трещину на границе соединения 

материалов попадает «залечивающая» жидкость – полимер; 2) степень заполнения 

трещины полимером определяет размер концевой области трещины, формируемой в 

процессе самозалечивания ( d  ); 3) в трещине начинается процесс полимеризации, 

приводящий к образованию связей между поверхностями трещины; 4) плотность связей 

между поверхностями трещины является возрастающей функцией времени; 

5) возрастание плотности связей между поверхностями трещины сопровождается 

увеличением жёсткости связей. При моделировании процесса восстановления связей 

будем полагать, что возрастание плотности связей  ,hn x t  между поверхностями 

трещины определяется кинетическим уравнением первого порядка [10]: 

 

 0( , ) ( , )

( , )

h h

h

dn x t n n x t

dt x 


   (7) 

где 
0n - максимальная плотность связей между берегами трещины,  ,h x  - 

характеристическое время восстановления связи, определяемое как 

 

  
   

 
2 2

0

, ,
( , ) ( , ) , ( , ) , exp

x y h
h

u x t u x t U
x x A T x A T

H RT
       

  
    

 
 (8) 

 

где 
0 /h kT  , h - постоянная Планка, k - постоянная Больцмана, T - абсолютная 

температура,  - безразмерный коэффициент, зависящий от типа материала (полимер, 

металл, керамика), 
hU - энергия активации восстановления связей, R - универсальная 

газовая постоянная. Безразмерная функция ( , )x   в (8) определяет зависимость времени 

восстановления связей от расстояния до вершины трещины и внешней нагрузки,  - 

экспериментально определяемый параметр. Решение уравнения (7) (при начальном 

условии ( ,0) 0n x  ) даёт зависимость плотности связей, формирующихся между берегами 

трещины 

 

    
 0( , ) , , , , , 1 exp

,
h

h

t
n x t n Z x t Z x t

x
 

 

 
     

 
   (9) 

 

Увеличение плотности связей со временем приводит к возрастанию жесткости связей в 

концевой области трещины. Обозначим жесткость одной молекулярной связи  sk x . 

Тогда эффективная жесткость связей на единицу площади концевой области трещины 

 

    ( , , ) ( , ) , ,s bk x t k x n x t k Z x t   ,        (10) 

 

где     0b sk x k x n - максимальная жёсткость связей между берегами трещины в концевой 

области.  

4. Результаты расчетов 

Ниже приведены результаты численного моделирования самозалечивания трещин в 

композиционных материалах, полученные методом СИДУ. 
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Рис. 3 Зависимость модуля КИН от времени при 

формировании связей, d   

Рис. 4 Зависимость модуля КИН от времени при 

различной глубине заполнения трещины связями 

 Расчёты выполнены для состояния плоской деформации для соединения 

нержавеющая сталь-полимер: 
1 2 1 22200 , 25 0 0, .; 3bГПа ГПаE E E E       . Размер 

залечиваемой трещины - 32 10 м , нагрузка 
0 10 МПа  . Параметры кинетического 

процесса [11, 12]: энергия активации восстановления связей 00 /1h кДж мольU  , 
10

0 10 с  , максимальная плотность связей 18 2

0 10n м , 310T K . Предельное значение 

плотности восстановленных связей принималось равным 
00.95crN n , экспериментально 

определяемые параметры в (8) полагались равными 1   и 1  . Вычисления 

заканчиваются при выполнении условия формирования концевой области трещины 

(критерий самозалечивания) 

  ,
1

( ) ( ) ,i cr i h i

d

N t N N t n x t dx
d



    (11) 

где ( )iN t - средняя плотность связей вдоль концевой области трещины в момент времени 

it , 
crN - предельное значение плотности восстановленных связей. 

Продолжительность процесса самозалечивания характеризуется безразмерным 

параметром / mt t , где t  - время формирования концевой области трещины,   /m stt A T N , 

здесь 499stN  - максимально допустимое число шагов по времени при решении системы 

СИДУ. Эффективность процесса самозалечивания характеризуется снижением модуля 

КИН при возрастании жёсткости связей и увеличении размера концевой области 

трещины. В первой серии расчётов полагалось, что восстановление связей происходит 

вдоль всей трещины ( d  ), первоначально свободной от связей. Зависимость модуля 

КИН (5) от времени представлена на рис. 3 для различных значений относительной 

податливости связей 
0 /c H , сформированных в трещине после окончания процесса 

самозалечивания. На первом этапе формирования концевой области модуль 

коэффициентов интенсивности напряжений убывает практически линейно, а при 

( / ) 0.3mt t   этот параметр изменяется слабо. Результаты, приведенные на рис.4, получены 

для относительной податливости связей после окончания процесса самозалечивания 

0 0.1c   и вариации размера концевой области трещины, формируемой в процессе 

самозалечивания. Эффективность самозалечивания для концевой области, занимающей 

четверть длины трещины, сопоставима с эффективностью этого процесса при большем 

заполнении трещины, ( / ) 0.5; 0.75d  .  
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