
Подсекция 7. Математическая физика  
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1. Введение. Представлены результаты исследования контрастных структур(КС), 

возникающих при моделировании двумерных задач реакции--адвекции--диффузии. Найдена 

скорость дрейфа дисбаланса, градиентного дрейфа, дрейфа кривизны. Дано обоснование с 

использованием метода дифференциальных неравенств.  

Мы изучаем КС, возникающие при моделировании процессов реакции-адвекции-диффузии 

(РАД) в двумерной неоднородной среде. В соответствии с методикой А.Н.Тихонова [1], 

рассматриваем сингулярно возмущенную задачу с малым параметром для уравнения РАД: 
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условия второго рода на D∂  (граница D ) и с начальным условием 0 0( , , ) = ( , )u x y t x yψ . 

Определим поверхность равновесия ( , )jS x y  как множество точек ( , , )u x y , для которых 

( ( , ), , ) = 0jf x y x yϕ . Предположим, что выполнены  
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 Здесь (...)Ω  есть окрестность указанного объекта. 
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нормаль к 0ϒ . Начальные условия зададим в виде startG  - связная область с гладкой границей 

startϒ , startG D⊂ , расстояние от startϒ  до D∂  больше нуля.  

2. Эволюция ВПС. Частичную сумму асимптотического ряда для решения задачи РАД будем 

искать в соответствии с [2], форму ВПС зададим в виде 0 =1
( ) = ( ) ( )N k

kk
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( , ) = ( , ),x t tθ φ θ  ( , ) = ( , )y t tθ ψ θ , есть ряды по степеням параметра ε .  

3. Локальные координаты. Пусть замкнутая гладкая кривая ( )tϒ  есть граница области ( )D t  

(пятно контрастной структуры). Зададим ( )tϒ  в параметрической форме: = ( , )x x tθ , 

= ( , )y y tθ , θ -параметр, ( , )a bθ θ θ∈ . Рассмотрим уравнение РАД в окрестности ϒ̂ , которую 

обозначим ˆ( )Ω ϒ . На ϒ̂  введем координату ,θ  равную длине дуги, отсчитываемую от 

некоторой точки 0
ˆ ˆM ∈ϒ . В каждой точке ϒ̂  построим внутреннюю нормаль n . На нормали 

введем координату s  так, что 2 2 2= ,ds dx dy+  и на ϒ̂  было верно ˆ= .s s  Ось s  направлена 

вдоль градиента ( , )x yu u′ ′  функции ˆ( , , )u x y t  наружу по отношению к ˆ( )D t , ось θ  

направлена вдоль ϒ̂  в положительном направлении. Пусть верно У4. Функция баланса 

( , )J s θ  для любого θ  есть монотонная вдоль переменной s  в некоторой окрестности 

0( , )s θ  для всех θ , имеющая противоположные знаки.  

Уравнение РАД запишем в в системе координат ( , )s θ  в виде 1 2( )t s su AV u A V uθ θε ε′ ′ ′+ +  

2
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12 = x x y yA s sθ θ′ ′ ′ ′+ , 2 2
22 = ( ) ( )x yA θ θ′ ′+ , 1 = xx yyB s s′′ ′′+ , 2 = xx yyB θ θ′′ ′′+ , ( , ) = sinV s Vθ θ α , 

( , ) = cossV s Vθ α , где = ( ( , ), ( , )),v V x s y sθ θ  α -угол между Ox  и Os  в точке ( , )s θ .  

4. Разделение медленной и быстрой координат. Пусть ( , )s θ  есть некоторая точка на ϒ̂ . 

Выполним замену = ,s s εξ+  = ,θ θ η+  = ,t ετ  = ,tu uτε ′ ′  = ,su uξε ′ ′  получим уравнение  
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Задача нулевого приближения: 1 11( , ) = ( , , )su V s Au A u f u sτ ξ ξξθ η κ θ η′ ′ ′′+ + − + 

  , 1( , ) = ( , )u sη ϕ θ−∞ 



, 3( , ) = ( , )u sη ϕ θ+∞ 

 . Рассмотрим "сопутствующую" задачу в точке 0 0= ( , )M s θ ∈ϒ 

 : 

1 11( , ) = ( , , ),sv V s A v A v f v sτ ξ ξξθ η κ θ η′ ′ ′′+ + − + 

   1( ) = ( , )v sϕ θ η−∞ + , 3( ) = ( , )v sϕ θ η+∞ + .  

5. Решение в виде бегущей квазиволны. Решение будем искать в виде бегущей квазиволны: 

( , ) = ( ),v wξ τ χ  где = Wχ ξ τ− : 11
ˆ = ( )Uw A w f wχ χχκ′ ′′− − , 1( ) = 0w ϕ−∞ + , 3( ) = 0w ϕ+∞ − , где 
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[4], для этого Û  задача разрешима, значение Û  находится из (†) .  

6. Стационарная линия ВПС нулевого порядка. Пусть ( , ) = ( ( , ), ( , ))r t x t y tθ θ θ  есть 
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. Стационарное решение определяет линию 

равновесия нулевого порядка. Приведем найденные численно линии равновесия для случая 

неоднородной среды со знакоопределенной функцией баланса (рис. 1, 2):  

      
7. Уравнение эйконала. Пусть θ  есть геометрическая длина пути вдоль траектории 
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два примера эволюции линии ВПС для нестационарного решения (рис. 3, 4).  

8. Гладкий фронт в среде без адвекции. Для задачи РАД в этом случае можно записать 

точное явное решение уравнений нулевого порядка. Теорема. При сформулированных 

условиях У 1-4 найдется промежуток 0[0, ],t T∈  0 > 0,T  такой, что семейство ( )  

разрешимо на 0[0, ],T  каждая функция семейства ( ) = ( ( , ), ( , ))r t x s t y s tθ
  гладкая от t , при 

каждом 0[0, ]t T∈  функция семейства ( ) = ( ( , ), ( , ))
t

r s x s t y s t  гладкая периодическая. Точная 

оценка для значения 0 :T  0 0=T W R , 0R  есть наименьшее значение радиуса кривизны 

фронта ВПС в начальный момент времени. Доказательство основано на уравнениях эйконала.  
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