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Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

Êàôåäðà Äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Êîçëîâ Â.Â.1, ×å÷êèí Ã.À.2

Èñòîðèÿ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-

êóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà íà÷èíàåòñÿ â êîíöå 1935 ãîäà. Çäåñü ìû âêðàòöå

èçëàãàåì èñòîðèþ êàôåäðû, ïèøåì î ëþäÿõ, ðàáîòàâøèõ íà êàôåäðå, ðàññêàçûâàåì

î äåëàõ êàôåäðû.

Åñëè ìàòåìàòèêó ðàçäåëèòü óñëîâíî íà òðè áîëüøèå ýòàïà (ýëåìåíòàðíóþ, âûñøóþ
è ñîâðåìåííóþ), òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò â ñàìîì íà÷àëå âòîðîãî
ýòàïà â ñåðåäèíå XVII âåêà îäíîâðåìåííî ñ âîçíèêíîâåíèåì ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíàÿ è,
êàê ñëåäñòâèå ýòîãî, äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Íåïîñðåäñòâåííû-
ìè ðîäîíà÷àëüíèêàìè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü È.Íüþòîíà,
Ã.Ëåéáíèöà, Ä.Áåðíóëëè, Æ. Äàëàìáåðà è Ë.Ýéëåðà. Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ îäíîé ñòîðîíû çàðîæäàëàñü êàê ïðèêëàäíàÿ íàóêà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ðåàëüíûå
ÿâëåíèÿ ïðèðîäû, ìíîãèå ïðîöåññû ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà, à ñ äðóãîé � ìíîãî-
÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ íîâîãî èñ÷èñëåíèÿ â ôèçèêó, õèìèþ, áèîëîãèþ, èíæåíåðíîå äåëî
øëè òàêæå ÷åðåç äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âàæíûì è áóðíî ðàçâèâàþùèìñÿ ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè,
òåñíî ñâÿçàííûì ñ åå äðóãèìè ðàçäåëàìè (àëãåáðîé, òîïîëîãèåé, òåîðèåé ôóíêöèé, ôóíê-
öèîíàëüíûì àíàëèçîì, òåîðèåé âåðîÿòíîñòè), èäåè è ìåòîäû êîòîðûõ îíà èñïîëüçóåò è
ïðè ýòîì îêàçûâàåò âëèÿíèå íà èõ ðàçâèòèå, ïîñòàâëÿÿ ýòè ðàçäåëàì íîâûå çàäà÷è, âîç-
íèêàþùèå êàê âíóòðè ñàìîé òåîðèè, òàê è â ñâÿçè ñ ïîòðåáíîñòÿìè ïðàêòèêè.

Äíåì ðîæäåíèÿ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÌÃÓ ìîæíî ñ÷èòàòü 4 äåêàáðÿ 1935 ã., êîãäà áûë ïîäïèñàí ïðèêàç �0123 ïî
Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîìó ôàêóëüòåòó ÌÃÓ. Ïàðàãðàô 1 ýòîãî ïðèêàçà ãëàñèò:

�Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèêàçàìè ïî óïðàâëåíèþ óíèâåðñèòåòîâ è ÍÈÓ Íàðêîìïðîñà çà
�131, 144, 145 (îêòÿáðü � íîÿáðü 1935 ã.) îáúÿâëÿþ îá óòâåðæäåíèè èçìåíåíèé â ñîñòàâå
êàôåäð ôàêóëüòåòà.

1. Âìåñòî äâóõ êàôåäð àíàëèçà óòâåðæäàþòñÿ òðè êàôåäðû: àíàëèçà è òåîðèè ôóíê-
öèé, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Çàâåäóþùèì êàôåäðîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óòâåðæäàåòñÿ ïðîôåññîð Â.Â. Ñòåïàíîâ3” .

1Êîçëîâ Â.Â., ïðîôåññîð, àêàäåìèê ÐÀÍ, çàâåäóþùèé êàôåäðîé, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

2×å÷êèí Ãðèãîðèé Àëåêñàíäðîâè÷, chechkin@mech.math.msu.su, ïðîôåññîð, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

3Òåêñò ýòîãî ïðèêàçà è äðóãèå àðõèâíûå ìàòåðèàëû ïðåäîñòàâëåíû â ðàñïîðÿæåíèå àâòîðîâ ñîòðóä-
íèêàìè êàáèíåòà èñòîðèè ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÌÃÓ Ë.À. Ñîðîêèíîé è äð. Àâòîðû ïðèíîñÿò èì ñâîþ
èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü.
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Êîçëîâ Â.Â., ×å÷êèí Ã.À., Êàôåäðà Äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äåêàíîì Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ â òå ãîäû áûë Ë.À. Òóìàðêèí.
Ñîõðàíèëîñü ìàëî àðõèâíûõ äîêóìåíòîâ î äåÿòåëüíîñòè êàôåäðû â ïåðâûå ãîäû åå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò íàõîäÿùèéñÿ â àðõèâå ÌÃÓ �Îò÷åò êîìèññèè
î ïðîâåðêå ðàáîòû êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî ïîðó÷åíèþ äèðåêöèè ÌÃÓ
15�29 äåêàáðÿ 1936 ã.”, ïîäïèñàííûé ïðîôåññîðîì À.Í. Íåñìåÿíîâûì è ïðåïîäàâàòåëåì
À.Þ. Èøëèíñêèì4. Êàê óêàçàíî â îò÷åòå, â ñîñòàâ êàôåäðû â òî âðåìÿ âõîäèëè: ïðîôåñ-
ñîðà, äîêòîðà íàóê: Â.Â. Ñòåïàíîâ, Ä.Å. Ìåíüøîâ, Â.Â. Íåìûöêèé, È.Ã. Ïåòðîâñêèé, Ñ.Ë.
Ñîáîëåâ, À.Í. Òèõîíîâ; ïðîôåññîðà, íî íå äîêòîðà íàóê: Â.À. Êóäðÿâöåâ, Ä.Þ. Ïàíîâ,
êàíäèäàòû íàóê: Ñ.À. Ãàëüïåðí, Í.Ñ. Ïèñêóíîâ, À.Í. ×åðêàñîâ.

Â âåäåíèè êàôåäðû ñîñòîÿëè ñëåäóþùèå êóðñû:

1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ óïðàæíåíèÿìè, III êóðñ (Â.Â. Ñòåïàíîâ, Ñ.À. Ãàëü-
ïåðí, Í.Ñ. Ïèñêóíîâ, À.Í. ×åðêàñîâ � I ïîòîê; È.Ã. Ïåòðîâñêèé, Ñ.À. Ãàëüïåðí, À.Í.
×åðêàñîâ � II ïîòîê).

2. Óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (À.Í. Òèõîíîâ).

3. Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè (Â.À. Êóäðÿâöåâ).

4. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (Ä.Å. Ìåíüøîâ), IV êóðñ.

5. Êà÷åñòâåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (Â.Â. Íåìûö-
êèé).

6. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (Ä.Þ. Ïàíîâ).

Êàôåäðà ðóêîâîäèëà ñåìèíàðàìè:

1. Êà÷åñòâåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (Â.Â. Ñòåïàíîâ, Â.Â. Íåìûöêèé).

2. Óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (È.Ã. Ïåòðîâñêèé, Ñ.Ë. Ñîáîëåâ, À.Í. Òèõîíîâ).

Â îò÷åòå îòìå÷àåòñÿ, ÷òî �âñå êóðñû, íàõîäÿùèåñÿ â âåäåíèè êàôåäðû, îáåñïå÷åíû ëåê-
òîðàìè âûñîêîé íàó÷íîé êâàëèôèêàöèè. Ñîäåðæàíèå âåäóùèõ êóðñîâ èíòåðåñíî, îðèãè-
íàëüíî è îòðàæàåò ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîçä-
íåéøèå ðàáîòû ñàìèõ ÷ëåíîâ êàôåäðû. Ðàáîòà ñïåöèàëüíûõ ñåìèíàðîâ êà÷åñòâåííî âû-
ñîêà è ÷åòêî íàëàæåíà. ×ëåíàìè êàôåäðû âåäåòñÿ áîëüøàÿ íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêàÿ
ðàáîòà. Íàó÷íàÿ ðàáîòà ÷ëåíîâ êàôåäðû ÷àñòî èìååò ïðèêëàäíîé õàðàêòåð (ðàáîòû
À.Í.Òèõîíîâà, Ä.Þ. Ïàíîâà). Ê êàôåäðå íåðåäêî îáðàùàþòñÿ çà êîíñóëüòàöèÿìè ïðè-
êëàäíèêè, îêîí÷èâøèå Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò. Ïîääåðæèâàåòñÿ ñâÿçü ñ
òðåñòîì �Ôóíäàìåíòñòðîé”, Èíñòèòóòîì ñîîðóæåíèé, ÖÀÃÈ, Òåõíîëîãè÷åñêèì èíñòèòó-
òîì è äðóãèìè”.

Èíòåðåñíû âûâîäû êîìèññèè: �Êîìèññèÿ ñ÷èòàåò, ÷òî êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ðóêîâîäèìàÿ Â.Â. Ñòåïàíîâûì, ïðåäñòàâëÿåò ñèëüíûé, â çíà÷èòåëüíîé ìåðå
íàó÷íî ñïàÿííûé êîëëåêòèâ, îáåñïå÷èâàþùèé âûñîêîå êà÷åñòâî ëåêöèé, óïðàæíåíèé, ñå-
ìèíàðîâ, äîêëàäîâ ÷ëåíîâ êàôåäðû è äðóãèõ âèäîâ íàó÷íîé ðàáîòû. Êàôåäðà âûñîêî
äåðæèò íàó÷íîå çíàìÿ, ïðèîáùàåò ñòóäåíòîâ ê âåðøèíàì íàóêè, íå ïðåðûâàåò ñâÿçè ñ
îêîí÷èâøèìè óíèâåðñèòåò è ïîìîãàåò â ðàçðåøåíèè êîíêðåòíûõ âîïðîñîâ ïðàêòèêè ñî-
öèàëèñòè÷åñêîãî ñòðîèòåëüñòâà”.

4À.Í. Íåñìåÿíîâ (1899�1980) � àêàäåìèê ñ 1943 ã., ïðåçèäåíò ÀÍ ÑÑÑÐ ñ 1951 ã., À.Þ. Èøëèíñêèé
(1913�2003) � àêàäåìèê ñ 1960 ã.
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Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

Êàê íåäîñòàòîê ðàáîòû êàôåäðû îòìå÷àåòñÿ �ïðåíåáðåæåíèå ê çàñåäàíèÿì êàôåäðû”
(â 1936�1937 ó÷åáíîì ãîäó íå áûëî íè îäíîãî çàñåäàíèÿ êàôåäðû), ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâ-
ëÿëîñü �îòñóòñòâèå êîëëåêòèâíîãî îáñóæäåíèÿ âîïðîñîâ, à òàêæå îòñóòñòâèå êàêîé-ëèáî
äîêóìåíòàöèè ðàáîòû”. Â äðóãîì ìåñòå îò÷åòà óêàçûâàåòñÿ, ÷òî �ðóêîâîäñòâî êàôåäðîé
îñóùåñòâëÿåòñÿ Â.Â. Ñòåïàíîâûì ïóòåì æèâîé ñâÿçè ñî âñåìè ÷ëåíàìè êàôåäðû. Ïðå-
ïîäàâàòåëè è ëåêòîðû îò÷èòûâàþòñÿ Â.Â. Ñòåïàíîâó î ñîñòîÿíèè ðàáîòû è ïîëó÷àþò îò
Â.Â. Ñòåïàíîâà íåîáõîäèìûå óêàçàíèÿ è ñîâåòû”.

Â.Â. Ñòåïàíîâ (1889�1950), ó÷åíèê Ä.Ô. Åãîðîâà, áûë ÷åëîâåêîì ðàçíîñòîðîííèõ èí-
òåðåñîâ. Îí áûë îäíèì èç ñàìûõ óâàæàåìûõ è ëþáèìûõ ïðîôåññîðîâ íà Ìåõàíèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå. Ñòåïàíîâ îáëàäàë íåîáû÷àéíîé ýðóäèöèåé, ãëóáîêî âëàäåë
ñàìûìè ðàçëè÷íûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè. Åãî ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ îòíî-
ñÿòñÿ ê òåîðèè ôóíêöèé ìíîãèõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è òåîðèè ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Îí ââåë íîâûé êëàññ îáîáùåííûõ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, íà-
çâàííûõ â åãî ÷åñòü. Åãî îñíîâíûå èíòåðåñû êîíöåíòðèðîâàëèñü âîêðóã êà÷åñòâåííîé
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ôóíäàìåíòàëü-
íûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ äîêàçàííàÿ èì îáùàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ ïðîñòðàíñòâ
ñ áåñêîíå÷íîé ìåðîé. Ñòåïàíîâ ñîçäàë ìíîãî÷èñëåííóþ è ðàçâåòâëåííóþ íàó÷íóþ øêîëó.
Îí ïðåïîäàâàë äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ÷èòàë îáÿçàòåëüíûå è ñïåöèàëüíûå êóð-
ñû. Â 1936 ã. âûøëî ïåðâîå èçäàíèå åãî ó÷åáíèêà �Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé”,
êîòîðûé íåîäíîêðàòíî ïåðåèçäàâàëñÿ. Áîëåå 10 ëåò îí âîçãëàâëÿë Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
ÌÃÓ, áûë âèöå-ïðåçèäåíòîì Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà. Â 1947 ãîäó âûøëà
â ñâåò åãî êíèãà, íàïèñàííàÿ ñîâìåñòíî ñ Â.Â. Íåìûöêèì, �Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé”, ïîäâîäèâøàÿ èòîã ìíîãîëåòíåé äåÿòåëüíîñòè âîçãëàâëÿåìîãî
èì ñåìèíàðà.

Ìûñëü îá îðãàíèçàöèè ñåìèíàðà ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé âîçíèêëà ó Â.Â. Ñòåïàíîâà â 1929�1930 ãã. Îðãàíèçàöèè ýòîãî ñåìèíàðà ñïîñîáñòâîâà-
ëè äâà îáñòîÿòåëüñòâà. Ó ìîëîäûõ òîïîëîãîâ, ãðóïïèðîâàâøèõñÿ âîêðóã Ï.Ñ. Àëåêñàíäðî-
âà, âîçíèê èíòåðåñ ê ðàáîòàì Ã.Ä. Áèðêãîôà ïî îáùåé äèíàìèêå. Ýòè ðàáîòû îòêðûâàëè
íîâûå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ìíîæåñòâ è òîïîëîãèè ê ðåøåíèþ îáùèõ ïðîáëåì
ìåõàíèêè è ôèçèêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â øêîëå Ë.È. Ìàíäåëüøòàìà ñòàëà ðàçðàáàòû-
âàòüñÿ òåîðèÿ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ êà÷åñòâåííîé òåîðèè. Ñòåïàíîâ
áûë áëèçîê ê òîïîëîãàì è ôèçèêàì è èíòåðåñîâàëñÿ âîïðîñàìè íåáåñíîé ìåõàíèêè. Â
1930 ã. ñîñòîÿëîñü ïåðâîå çàñåäàíèå ñåìèíàðà ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, íà êîòîðîì áûë çàñëóøàí äîêëàä À.À. Ìàðêîâà îá àáñòðàêòíîé òåîðèè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòà òåìàòèêà áûëà îñíîâíîé â òå÷åíèè äîëãîãî ïåðèîäà ðàáîòû
ñåìèíàðà. Îáùàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ðàçâèòàÿ Ã.Ä. Áèðêãîôîì â ñâîèõ èäåé-
íûõ îñíîâàõ, ïîëó÷èëà äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà. Îäíèì èç
àêòèâíåéøèõ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà áûë ó÷åíèê Ñòåïàíîâà � Ì.È. Áåáóòîâ, ïîãèáøèé íà
ôðîíòå Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû. Âîéíà ïðåðâàëà ðàáîòó ñåìèíàðà, êîòîðàÿ âîç-
îáíîâèëàñü òîëüêî â 1943/1944 ó÷åáíîì ãîäó ïîñëå âîçâðàùåíèÿ ÌÃÓ èç ýâàêóàöèè. Â
ïîñëåâîåííûé ïåðèîä òåìàòèêà ñåìèíàðà ðàñøèðèëàñü è îõâàòèëà âñå âîïðîñû êëàññè-
÷åñêîé êà÷åñòâåííîé òåîðèè è îáùåé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è åå ïðèëîæåíèé. Ñå-
ìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÌÃÓ, ðóêîâîäèìûé Â.Â.
Ñòåïàíîâûì, ñëóæèë öåíòðîì, îáúåäèíÿþùèì ìàòåìàòèêîâ âñåé ñòðàíû, çàíèìàþùèõñÿ
âîïðîñàìè êà÷åñòâåííîé òåîðèè.

Ïîñëå ñìåðòè Ñòåïàíîâà â 1950 ã. ñåìèíàð âîçãëàâèë Â.Â. Íåìûöêèé (1900�1967), êî-
òîðûé ðàíåå íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ÿâëÿëñÿ ñîðóêîâîäèòåëåì ýòîãî ñåìèíàðà. Íåìûö-
êèé � ó÷åíèê Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà è Â.Â. Ñòåïàíîâà. Ïåðâûå åãî ðàáîòû îòíîñÿòñÿ ê òåî-
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ðèè ìíîæåñòâ è òîïîëîãèè. Îíè ïîñëóæèëè îòïðàâíûì ïóíêòîì äëÿ èññëåäîâàíèé ïî
òåîðèè íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íåìûöêèé ðàçðàáîòàë ðÿä íîâûõ íàïðàâ-
ëåíèé â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (òåîðèÿ âïîëíå íåóñòîé÷èâûõ ñèñòåì, òåîðèÿ îáùèõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ìåòîä âðàùàþùèõñÿ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà, êëàññèôèêàöèÿ óñòàíî-
âèâøèõñÿ ðåæèìîâ ñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è äð.). Îí óäåëÿë áîëüøîå
âíèìàíèå âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ òåîðèåé àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ è òåîðèåé íåëèíåé-
íûõ êîëåáàíèé. Íåìûöêèì ñîâìåñòíî ñ åãî ó÷åíèêàìè Á.Ô. Áûëîâûì, Ð.Ý. Âèíîãðàäîì,
Ä.Ì. Ãðîáìàíîì íàïèñàíà ìîíîãðàôèÿ �Òåîðèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è åå ïðèëîæåíèÿ
ê âîïðîñàì óñòîé÷èâîñòè”, âûøåäøàÿ â 1966 ãîäó. Çàìåòèì, ÷òî Íåìûöêèé óâëå÷åííî
çàíèìàëñÿ òóðèçìîì, èìåë íåñêîëüêî îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò ïî ãåîãðàôèè.

Ñ ñàìîãî íà÷àëà âîçíèêíîâåíèÿ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàáîòàë ñå-
ìèíàð ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, êîòîðûì ðóêîâîäèëè È.Ã. Ïåòðîâñêèé,
Ñ.Ë. Ñîáîëåâ è À.Í. Òèõîíîâ. Âîêðóã ýòîãî ñåìèíàðà, ðóêîâîäèìîãî êðóïíåéøèìè ñïåöè-
àëèñòàìè â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîíöåíòðèðîâàëèñü âñå èññëåäîâàíèÿ
ïî òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïðîâîäèâøèåñÿ â Ìîñêâå è äðóãèõ ãîðî-
äàõ ñòðàíû. Ðàáîòà ýòîãî ñåìèíàðà áûëà ïðåðâàíà âî âðåìÿ Âåëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû
è âîçîáíîâèëàñü â 1943/1944 ó÷åáíîì ãîäó. Íà ýòîì ñåìèíàðå ðåôåðèðîâàëèñü íàèáîëåå
èíòåðåñíûå ðàáîòû ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîÿâëÿâøèåñÿ â ñîâåòñêèõ
è çàðóáåæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëàõ, à òàêæå äîêëàäûâàëèñü çàêîí÷åííûå èññëåäî-
âàíèÿ ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ, ñàìèõ ðóêîâîäèòåëåé ñåìèíàðà è äðóãèõ åãî ó÷àñòíèêîâ.
Â ÷àñòíîñòè, â 1950 ãîäó íà ýòîì ñåìèíàðå Ì.Â. Êåëäûø âïåðâûå ðàññêàçûâàë ñâîþ
çíàìåíèòóþ ðàáîòó î ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâàõ íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Îáû÷íî
ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü ïîäðîáíî, ñ ïîëíûìè äîêàçàòåëüñòâàìè, è êàæäàÿ èç íèõ çàíè-
ìàëà íåñêîëüêî çàñåäàíèé. Ýòîò ñåìèíàð ñûãðàë âûäàþùóþñÿ ðîëü â ðàçâèòèè òåîðèè
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â íàøåé ñòðàíå è â âîñïèòàíèè íîâîãî ïîêîëåíèÿ
ñïåöèàëèñòîâ â ýòîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè. Åãî çàñåäàíèÿ (îáû÷íî ïðîõîäèâøèå ïî âòîð-
íèêàì) áûëè ïðàçäíèêîì äëÿ ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ.

Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå, à òàêæå ñòóäåí÷åñêèå ñåìèíàðû âñåãäà èãðàëè îñîáóþ ðîëü
íà Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå. Îíè ñîçäàâàëè òâîð÷åñêóþ àòìîñôåðó, àêòèâ-
íî âëèÿëè íà ðàçâèòèå òâîð÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé ó ñòóäåíòîâ, âîâëåêàëè èõ â ñåðüåçíóþ
íàó÷íóþ ðàáîòó. Çàìå÷àòåëüíûå òðàäèöèè ðàáîòû ñåìèíàðîâ êàôåäðà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé áåðåæíî õðàíèò è â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Ñ 1951 ïî 1973 ã. êàôåäðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðóêîâîäèë È.Ã. Ïåòðîâñêèé
(1901�1973). Ñ 1940 ïî 1944 ã. îí áûë äåêàíîì Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà, à
ñ ìàÿ 1951 ã. è äî ïîñëåäíåãî äíÿ ñâîåé æèçíè � ðåêòîðîì Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Íåñìîòðÿ íà áîëüøóþ àäìèíèñòðàòèâíóþ è íàó÷íî-îðãàíèçàöèîííóþ ðàáîòó â ÌÃÓ è
ÀÍ ÑÑÑÐ (ñ 1953 ã. îí áûë ÷ëåíîì Ïðåçèäèóìà ÀÍ ÑÑÑÐ), Ïåòðîâñêèé âñåãäà óäåëÿë
áîëüøîå âíèìàíèå ðàáîòå êàôåäðû. Åãî âûäàþùàÿñÿ íàó÷íàÿ äåÿòåëüíîñòü îêàçûâàëà
áîëüøîå âëèÿíèå íà õàðàêòåð íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé íà ôàêóëüòåòå. Ïåòðîâñêîìó ïðèíàäëåæàò ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû âî ìíîãèõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè: â òåîðèè ôóíêöèé, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé, òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Åãî òåîðåìû î òîïîëîãèè äåéñòâèòåëüíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé äàþò îòâåòû íà ðÿä âîïðîñîâ, ïîñòàâëåííûõ â 16 ïðîáëåìå
Ãèëüáåðòà (â 1948�1949 ãã. ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîäîëæåíû â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ
Î.À. Îëåéíèê); èì äàíà êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, êîòîðûå òåïåðü ïðèíÿòî íà-
çûâàòü ñîîòâåòñòâåííî ýëëèïòè÷åñêèìè, ãèïåðáîëè÷åñêèìè è ïàðàáîëè÷åñêèìè ïî Ïåò-
ðîâñêîìó. Äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì èì äîêàçàíà êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è
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Êîøè. Ðàáîòà ïî ýëëèïòè÷åñêèì ñèñòåìàì äàåò â íàèáîëåå ïîëíîì âèäå îòâåò íà âîïðîñ,
ïîñòàâëåííûé â 19 ïðîáëåìå Ãèëüáåðòà, îòíîñèòåëüíî àíàëèòè÷íîñòè âñåõ äîñòàòî÷íî
ãëàäêèõ ðåøåíèé òàêèõ ñèñòåì. Äëÿ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì Ïåòðîâñêèì óñòà-
íîâëåí ðÿä ñâîéñòâ, àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâàì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Èì
èññëåäîâàí âîïðîñ î ëàêóíàõ è äèôôóçèè âîëí äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðî-
äîëæåíèå ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå èçâåñòíûõ ìàòåìàòèêîâ Ì. Àòüè, Ð.
Áîòòà, Ë. Ãîðäèíãà �Ëàêóíû äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè”, èìåþùåé ïîñâÿùåíèå �Èâàíó Ãåîðãèåâè÷ó Ïåòðîâñêîìó ñ
óâàæåíèåì è âîñõèùåíèåì”, (ÓÌÍ, 1971). Çà ðàáîòó ïî ëàêóíàì è äèôôóçèè äëÿ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ïåòðîâñêîìó áûëà ïðèñóæäåíà â 1946 ãîäó Ãîñóäàðñòâåííàÿ
ïðåìèÿ. Äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èì èçó÷åíî ïîâåäåíèå
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê. Òàêæå È.Ã. Ïåòðîâñêèì ïðåäëîæåíû
íîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ðàáîòû Ïåòðîâñêîãî çàëîæèëè îñíîâû òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è
îêàçàëè ðåøàþùåå âëèÿíèå íà âñå ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè. Áîëüøîå çíà÷åíèå
äëÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â íàøåé ñòðàíå è çà ðóáå-
æîì èìåëà åãî îáçîðíî-ïðîáëåìíàÿ ñòàòüÿ �Î íåêîòîðûõ ïðîáëåìàõ òåîðèè óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè”, (ÓÌÍ, 1946), íàìåòèâøàÿ îñíîâíûå ïóòè ðàçâèòèÿ òåîðèè íà
ìíîãèå ãîäû.

È.Ã. Ïåòðîâñêèé íåîäíîêðàòíî ÷èòàë êóðñû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòè ëåêöèè ëåãëè
â îñíîâó òðåõ øèðîêî èçâåñòíûõ ó÷åáíèêîâ: �Ëåêöèè ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé”, ïåðâîå èçäàíèå âûøëî â 1939 ã., �Ëåêöèè ïî òåîðèè èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé”, ïåðâîå èçäàíèå âûïóùåíî â 1947 ã., �Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè”, ïåðâîå èçäàíèå ïîÿâèëîñü â 1950 ã. Ýòè êíèãè ïåðåèçäàâàëèñü â ÑÑÑÐ è
áûëè ïåðåâåäåíû íà ìíîãèå èíîñòðàííûå ÿçûêè. Äëÿ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ èçó÷åíèå ýòèõ
êíèã ïîëîæèëî íà÷àëî èõ ñîáñòâåííûì èññëåäîâàíèÿì. Ýòî îñîáåííî îòíîñèòñÿ ê êíèãå ïî
óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, â êàæäîé ãëàâå êîòîðîé èìååòñÿ îáçîð ñîâðåìåí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé ïî ðàññìàòðèâàåìûì âîïðîñàì è óêàçûâàþòñÿ íåðåøåííûå
ïðîáëåìû. Â 1952 ã. ýòè òðè ó÷åáíèêà Ïåòðîâñêîãî óäîñòîåíû Ãîñóäàðñòâåííîé ïðåìèè.

Íà÷èíàÿ ñ 1945 ã. è äî êîíöà ñâîåé æèçíè, Ïåòðîâñêèé âåë ñåìèíàð ïî óðàâíåíèÿì ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ. Íà ýòîì ñåìèíàðå âûðîñëî è âîñ-
ïèòàëîñü ïîñëåâîåííîå ïîêîëåíèå ó÷åíèêîâ Ïåòðîâñêîãî. Èç îãðîìíîãî ìíîæåñòâà ðàáîò,
ïóáëèêîâàâøèõñÿ â ñîâåòñêèõ è çàðóáåæíûõ æóðíàëàõ, îí óìåë âûáðàòü äëÿ îáñóæäåíèÿ
íà ñåìèíàðå íàèáîëåå âàæíûå è ïåðñïåêòèâíûå. Ïîñòàâëåííûå èì âîïðîñû ÷àñòî ïðèâî-
äèëè ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ íàó÷íûõ íàïðàâëåíèé. Çäåñü çàðîæäàëèñü è ðàçâèâàëèñü
ìíîãèå íîâûå òåîðèè (òåîðèÿ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òåîðèÿ óðàâíå-
íèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì, óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøèõ ïðîèç-
âîäíûõ, òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì, òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ è ìíîãèå
äðóãèå).

Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò È.Ã. Ïåòðîâñêèé áûë äåïóòàòîì Âåðõîâíîãî Ñîâåòà ÑÑÑÐ, ÷ëå-
íîì Ïðåçèäèóìà Âåðõîâíîãî Ñîâåòà ÑÑÑÐ. Åìó áûëî ïðèñâîåíî çâàíèå Ãåðîÿ Ñîöèàëè-
ñòè÷åñêîãî Òðóäà. È.Ã. Ïåòðîâñêèé � äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí ÀÍ ÑÑÑÐ ñ 1946 ã.

Ñ.Ë. Ñîáîëåâ (1908�1989) ðàáîòàë íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ 1935
ã. ïî 1952 ã. Ñ 1952 ã. ïî 1958 ã. îí çàâåäîâàë êàôåäðîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, à ñ 1958 ã. ïåðåõîäèò íà ðàáîòó â Ñèáèð-
ñêîå îòäåëåíèå ÀÍ ÑÑÑÐ â êà÷åñòâå äèðåêòîðà Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè. Â ïåðèîä ðàáîòû
â ÌÃÓ Ñîáîëåâ íåîäíîêðàòíî ÷èòàë êóðñ �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè”, è íà îñíî-
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âå ýòîãî êóðñà èì áûë íàïèñàí ó÷åáíèê ñ òåì æå íàçâàíèåì. Ýòîò ó÷åáíèê, ïåðâîå èçäàíèå
êîòîðîãî ïîÿâèëîñü â 1947 ã., âî ìíîãîì ñïîñîáñòâîâàë ïîâûøåíèþ íàó÷íîãî óðîâíÿ ïðå-
ïîäàâàíèÿ ýòîãî ïðåäìåòà â óíèâåðñèòåòàõ íàøåé ñòðàíû è çà ðóáåæîì. Îí ìíîãî ðàç
ïåðåèçäàâàëñÿ â ÑÑÑÐ è ïåðåâåäåí íà èíîñòðàííûå ÿçûêè. Â 1950 ã. âûøëà êíèãà Ñ.Ë.
Ñîáîëåâà �Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå”,
íàïèñàííàÿ íà îñíîâå ïðî÷èòàííûõ èì ñïåöêóðñîâ. Òðóäíî îöåíèòü ðîëü, êîòîðóþ ñûã-
ðàëà ýòà êíèãà â ðàçâèòèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è, îñîáåííî, â ðàçâèòèè
ìåòîäîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèìåíåíèåì ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè. Â 1988 ã. âûøëî íîâîå èçäàíèå ýòîé êíèãè ïîä ðåäàêöèåé Î.À.
Îëåéíèê, ïåðåðàáîòàííîå è äîïîëíåííîå. Ðàáîòû Ñîáîëåâà îáîãàòèëè ìàòåìàòè÷åñêóþ
íàóêó íîâûìè èäåÿìè è ïîíÿòèÿìè, ñîçäàëè íîâûé àïïàðàò èññëåäîâàíèÿ, ïîëîæèëè íà-
÷àëî âàæíûì òåîðèÿì è íàïðàâëåíèÿì â ìàòåìàòèêå. Òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê îáîáùåííàÿ
ïðîèçâîäíàÿ è îáîáùåííîå ðåøåíèå â ñìûñëå Ñîáîëåâà, ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðî÷-
íî âîøëè â íàóêó. Òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé è òåîðèÿ âëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîñòðàíñòâ, íà÷àëî êîòîðûì ïîëîæåíî â ðàáîòàõ Ñîáîëåâà, ñîñòàâëÿþò âàæíóþ ÷àñòü
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè.

Ñ 1943 ïî 1952 ã. ðàáîòó íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ñ.Ë. Ñîáîëåâ ñîâ-
ìåùàë ñ ðàáîòîé â Èíñòèòóòå àòîìíîé ýíåðãèè èì. È.Â.Êóð÷àòîâà. Îí ðàáîòàë íàä ïðî-
áëåìàìè èñïîëüçîâàíèÿ àòîìíîé ýíåðãèè. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýòèõ ïðîáëåì îòíîñèëàñü
ê óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ýòî áûë ïåðèîä íàïðÿæåííîé òâîð÷åñêîé ðàáîòû
êîëëåêòèâà Èíñòèòóòà íàä ñîçäàíèåì íîâîé òåõíèêè. Ýòà ðàáîòà ñïàñëà ñîâåòñêèé íàðîä
îò óãðîçû íîâîé âîéíû. Ñîáîëåâó â 1952 ã. áûëî ïðèñâîåíî çâàíèå Ãåðîÿ Ñîöèàëèñòè÷åñêî-
ãî Òðóäà çà èñêëþ÷èòåëüíûå çàñëóãè ïåðåä ãîñóäàðñòâîì ïî âûïîëíåíèþ ñïåöèàëüíîãî
çàäàíèÿ Ñîâåòñêîãî Ïðàâèòåëüñòâà. Â 1956 ã. îí ÿâèëñÿ îäíèì èç èíèöèàòîðîâ ñîçäàíèÿ
Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñ.Ë. Ñîáîëåâ � äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí ÀÍ ÑÑÑÐ ñ 1939
ã.

Ñ 1934 ïî 1970 ã. À.Í. Òèõîíîâ (1906�1993) âîçãëàâëÿë êàôåäðó âûñøåé ìàòåìàòèêè
ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ è ñîçäàë òàì áîëüøóþ íàó÷íóþ øêîëó ïî äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Ñ 1958 ã. îí îäíîâðåìåííî ðóêîâîäèë êàôåä-
ðîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ, à ñ 1970
ã. � äåêàí ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè. Òèõîíîâ � ó÷åíèê
Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâà. Åìó ïðèíàäëåæàò çàìå÷àòåëüíûå îòêðûòèÿ â îáùåé òîïîëîãèè. Â
1933�1936 ãã. îí îáðàùàåòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, òî÷íåå � ñíà÷àëà ê âîïðîñàì ãåî-
ôèçèêè, à çàòåì, ê çàäà÷àì ýëåêòðîäèíàìèêè, âîïðîñàì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, ñîðáöèè
ãàçîâ, òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè, òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè, àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Èì ñîçäàíà òåîðèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷.

Ñ 1979 ã. Òèõîíîâ � äèðåêòîð Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÀÍ ÑÑÑÐ.
Îí èçáðàí â äåéñòâèòåëüíûå ÷ëåíû ÀÍ ÑÑÑÐ â 1966 ã. Íàïèñàííûé èì ñîâìåñòíî ñ
À.À. Ñàìàðñêèì ó÷åáíèê �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè” (ïåðâîå èçäàíèå âûøëî â
1951 ã.) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå øèðîêî èçâåñòíûõ ðóêîâîäñòâ ïî ýòîìó ïðåäìåòó. Â
íåì áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðèëîæåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ê èññëåäîâàíèþ
ôèçè÷åñêèõ çàäà÷.

Ñîãëàñíî àðõèâíûì äàííûì â ìàðòå 1945 ã. êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
èìåëà ñëåäóþùèé ñîñòàâ: ïðîôåññîðà Â.Â. Ñòåïàíîâ, Â.Â. Íåìûöêèé, È.Ã. Ïåòðîâñêèé,
Ñ.Ë. Ñîáîëåâ, Í.Í. Ëóçèí, äîöåíò Ñ.À. Ãàëüïåðí, àññèñòåíò À.Ä. Ìûøêèñ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû æèçíè Í.Í. Ëóçèí (1938�1950) íåñêîëüêî ðàç îáúÿâëÿë ñïåöèàëüíûå
êóðñû è ñïåöèàëüíûå ñåìèíàðû äëÿ ñòóäåíòîâ Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.
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Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

Îí ÷èòàë ëåêöèè ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, à òàêæå ïðî÷åë
êóðñ �Èçáðàííûå ãëàâû òåîðèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî”. Ýòîò êóðñ âûçâàë èíòåðåñ
ñòóäåíòîâ ê òåîðèè ôóíêöèé äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, â ðåçóëüòàòå ïîÿâèëñÿ
ðÿä èíòåðåñíûõ íàó÷íûõ ðàáîò ñòóäåíòîâ â ýòîé îáëàñòè. Â ýòè ãîäû îí èíòåðåñîâàëñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ñâÿçè ñ åãî ðàáîòîé â íåêîòîðûõ èíñòèòóòàõ ÀÍ
ÑÑÑÐ íàä çàäà÷àìè ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà.

Ñ.À. Ãàëüïåðí (1904�1977) ðàáîòàë íà Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ñ 1932 ã.
è äî êîíöà ñâîåé æèçíè, ñ 1935 ã. ïî ïðèãëàøåíèþ Â.Â. Ñòåïàíîâà îí ðàáîòàë íà êàôåäðå
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ãàëüïåðí âñåãäà ìíîãî ñèë îòäàâàë îðãàíèçàöèè òåêóùåé
ðàáîòû íà êàôåäðå. Çà ãîäû ñâîåé ðàáîòû â ÌÃÓ îí ïðî÷åë áîëüøîå ÷èñëî îñíîâíûõ è ñïå-
öèàëüíûõ êóðñîâ ïî ñàìûì ðàçëè÷íûì ðàçäåëàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìíîãî
ëåò ÷èòàë îáÿçàòåëüíûé êóðñ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âåë óïðàæ-
íåíèÿ ïî ýòîìó ïðåäìåòó. Èñêëþ÷èòåëüíî áîëüøîé áûëà ðîëü Ãàëüïåðíà â ïîñòàíîâêå íà
ôàêóëüòåòå ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé ïî âñåì ðàçäåëàì óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
è îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíîå èõ ñîäåðæàíèå ñîõðàíÿåòñÿ íà
ôàêóëüòåòå è ñåé÷àñ. Ãàëüïåðíó ïðèíàäëåæèò èññëåäîâàíèå ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé è
ñèñòåì, íåðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Òàêèå óðàâíåíèÿ
÷àñòî íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè Ñîáîëåâà�Ãàëüïåðíà. Äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà òàêèõ ñèñòåì
èì óêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ Êî-
øè. Îí ââåë êëàññû êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ è p-êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì, èññëåäîâàë
âîïðîñ î ëàêóíàõ äëÿ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

À.Ä. Ìûøêèñ (1920�2009) ðàáîòàë íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ 1945
ïî 1947 ã. Îí âåë ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ â ãðóïïàõ, âûïîëíèë ðÿä èíòåðåñíûõ èññëåäî-
âàíèé ïî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Íåéìàíà, âíåñ
âêëàä â ðàçâèòèå êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì.

Â 1945/1946 ó÷åáíîì ãîäó êóðñ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÷èòàë È.Ì. Ãåëü-
ôàíä.

Â 1952 ã. È.Ã. Ïåòðîâñêèé ïðèãëàñèë äëÿ ðàáîòû íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé È.Í. Âåêóà (1907�1977), êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî
òåîðèè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è åå ïðèìåíåíèè ê ãðàíè÷íûì çàäà÷àì äëÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Â ïåðèîä
ñâîåé ðàáîòû â Ìîñêîâñêîì óíèâåðñèòåòå Âåêóà ïîñòðîèë òåîðèþ îáîáùåííûõ ýëëèïòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, îáîáùàþùåé ñèñòåìó Êîøè�Ðèìàíà. Îí íàøåë îáùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îáîáùåí-
íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé è äîêàçàë äëÿ íèõ îñíîâíûå ôàêòû òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ïîñòðîèë èíòåãðàë Êîøè, óñòàíîâèë ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè, óêàçàë àíàëîãèè
ðÿäîâ Òåéëîðà è Ëîðàíà è äð. Âåêóà èçó÷èë êðàåâûå çàäà÷è äëÿ îáîáùåííûõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé, óêàçàë ïðèìåíåíèå ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè îáîëî÷åê
è ãåîìåòðèè. Çà ìîíîãðàôèþ �Îáîáùåííûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè” îí óäîñòîåí Ëåíèí-
ñêîé ïðåìèè â 1963 ã.

Ñ 1952 ã. Âåêóà ñòàë îäíèì èç ðóêîâîäèòåëåé ñåìèíàðà, êîòîðûé âåëè È.Ã. Ïåòðîâñêèé,
Ñ.Ë. Ñîáîëåâ, À.Í. Òèõîíîâ. Ýòîò ñåìèíàð ïðîäîëæàë ðàáîòàòü äî 1959 ã. Â 1959 ã. È.Í.
Âåêóà è Ñ.Ë. Ñîáîëåâ óåçæàþò íà ðàáîòó â Íîâîñèáèðñê, ãäå Âåêóà çàíèìàåò ïîñò ðåêòîðà
Íîâîñèáèðñêîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1958 ã. îí áûë èçáðàí äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì ÀÍ ÑÑÑÐ.

Â 1953 ã. Ìîñêîâñêèé óíèâåðñèòåò ïåðååõàë â íîâûå çäàíèÿ íà Ëåíèíñêèõ ãîðàõ. Ðàñ-
øèðåí ïðèåì ñòóäåíòîâ íà Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, ïîïîëíÿåòñÿ ñîñòàâ êà-
ôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Ïî ïðåäëîæåíèþ È.Ã. Ïåòðîâñêîãî áûëè çà÷èñëåíû íà êàôåäðó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé Î.À. Îëåéíèê â 1950 ã., À.Ô. Ôèëèïïîâ è Ð.Ñ.Ãóñàðîâà â 1953 ã., Å.Ì.Ëàíäèñ
â 1954 ã., Ò.Ä. Âåíòöåëü â 1957 ã., À.Ñ. Êàëàøíèêîâ â 1959 ã., Â.À. Êîíäðàòüåâ â 1960 ã.,
Ñ.Í.Êðóæêîâ è Í.Õ. Ðîçîâ â 1961 ã., Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ â 1964 ã., Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî â
1968 ã., Í.Í. Íåõîðîøåâ â 1972 ã.

Ïîñëå ñìåðòè È.Ã. Ïåòðîâñêîãî ñ ôåâðàëÿ 1973 ã. ïî îêòÿáðü 2001 ã. êàôåäðîé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðóêîâîäèëà Î.À. Îëåéíèê. Â ýòîò ïåðèîä ñîñòàâ êàôåäðû ïîïîë-
íèëè È.Í. Ñåðãååâ â 1988 ã., À.Þ. Ãîðèöêèé â 1990 ã., Ã.À. ×å÷êèí â 1991 ã., Ì.Â.Òóâàåâ â
1992 ã., Å.Â. Ðàäêåâè÷, Ò.À. Øàïîøíèêîâà â 1993 ã., À.Ñ. Øàìàåâ â 1994 ã., À.À. Áîëèáðóõ
â 1996 ã., À.Í.Âåòîõèí, À.Â.Ôèëèíîâñêèé â 1999 ã., Â.Â.Æèêîâ â 2000 ã., Ò.Î.Êàïóñòèíà,
À.À.Êîíüêîâ, È.Â.Ìàòðîñîâ è Ý.Ð.Ðîçåíäîðí â 2001 ã.

Äàëåå, ñ 2005 ã. ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ êàôåäðîé ðóêîâîäèò àêàäåìèê, âèöå-ïðåçèäåíò
ÐÀÍ Â.Â.Êîçëîâ, äèðåêòîð Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ. Íà êà-
ôåäðó áûëè ïðèíÿòû Î.Ñ.Ðîçàíîâà â 2003 ã., Â.Â.Áûêîâ â 2004 ã., À.Â.Áîðîâñêèõ â 2005
ã., Í.Â.Äåíèñîâà â 2006 ã., È.Â.Ôèëèìîíîâà â 2006 ã., È.Â.Àñòàøîâà â 2008 ã., Â.Â.Ïàëèí
â 2008 ã., Ì.Ñ.Ðîìàíîâ â 2009 ã., Í.À.Ðàóòèàí â 2012 ã.

Â íîâîì çäàíèè ÌÃÓ íà êàôåäðå ðàáîòàëè òàêæå Ð.Ñ. Ãóñàðîâà ñ 1953 ïî 1988 ã., Ë.Ñ.
Ïîíòðÿãèí, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå è Å.Ô. Ìèùåíêî � âñå ñ 1954 ïî 1962 ã., Ñ.Ê. Ãîäóíîâ ñ 1955
ïî 1959 è çàòåì ñ 1965 ïî 1969 ã., À.Ì. Èëüèí ñ 1957 ïî 1963 ã., Â.Ï. Ìèõàéëîâ ñ 1957 ïî
1963 ã., Â.È. Àðíîëüä ñ 1961 ïî 1986 ã., Þ.Â. Åãîðîâ ñ 1961 ïî 1992 ã., Á.Ð. Âàéíáåðã ñ
1963 ïî 1990 ã., Â.Â. Ãðóøèí ñ 1963 ïî 1971 ã., Ì.È. Âèøèê ñ 1965 ïî 1991 ã., Ä.Â. Àíîñîâ
ñ 1968 ïî 1973 ã., Ì.À. Øóáèí ñ 1969 ïî 1989 ã., À.È. Êîìå÷ ñ 1972 ïî 1993 ã., À.Ã. Áåëÿåâ
ñ 1989 ïî 1992 ã., À.È.Íåéøòàäò ñ 1999 ïî 2007 ã.

Î.À. Îëåéíèê (1925�2001) íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ÷èòàëà êóðñ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè, à òàêæå ðàçëè÷íûå ñïåöèàëüíûå êóðñû. Íàó÷íûå ðàáîòû Î.À. Îëåé-
íèê îòíîñÿòñÿ ê òîïîëîãèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè
óñðåäíåíèÿ. Â ýòèõ ðàáîòàõ äàíû îòâåòû íà ðÿä âîïðîñîâ, ïîñòàâëåííûõ â 16-é ïðîáëåìå
Ãèëüáåðòà, î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè è ÷èñëå ñâÿçíûõ êîìïîíåíò âåùåñòâåííûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé, ïîñòðîåíà òåîðèÿ ðàçðûâíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ
øèðîêîãî êëàññà êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà,
èçó÷åíû íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè íåñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè, ñîçäàíà ìàòåìàòè÷å-
ñêàÿ òåîðèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ïðàíäòëÿ, èññëåäîâàíû îáùèå óðàâíå-
íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåîòðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé, äîêàçàíû òåîðåìû
î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè, ðåøåí ðÿä çàäà÷ îá óñðåäíåíèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â 1991 ã. Î.À. Îëåéíèê áûëà
èçáðàíà äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì ÐÀÍ.

Ð.Ñ. Ãóñàðîâà (1922�1990) ÷èòàëà êóðñû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è âå÷åðíåì îòäåëåíèè è âåëà ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ
íà äíåâíîì îòäåëåíèè. Îíà ïîëó÷èëà óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ðàâíîìåðíóþ àñèìïòîòè-
÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåì ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì.

À.Ô. Ôèëèïïîâ (1923�2006) ÷èòàë êóðñ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è ðÿä ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ. Áîëüøèíñòâî åãî íàó÷íûõ ðàáîò îòíîñèòñÿ ê òåîðèè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ è äèôðàêöèè âîëí, îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèÿì ñ ðàçðûâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, äèôôåðåíöèàëüíûìè âêëþ÷åíèÿì è ïðèáëè-
æåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîíÿòèå �ðåøåíèÿ â ñìûñëå
Ôèëèïïîâà” äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ â
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ìíîãî÷èñëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ.
Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí (1908�1988) â 1954/1955 ó÷åáíîì ãîäó ÷èòàë êóðñ îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîì îðèãèíàëüíîì êóðñå ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿëîñü ïðè-
ëîæåíèÿì, óêàçûâàëèñü ñâÿçè ôèçè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ ñ âîïðîñàìè òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â 1955 ã. ýòè ëåêöèè áûëè èçäàíû â ÌÃÓ íà ðîòàïðèíòå, à â
1962 ã. âûøåë ó÷åáíèê Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà �Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ”.
Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí è åãî ñîòðóäíèêè Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå, Å.Ô. Ìèùåíêî â ãîäû èõ ðàáîòû
íà êàôåäðå èíòåíñèâíî ðàçâèâàëè (ñîâìåñòíî ñ Â.Ã. Áîëòÿíñêèì) òåîðèþ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, îñíîâû êîòîðîé áûëè èçëîæåíû â èõ ìîíîãðàôèè �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ
îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ”, èçäàííîé â 1961 ã.

Ñ 1954 ã. Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèí, Â.Ã. Áîëòÿíñêèé, Ð.Â. Ãàìêðåëèäçå è Å.Ô. Ìèùåíêî âåëè
ñåìèíàð ïî òåîðèè êîëåáàíèé, íà êîòîðîì èçó÷àëèñü ðàçëè÷íûå àñïåêòû òåîðèè äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì è èõ ïðèëîæåíèÿ ê òåîðèè êîëåáàíèé, à òàêæå îñíîâû çàäà÷ òåîðèè îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ñåìèíàð ðàáîòàë ñ áîëüøèì óñïåõîì, ðÿä íûíå âèäíûõ ó÷åíûõ
íà÷àëè ñâîþ íàó÷íóþ ðàáîòó â ñòóäåí÷åñêèå ãîäû â ýòîì ñåìèíàðå, è òåìàòèêà ñåìèíàðà
îïðåäåëèëà èõ íàó÷íûå èíòåðåñû íà ìíîãèå ãîäû. Êðîìå òîãî, Ïîíòðÿãèí è Ìèùåíêî
çàíèìàëèñü â òå ãîäû àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè â òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

Å.Ì. Ëàíäèñ (1921�1997) ÷èòàë êóðñ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è ðÿä ñïå-
öèàëüíûõ êóðñîâ. Áîëüøèíñòâî íàó÷íûõ ðàáîò Å.Ì. Ëàíäèñà îòíîñèòñÿ ê êà÷åñòâåííîé
òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Îí ïîêàçàë, ÷òî ðåøåíèÿ îáùèõ ëèíåéíûõ
ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, ñõîäíûìè ñî ñâîéñòâà-
ìè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Å.Ì. Ëàíäèñ ââåë âàæíîå ïîíÿ-
òèå îáîáùåííîé åìêîñòè, â òåðìèíàõ êîòîðîãî ïîëó÷èë �ëåììó î âîçðàñòàíèè”, íàøåäøóþ
çàòåì ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè èì óñòàíîâëåíû äëÿ
ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Å.Ì. Ëàíäèñó ïðèíàäëåæàò òàêæå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ ðåøåíèé íåëè-
íåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè îí èññëåäîâàë óñëîâèÿ
âîçíèêíîâåíèÿ �ìåðòâûõ çîí” è äîêàçàë ñåðèþ èíòåðåñíûõ òåîðåì îá óñòðàíèìûõ îñîáåí-
íîñòÿõ.

Ñ.Ê. Ãîäóíîâ â 1965�1968 ãã. ÷èòàë êóðñ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè äëÿ ñòó-
äåíòîâ îòäåëåíèÿ ìåõàíèêè Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ. Íà îñíîâå ýòèõ
ëåêöèé èì íàïèñàíà êíèãà �Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè”, âûøåäøàÿ â 1971 ã. Â
ýòîé êíèãå áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðèëîæåíèÿì óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè ê çàäà÷àì ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, à òàêæå ðàçíîñòíûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷.
Íà îñíîâå ïðî÷èòàííûõ â ÌÃÓ ñïåöêóðñîâ âîçíèêëà êíèãà Ñ.Ê. Ãîäóíîâà è Â.Ñ. Ðÿáåíü-
êîãî �Ââåäåíèå â òåîðèþ ðàçíîñòíûõ ñõåì”.

À.Ì. Èëüèí (1932�2013) ÷èòàë êóðñ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ðÿä ñïå-
öèàëüíûõ êóðñîâ. Èì ïîëó÷åíû òîíêèå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ. Â ñîàâòîðñòâå ñ
Î.À.Îëåéíèê è À.Ñ.Êàëàøíèêîâûì èì áûëà íàïèñàíà øèðîêî èçâåñòíàÿ ðàáîòà �Ëèíåé-
íûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà”, â êîòîðîé áûëè ñèñòåìàòè÷åñêè
èçëîæåíû îñíîâû òåîðèè ëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â.Ï. Ìèõàéëîâ ÷èòàë êóðñ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ðàçëè÷íûå ñïåöèàëü-
íûå êóðñû. Èì áûë âûïîëíåí ðÿä èíòåðåñíûõ èññëåäîâàíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, äëÿ ãèïîýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ò.Ä. Âåíòöåëü (1931�2012) ÷èòàëà êóðñû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è óðàâ-
íåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îíà äîêàçàëà ðÿä òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ êâàçèëèíåé-
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íûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

À.Ñ. Êàëàøíèêîâ (1934�2000) ÷èòàë êóðñû óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è óðàâ-
íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Áîëüøèíñòâî åãî íàó÷íûõ ðàáîò îòíîñèòñÿ ê êà÷åñòâåí-
íîé òåîðèè íåëèíåéíûõ íåÿâíî âûðîæäàþùèõñÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â.À. Êîíäðàòüåâ (1935�2010) ÷èòàë êóðñû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñïåöèàëüíûå êóðñû. Ðàííèå èññëåäîâàíèÿ
Â.À.Êîíäðàòüåâà, íà÷àòûå èì åùå â ñòóäåí÷åñêèå ãîäû, ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ñâîéñòâ
êîëåáëåìîñòè è íåêîëåáëåìîñòè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà áûëè äîêàçàíû àíàëîãè òåîðåì Øòóðìà è
ïîëó÷åíà îöåíêà ðîñòà ÷èñëà íóëåé êîëåáëþùåãîñÿ ðåøåíèÿ ïðè áåñêîíå÷íîì âîçðàñòà-
íèè àðãóìåíòà ðåøåíèÿ. Ýòè ðåçóëüòàòû ÿâèëèñü îäíèì èç ïåðâûõ â ìèðå èññëåäîâàíèé â
îáëàñòè êà÷åñòâåííîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïî-
ðÿäêà. Êðóã íàó÷íûõ èíòåðåñîâ Â.À.Êîíäðàòüåâà â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñîñòàâëÿëè ñëåäóþùèå îñíîâíûå âîïðîñû: ýëëèïòè÷åñêèå
óðàâíåíèÿ â îáëàñòÿõ ñ óãëîâûìè è êîíè÷åñêèìè òî÷êàìè, â òîì ÷èñëå íåëèíåéíûå ýëëèï-
òè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà � Ôàóëåðà, êà÷åñòâåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà
ðåøåíèé ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì;
ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, â ÷àñòíîñòè îöåíêè ìèíèìàëü-
íîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ; êà÷åñòâåííûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëàáûõ ðåøåíèé
ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷; èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì òåîðèè óïðóãîñòè;
èññëåäîâàíèå çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Â.À.Êîíäðàòüåâûì ïîëîæåíî íà÷àëî ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ ñ íåãëàäêèìè ãðàíèöàìè. Ïåðâûé îñíîâîïîëàãàþùèé ðå-
çóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè � êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â íåöèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè è àñèìïòîòè-
êà ðåøåíèé âáëèçè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé òî÷êè. Äðóãîå çíà÷èòåëüíîå äîñòèæåíèå â ýòîì
íàïðàâëåíèè � òåîðèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îáëàñòÿõ ñ êîíè÷åñêèìè òî÷êàìè íà
ãðàíèöå. Â.À.Êîíäðàòüåâ ââåë è èçó÷èë ïîíÿòèå åìêîñòè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ýòî èññëåäîâàíèå îïðåäåëèëî íîâîå íàïðàâëåíèå íå òîëüêî â òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íî è â äðóãèõ îáëàñòÿõ àíàëèçà, åìêîñòü íàøëà ïðèìå-
íåíèå â òåîðåìàõ âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà, à äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âûñî-
êîãî ïîðÿäêà � â âîïðîñàõ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, ãëàäêîñòè
ðåøåíèé âáëèçè ãðàíèöû, óñòðàíèìûõ îñîáåííîñòåé ðåøåíèé.

Ìíîãèå ðàáîòû Â.À.Êîíäðàòüåâà âûïîëíåíû èì â ñîàâòîðñòâå ñ äðóãèìè ìàòåìàòèêà-
ìè. Áîëüøèå öèêëû ñîâìåñòíûõ ðàáîò Â.À. Êîíäðàòüåâà è Î.À. Îëåéíèê ïîñâÿùåíû èçó-
÷åíèþ êðàåâûõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ ñ íåãëàäêèìè ãðàíèöàìè äëÿ óðàâíåíèé ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ, à òàêæå êà÷åñòâåííîìó èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè.
Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ Â.À. Êîíäðàòüåâà è Å.Ì. Ëàíäèñà âûïîëíåí êà÷åñòâåííûé àíàëèç
ðåøåíèé ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè, áûëà äîêàçàíà òåîðåìà îá óñòðà-
íèìîñòè èçîëèðîâàííîé ñèíãóëÿðíîñòè. Ñîâìåñòíî ñ Þ.Â.Åãîðîâûì Â.À.Êîíäðàòüåâûì
èññëåäîâàëàñü çàäà÷à ñ êîñîé ïðîèçâîäíîé, è ïðîáëåìà îöåíêè ìèíèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ, â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíàÿ çàäà÷à Ëàãðàíæà îá óñòîé-
÷èâîñòè êîëîííû, âîçíèêàþùàÿ â òåîðèè óïðóãîñòè â ïðîöåññå ïîèñêà íàèáîëåå ïðî÷íûõ
êîíñòðóêöèé èç äàííîãî ìàòåðèàëà. Ïðîáëåìå îòñóòñòâèÿ öåëûõ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé
(�blow-up”) óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ïîñâÿùåíû ñîâìåñòíûå
èññëåäîâàíèÿ Â.À. Êîíäðàòüåâà ñ Â.À. Ãàëàêòèîíîâûì, Þ.Â. Åãîðîâûì è Ñ.È. Ïîõîæàå-
âûì. Ñîâìåñòíî ñ À.À.Êîíüêîâûì Â.À.Êîíäðàòüåâûì èññëåäîâàëàñü ïðîáëåìà �blow-up”
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Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

äëÿ êâàçèëèíåéíûõ äèâåðãåíòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåëèíåé-
íîñòüþ îáùåãî âèäà. Ñîâìåñòíî ñ Ã.À.×å÷êèíûì Â.À.Êîíäðàòüåâ ïîëó÷èë ðåçóëüòàòû ïî
óñðåäíåíèþ â ïîëóïåðôîðèðîâàííûõ îáëàñòÿõ äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà.

Í.Õ. Ðîçîâ ÷èòàë êóðñ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñïåöèàëüíûå
êóðñû. Îí ïîñòðîèë îáùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ òåîðèþ ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé, îïèñû-
âàåìûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïîâ îí èçó÷èë øèðîêèé êðóã âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïåðèî-
äè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè è áèôóðêàöèîííûìè ïðîöåññàìè. Í.Õ. Ðîçîâîì âûïîëíåí òàêæå
ðÿä ðàáîò ïî èñòîðèè è ìåòîäîëîãèè ìàòåìàòèêè, ìåòîäèêå ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè â
ñðåäíåé øêîëå. Ñ 1997 ã. îí ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì äåêàíîì ñîçäàííîãî â ÌÃÓ ôàêóëüòåòà ïåäà-
ãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, ïðîäîëæàÿ ðàáîòàòü íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â êà÷åñòâå øòàòíîãî ñîâìåñòèòåëÿ.

Â.È. Àðíîëüä (1937�2010) ÷èòàë îðèãèíàëüíûé êóðñ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, íà îñíîâå êîòîðîãî íàïèñàë ïîëó÷èâøèé øèðîêóþ èçâåñòíîñòü ó÷åáíèê
�Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ”. Â.È. Àðíîëüäîì áûëè ïðî÷èòàíû òàêæå
íåòðàäèöèîííî ïîñòðîåííûé êóðñ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ðÿä ñïåöèàëüíûõ êóðñîâ. Â
íàó÷íûõ ðàáîòàõ Â.È. Àðíîëüäà ïðåäñòàâëåí øèðîêèé ñïåêòð àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ñî-
âðåìåííîé ìàòåìàòèêè è åå ïðèëîæåíèé. Ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàíèÿ À.Í. Êîëìîãîðîâà,
îí ïîëó÷èë îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå 13-é ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà î ñóïåðïîçèöèÿõ ôóíêöèé.
Â.È. Àðíîëüäó ïðèíàäëåæàò ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ïðîáëåìû ìà-
ëûõ çíàìåíàòåëåé, ñîçäàííàÿ èì ñîâìåñòíî ñ À.Í. Êîëìîãîðîâûì è Þ. Ìîçåðîì �òåîðèÿ
ÊÀÌ” øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âî âñåì ìèðå. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä âíåñåí Â.È. Àðíîëüäîì
â òåîðèþ îñîáåííîñòåé äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé. Îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñîçäà-
òåëåé ñèìïëåêòè÷åñêîé òîïîëîãèè. Èì îòêðûòà ñâÿçü ìåæäó 16-é ïðîáëåìîé Ãèëüáåðòà
îá îâàëàõ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è ÷åòûðåõìåðíîé òîïîëîãèåé, äîêàçà-
íû ôóíäàìåíòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èâøèå øèðîêóþ èçâåñòíîñòü êàê �íåðàâåíñòâà
Àðíîëüäà” è �ñðàâíåíèÿ Àðíîëüäà”. Â.È. Àðíîëüäîì ñîçäàíà êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ êîìïëåêñíûì âðåìåíåì. Â 1990 ã. Â.È. Àðíîëüä èçáðàí äåéñòâèòåëü-
íûì ÷ëåíîì ÐÀÍ.

Þ.Â. Åãîðîâ ÷èòàë êóðñ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è ñïåöèàëüíûå êóð-
ñû. Îäíèì èç ïåðâûõ îí ïðèñòóïèë ê ðàñïðîñòðàíåíèþ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
íà ïðîöåññû, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïîçäíåå îí äîêàçàë
îáùóþ òåîðåìó îá óñëîâèÿõ ñóáýëëèïòè÷íîñòè ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, â
áîëüøîì öèêëå ðàáîò èññëåäîâàë ïðîáëåìó ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïñåâäîäèôôåðåí-
öèàëüíûõ ( â ÷àñòíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ ) óðàâíåíèé. Þ.Â. Åãîðîâûì ïîëó÷åí ðÿä
ðåçóëüòàòîâ îá óñòðàíèìûõ îñîáåííîñòÿõ ðåøåíèé îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷. Îí ïîñòðîèë
íîâóþ àëãåáðó îáîáùåííûõ ôóíêöèé, íàöåëåííóþ íà ïðèìåíåíèå ê íåëèíåéíûì óðàâíå-
íèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ñ.Í. Êðóæêîâ (1936�1997) ÷èòàë êóðñ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è ñïå-
öèàëüíûå êóðñû. Îäíèì èç åãî íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûõ íàó÷íûõ äîñòèæåíèé ÿâëÿåòñÿ
ïîñòðîåíèå ãëîáàëüíîé òåîðèè çàäà÷è Êîøè äëÿ ìíîãîìåðíûõ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà. Ïðåäëîæåííîå èì îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ âîøëî
â ÷èñëî ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé êàê �ýíòðîïèéíîå ðåøåíèå â ñìûñëå Êðóæêîâà” è íà-
øëî ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ. Ñ.Í. Êðóæêîâó ïðèíàäëåæàò òàêæå âàæíûå ðåçóëüòà-
òû î ïîëíîñòüþ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, î íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
ñèñòåìàõ âûñîêîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè. Ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè Ñ.Í.Êðóæêîâà
áûë ìîäèôèöèðîâàí îáÿçàòåëüíûé êóðñ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Êóðñ ñåìèíà-
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ðîâ áûë óâåëè÷åí ñ îäíîãî äî äâóõ ñåìåñòðîâ, à â ïåðå÷åíü òåì ëåêöèé è ñåìèíàðîâ áûëè
äîáàâëåíû êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (êëàññè÷åñêàÿ ëîêàëüíàÿ òåîðèÿ,
îáîáù¼ííûå ðåøåíèÿ, ðàñïàä ðàçðûâà è ò.ï.).

Á.Ð. Âàéíáåðã ÷èòàë êóðñ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íà âå÷åðíåì îòäåëåíèè è
ñïåöèàëüíûé êóðñ ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì â òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-
íûìè äëÿ àñïèðàíòîâ îòäåëåíèÿ ìåõàíèêè. Á.Ð. Âàéíáåðãîì ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â.Â. Ãðóøèí ÷èòàë ñïåöèàëüíûå êóðñû ïî òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé è åå ïðèëî-
æåíèÿì, ïîëó÷èë èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû ïî ýòîé òåìàòèêå.

Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâ (1939�2009) ÷èòàë êóðñ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû Â.Ì. Ìèëëèîíùèêîâà ñâÿçàíû ñ òåîðèåé ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-
íîâà è èõ îáîáùåíèé, òåîðèåé óñòîé÷èâîñòè è ñìåæíûìè ïðîáëåìàìè.

Ì.È. Âèøèê (1921�2012) ÷èòàë êóðñ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è ðàçëè÷íûå
ñïåöèàëüíûå êóðñû. Îí ïîñòðîèë òåîðèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïñåâäîäèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Ñîâìåñòíî ñî ñâîèìè ó÷åíèêàìè À.Â.
Ôóðñèêîâûì è À.È. Êîìå÷åì îí èçó÷èë ñòàòèñòè÷åñêèå ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà, íåêîòîðûõ äðóãèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
è ñèñòåì. Áîëüøîé öèêë ðàáîò Ì.È. Âèøèêà, âûïîëíåííûõ â ñîàâòîðñòâå ñ åãî ó÷åíèêîì
À.Â. Áàáèíûì, ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ àòòðàêòîðîâ ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Çíàìåíèòûé ìåòîäà Ì.È.Âèøèêà è Ë.À.Ëþñòåðíèêà äî ñèõ
ïîð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâîïîëàãàþùèõ ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ä.Â. Àíîñîâ ÷èòàë ñïåöèàëüíûé êóðñ �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû” è ðóêîâîäèë ñïåöè-
àëüíûì ñåìèíàðîì ïîä òåì æå íàçâàíèåì. Åìó ïðèíàäëåæàò ïèîíåðñêèå ôóíäàìåíòàëü-
íûå ðàáîòû ïî òåîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïî îáîñíîâàíèþ ìåòî-
äà îñðåäíåíèÿ. Ä.Â.Àíîñîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè. Ñåé÷àñ Ä.Â.Àíîñîâ âîçãëàâëÿåò
èì ñîçäàííóþ êàôåäðó äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Þ.Ñ.Èëüÿøåíêî ÷èòàåò êóðñ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ðÿä ñïå-
öèàëüíûõ êóðñîâ. Îí îïèñàë òèïè÷íûå ñâîéñòâà ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ïîëèíîìèàëüíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ïîëó÷èë ïîëîæèòåëüíîå ðåøå-
íèå ïðîáëåìû Äþëàêà î êîíå÷íîñòè ÷èñëà ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ó ïîëèíîìèàëüíîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòè, ñîâìåñòíî ñî ñâîèì ó÷åíèêîì Ñ.È. ßêîâåíêî ðåøèë ïðîáëå-
ìó Ãèëüáåðòà�Àðíîëüäà äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñåïàðàòðèñíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, èññëåäîâàë
íåëèíåéíîå ÿâëåíèå Ñòîêñà.

Ì.À. Øóáèí ÷èòàë îðèãèíàëüíûé êóðñ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ ñòó-
äåíòîâ �ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîòîêà” è ðàçëè÷íûå ñïåöèàëüíûå êóðñû. Òåìàòèêà íàó÷íûõ
ðàáîò Ì.À. Øóáèíà îõâàòûâàåò öåëûé ðÿä ðàçäåëîâ òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Í.Í. Íåõîðîøåâà (1946�2008) îòíîñÿòñÿ ê ïðîáëåìå óñòîé÷èâîñòè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì,
à òàêæå èõ ïîëíîé è ÷àñòè÷íîé èíòåãðèðóåìîñòè. Îí ïîëó÷èë ýêñïîíåíöèàëüíî áîëü-
øóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé, îáðàòíîé ê âåëè÷èíå âîçìóùåíèÿ, îöåíêó ñíèçó âðåìåíè
óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðåìåííûì äåéñòâèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà âûâåäåíà äëÿ âðåìåíè óñòîé-
÷èâîñòè íåêîòîðûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ, ëåæàùèõ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ êîëåáàíèé ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè. Íåõîðîøåâó
ïðèíàäëåæàò îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà î ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè è òåî-
ðåìû Ïóàíêàðå�Ëÿïóíîâà î ïðîäîëæåíèè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ïî ïàðàìåòðó, êîòîðûì
ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå ýíåðãèè.
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Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

À.È. Êîìå÷ èçó÷àë ýëëèïòè÷åñêèå êðàåâûå çàäà÷è â îáëàñòÿõ ñ íåãëàäêèìè ãðàíè-
öàìè, ñòàòèñòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñâîéñòâà ðåøåíèé
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû è áëèçêèå âîïðîñû.

È.Í. Ñåðãååâ ÷èòàåò êóðñ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà âå÷åðíåì
îòäåëåíèè, à çàòåì è íà äíåâíîì îòäåëåíèè äëÿ ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóðñà. Åãî îñíîâíûå
íàó÷íûå ðåçóëüòàòû îòíîñÿòñÿ ê òåîðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è ñìåæíîé òåìàòèêå. Îí
çàíèìàåòñÿ òàêæå âîïðîñàìè ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ
È.Í.Ñåðãååâ ÿâëÿåòñÿ çàìåñòèòåëåì çàâåäóþùåãî êàôåäðîé è çàìåñòèòåëåì ïî íàó÷íîé
ðàáîòå äåêàíà Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.

À.Ã. Áåëÿåâ èññëåäîâàë àñèìïòîòèêó ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïåðèîäè÷åñêè ïåðôîðèðîâàííûõ îáëàñòÿõ ñ ìåëêèìè ïîëîñòÿìè,
à òàêæå íåêîòîðûå äðóãèå âîïðîñû òåîðèè óñðåäíåíèÿ.

À.Þ. Ãîðèöêèé ÷èòàåò êóðñ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè è îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îí èçó÷àë àñèìï-
òîòèêó ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè ðåøåíèé ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ è
íåàâòîíîìíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â îãðàíè÷åííûõ îá-
ëàñòÿõ.

Ã.À. ×å÷êèí ÷èòàåò êóðñû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñïåöèàëüíûå êóðñû ïî òåî-
ðèè óñðåäíåíèÿ. Ã.À.×å÷êèí âåä¼ò íàó÷íûé ñåìèíàð ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè, ðóêîâîäèò ñòóäåíòàìè è àñïèðàíòàìè. Îí ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì â îáëàñòè ãðà-
íè÷íîãî óñðåäíåíèÿ. Èì áûëà ïðîâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ
ðåøåíèé çàäà÷ ñ áûñòðî ìåíÿþùèìñÿ òèïîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, äàíà êëàññèôèêàöèÿ
òèïîâ âëèÿíèÿ êîíöåíòðèðîâàííûõ ìàññ íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèÿ òåë, âûïè-
ñàíû òî÷íûå êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâàõ òèïà Ôðèäðèõñà, Ïóàíêàðå, Õàðäè, òåì ñàìûì
äîêàçàíû òîíêèå òåîðåìû âëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ã.À.×å÷êèíûì òàêæå
ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷ â îáëàñòÿõ ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ãðàíèöàìè, â ïåð-
ôîðèðîâàííûõ îáëàñòÿõ, â îáëàñòÿõ òèïà ñîåäèíåíèé, â ìèêðîíåîäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ,
äëÿ çàäà÷ íà áåñêîíå÷íî òîíêèõ êîíñòðóêöèÿõ. Ïîñëåäíåå âðåìÿ îí çàíèìàåòñÿ ãèäðî-
äèíàìèêîé, â ÷àñòíîñòè èññëåäóåò ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ òèïà Ïðàíäòëÿ
äëÿ æèäêîñòåé ñ ðàçëè÷íîé ðåîëîãèåé è ïîâåäåíèå æèäêèõ êðèñòàëëîâ.

Ì.Â. Òóâàåâ (1967�1998) ðàññìîòðåë íåêîòîðûå âîïðîñû êà÷åñòâåííîé òåîðèè íåëè-
íåéíûõ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.
Îí ïîëó÷èë óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ �ìåðòâûõ çîí”, äîêàçàë ðÿä óòâåðæäåíèé îá óñòðà-
íèìîñòè îñîáûõ ìíîæåñòâ.

Å.Â. Ðàäêåâè÷ ÷èòàåò êóðñû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è óðàâíåíèé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ñïåöèàëüíûå êóðñû. Îí ïîñòðîèë àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ
äëÿ ðåøåíèé ðÿäà íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì, âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ.

Ò.À. Øàïîøíèêîâà ÷èòàåò êóðñ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Îíà èññëåäîâàëà êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà è
òåïëîïðîâîäíîñòè â ÷àñòè÷íî ïåðôîðèðîâàííûõ îáëàñòÿõ, âûïîëíèëà àñèìïòîòè÷åñêèé
àíàëèç ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòÿõ, ïåðôî-
ðèðîâàííûõ âäîëü ìíîãîîáðàçèé.

À.Ñ. Øàìàåâ ÷èòàåò êóðñ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, óðàâíåíèé ñ ÷àñòíû-
ìè ïðîèçâîäíûìè è ñïåöèàëüíûå êóðñû. À.Ñ.Øàìàåâ òàêæå âåä¼ò íåñêîëüêî íàó÷íûõ
ñåìèíàðîâ. Åìó ïðèíàäëåæèò ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ ïî òåîðèè óñðåäíåíèÿ (÷àñòè÷-
íî â ñîàâòîðñòâå ñ Î.À. Îëåéíèê è Ã.À. Èîñèôüÿíîì). Îí çàíèìàëñÿ òàêæå íåêîòîðû-
ìè ïðèêëàäíûìè âîïðîñàìè: èññëåäîâàë ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè è òî÷íîñòü íåñêîëüêèõ
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Êîçëîâ Â.Â., ×å÷êèí Ã.À., Êàôåäðà Äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ïðèáëèæåííûõ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â çàäà÷å î äèôðàêöèè âîëí íà íåðîâíîé ïî-
âåðõíîñòè, ðàññìîòðåë ïðîáëåìó èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè ïî
îòðàæåííûì ðàäèîâîëíàì, èçó÷èë íåêîòîðûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîâåäåíèåì áîëüøèõ
êîñìè÷åñêèõ àíòåíí íà îðáèòàõ. À.Ñ. Øàìàåâ íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ÿâëÿåòñÿ øòàòíûì ñîâìåñòèòåëåì, çàìåñòèòåëåì çàâåäóþùåãî êàôåäðîé. Îñíîâíîå ìåñòî
åãî ðàáîòû � Èíñòèòóò ïðîáëåì ìåõàíèêè èìåíè À.Þ.Èøëèíñêîãî ÐÀÍ.

À.À. Áîëèáðóõ (1950�2003) (äåéñòâèòåëüíûé ÷ëåí ÐÀÍ ñ 1997 ã., çàìåñòèòåëü äèðåê-
òîðà Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ) òàêæå ðàáîòàë íà êàôåäðå ïî
ñîâìåñòèòåëüñòâó. Îí ÷èòàë ñïåöèàëüíûå êóðñû, ðóêîâîäèë êóðñîâûìè ðàáîòàìè ñòóäåí-
òîâ. Åìó ïðèíàäëåæàò ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êîìïëåêñíîé îáëàñòè. Â ÷àñòíîñòè èì ïîëó÷åíî îêîí÷àòåëüíîå
ðåøåíèå ïðîáëåìû Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà.

À.Â.Ôèëèíîâñêèé ÷èòàåò êóðñ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñïåöèàëüíûé
êóðñ åñòåñòâåííî-íàó÷íîãî ñîäåðæàíèÿ è ñïåöèàëüíûé êóðñ ïî òåîðèè îïåðàòîðà Øðå-
äèíãåðà. Îí ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì ïî àñèìïòîòè÷åñêèì è ñïåêòðàëüíûì ìåòîäàì â òåî-
ðèè ýâîëþöèîííûõ êðàåâûõ çàäà÷. Èì áûëè ðàçðàáîòàíû ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå èçó÷àòü
âëèÿíèå íåêîìïàêòíîé ãðàíèöû îáëàñòè íà õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, à òàêæå èñ-
ñëåäîâàòü çàäà÷è êîðîòêîâîëíîâîé è äëèííîâîëíîâîé äèôðàêöèè â íåîãðàíè÷åííûõ îá-
ëàñòÿõ.

À.Í.Âåòîõèí ÷èòàåò êóðñ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îí ÿâëÿåò-
ñÿ ñïåöèàëèñòîì ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå â
îáëàñòè òåîðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.

Â.Â.Æèêîâ âåä¼ò íà êàôåäðå ñïåöèàëüíûé íàó÷íûé ñåìèíàð. Îí ÿâëÿåòñÿ øèðîêî
èçâåñòíûì ñïåöèàëèñòîì â îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, òåîðèè óñðåäíåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå. È.Â.Ìàòðîñîâ âåä¼ò çàíÿòèÿ ïî
îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Îí ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì â òåîðèè ðàç-
ðûâíûõ ñèñòåì àëãåáðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

À.À.Êîíüêîâ ÷èòàåò êóðñ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ïî óðàâíåíèÿì â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âåä¼ò çàíÿòèÿ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, óðàâíåíèÿì
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñïåöèàëüíûå êóðñû. À.À.Êîíüêîâ ïîëó÷èë òåîðåìó ñðàâíåíèÿ
äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ, à òàêæå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ �blow-up” è
ñóùåñòâîâàíèÿ ì¼ðòâûõ çîí.

Ò.Î.Êàïóñòèíà âåä¼ò çàíÿòèÿ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, óðàâíåíèÿì â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, à òàêæå ÷èòàåò
êóðñ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè íà ýêîíîìè÷åñêîì ïîòîêå. Ò.Î.Êàïóñòèíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì â àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäàõ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Î.Ñ.Ðîçàíîâà ÷èòàåò ëåêöèè ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, óðàâ-
íåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îíà ÿâëÿåòñÿ
ñïåöèàëèñòîì â îáëàñòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â ôèíàíñîâîé
ìàòåìàòèêå, ìàòåìàòè÷åñêîé ìåòåîðîëîãèè.

À.È.Íåéøòàäò ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì, òåîðèè âîçìóùå-
íèé, òåîðèè àäèàáàòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ, òåîðèè áèôóðêàöèé, íåáåñíîé ìåõàíèêå, òåîðèè
äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ãèäðîäèíàìèêå.

Â.Â.Áûêîâ âåä¼ò çàíÿòèÿ ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Îáëà-
ñòüþ åãî íàó÷íûõ èíòåðåñîâ ÿâëÿåòñÿ êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè òåîðèè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà.
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Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

À.Â.Áîðîâñêèõ ÷èòàåò ëåêöèè ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Îí
ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì â îáëàñòè ãðóïïîâûõ ìåòîäîâ äëÿ çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â
íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ.

Í.Â.Äåíèñîâà âåä¼ò çàíÿòèÿ ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è îáûêíîâåííûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì â îáëàñòè ãàìèëüòîíîâîé
ìåõàíèêè è òåîðèè èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì.

È.Â.Ôèëèìîíîâà âåä¼ò çàíÿòèÿ ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è
óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Îíà ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëèñòîì ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèÿ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, â òîì ÷èñëå ïðîáëåìàì, ñâÿçàííûì ñ
îòñóòñòâèåì ðåøåíèé ðÿäà êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé â îáëàñòÿõ îïðåäåëåííîãî âèäà, è
àñèìïòîòèêå ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

È.Â.Àñòàøîâà ÷èòàåò êóðñ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè è îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñïåöêóðñ ïî êà÷åñòâåí-
íîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åé ðàçðàáîòàíû íîâûå ìåòîäû
èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ è êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà, â òîì ÷èñëå, ñîäåðæàùèõ ìëàäøèå
÷ëåíû.

Â.Â.Ïàëèí âåä¼ò çàíÿòèÿ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, êàê îáûêíîâåííûì, òàê
è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èì ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ðåçóëüòàòîâ â îáëàñòè îáîñíîâàíèÿ
ôèçè÷åñêèõ ïðèíöèïîâ íåðàâíîâåñíîé òåðìîäèíàìèêè.

Ì.Ñ.Ðîìàíîâ âåä¼ò çàíÿòèÿ ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, óðàâ-
íåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îí ÿâëÿåòñÿ ñïå-
öèàëèñòîì, êàê â ãèäðîäèíàìèêå, âêëþ÷àÿ òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ òèïà Ïðàíäòëÿ, òàê
è â òåîðèè óñðåäíåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Í.À.Ðàóòèàí âåä¼ò çàíÿòèÿ êàê ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì,
òàê è ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Åé ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè
íåîäíîðîäíûõ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ ôàç, à òàêæå ïî òåîðèè èíòåãðàëüíûõ è
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ý.Ð.Ðîçåíäîðí (1936�2012) ÷èòàë ñïåöèàëüíûé êóðñ ïî ìåòåîðîëîãèè è â¼ë çàíÿòèÿ ïî
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Îí � ïðèçíàííûé ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè ïîâåðõíîñòåé.

Â.Â. Êîçëîâ âåä¼ò íà êàôåäðå íàó÷íî - èññëåäîâàòåëüñêèé ñåìèíàð. Â 1989 � 1998 ãã.
Â.Â.Êîçëîâ ÿâëÿëñÿ Ïðîðåêòîðîì ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, 1998�2001 ãã. Â.Â.Êîçëîâ
� çàìåñòèòåëü ìèíèñòðà îáðàçîâàíèÿ ÐÔ � Ãëàâíûé ó÷åíûé ñåêðåòàðü ÂÀÊ Ðîññèè, ñ
2001 ã. ÿâëÿåòñÿ âèöå-ïðåçèäåíòîì ÐÀÍ, ñ 2004 ã. � äèðåêòîð Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
èì. Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ, à ñ 2005 ã. ðóêîâîäèò êàôåäðîé. Â.Â. Êîçëîâ ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì
ðåäêîëëåãèé è âîçãëàâëÿåò ðåäàêöèè íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ èçâåñòíûõ íàó÷íûõ èçäàíèé
è æóðíàëîâ, ÿâëÿåòñÿ èíîñòðàííûì è ïî÷¼òíûì ÷ëåíîì íåñêîëüêèõ àêàäåìèé íàóê è
íàó÷íûõ ñîîáùåñòâ. Â.Â.Êîçëîâ çàíèìàåòñÿ âîïðîñàìè, ñâÿçàííûìè ñ òåîðåòè÷åñêîé è
ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêîé, ñìåæíûìè âîïðîñàìè êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè, âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Â.Â.Êîçëîâûì ïðîâîäèëèñü èññëåäîâàíèÿ ïî òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè,
ïðîáëåìå òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè, òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òåîðèè ðàâ-
íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

È.Ã. Ïåòðîâñêèé ïðèäàâàë áîëüøîå çíà÷åíèå îçíàêîìëåíèþ ñòóäåíòîâ ñ ïðèëîæåíè-
ÿìè òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â òåõíèêå, ôèçèêå, ìåõàíèêå è äðóãèõ ðàçäå-
ëàõ åñòåñòâîçíàíèÿ. Îí ïðèãëàñèë Ã.È. Áàðåíáëàòòà ÷èòàòü êóðñ �Ìåõàíèêà ñïëîøíîé
ñðåäû”, îáÿçàòåëüíûé äëÿ ñòóäåíòîâ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò êóðñ
ïîëüçîâàëñÿ áîëüøèì óñïåõîì ó ñòóäåíòîâ.
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Êîçëîâ Â.Â., ×å÷êèí Ã.À., Êàôåäðà Äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

È.Ã. Ïåòðîâñêèé ñ÷èòàë, ÷òî èçó÷åíèå âîïðîñîâ, êîòîðûå ñòàâèò ïåðåä ìàòåìàòèêà-
ìè ôèçèêà, ìåõàíèêà è äðóãèå åñòåñòâåííûå íàóêè, èìååò ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå, ÷òî
èìåííî çàäà÷è åñòåñòâîçíàíèÿ ìîãóò ïðèäàòü ïðàâèëüíóþ îðèåíòàöèþ òåîðåòè÷åñêèì èñ-
ñëåäîâàíèÿì, âñåãäà ñîâåòîâàë ñâîèì ó÷åíèêàì è ñîòðóäíèêàì çàíèìàòüñÿ ïðèêëàäíûìè
çàäà÷àìè, âñòóïàòü â íàó÷íûå êîíòàêòû ñ ìåõàíèêàìè, ôèçèêàìè.

Â 1970�1973 ãã. íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàáîòàëè ôèçèêè: È.Å. Äçÿ-
ëîøèíñêèé, À.È. Ïîëÿêîâ, À.Í. Áðîäñêèé, À.È. Íàóìîâ. Îíè ïðèíèìàëè ó÷àñòèå â ðàáîòå
ñåìèíàðà ïî ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûé îðãàíèçîâàë È.Ã.
Ïåòðîâñêèé îñåíüþ 1972 ã. Ðóêîâîäèëè ýòèì ñåìèíàðîì Ïåòðîâñêèé è ôèçèê È.Ì. Ëèô-
øèö. Ýòîìó ñåìèíàðó Ïåòðîâñêèé óäåëÿë îñîáîå âíèìàíèå. Íåñìîòðÿ íà ÷ðåçâû÷àéíóþ
çàíÿòîñòü ðåêòîðñêèìè äåëàìè è óõóäøàâøååñÿ çäîðîâüå, îí ñàì âûñëóøèâàë äîêëàä÷è-
êà íàêàíóíå êàæäîãî çàñåäàíèÿ ñåìèíàðà è â äåëèêàòíîé ôîðìå äàâàë ðåêîìåíäàöèè: êàê
ïîñòðîèòü äîêëàä, ÷òîáû îí áûë èíòåðåñåí è äëÿ ôèçèêîâ, è äëÿ ìàòåìàòèêîâ. Ïîñëåäíåå
çàñåäàíèå ñåìèíàðà ñîñòîÿëîñü çà ÷åòûðå äíÿ äî ñìåðòè Ïåòðîâñêîãî.

Ïîñëå ñìåðòè È.Ã. Ïåòðîâñêîãî â 1973 ã. áûë îðãàíèçîâàí ñåìèíàð èìåíè È.Ã. Ïåò-
ðîâñêîãî ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è ìàòåìàòè÷åñêèì ïðîáëåìàì ôèçèêè ïîä
ðóêîâîäñòâîì Â.È. Àðíîëüäà, Ì.È. Âèøèêà, Ñ.Ï. Íîâèêîâà è Î.À. Îëåéíèê. Ýòîò ñåìè-
íàð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîäîëæåíèå ñåìèíàðà ïî ìàòåìàòè÷åñêèì çàäà÷àì òåîðå-
òè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûì ðóêîâîäèë È.Ã. Ïåòðîâñêèé. Â 1976 ã. ïî èíèöèàòèâå êàôåä-
ðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿëàñü Âñåñîþçíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî óðàâíåíèÿì ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïîñâÿùåííàÿ 75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ È.Ã. Ïåòðîâñêîãî. Íà-
÷èíàÿ ñ 1978 ã. åæåãîäíî ïðîâîäèëèñü ñîâìåñòíûå ñåññèè ñåìèíàðà èìåíè È.Ã. Ïåòðîâñêîãî
è Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, ïðèóðî÷åííûå êî äíþ ðîæäåíèÿ È.Ã. Ïåòðîâ-
ñêîãî. Ýòè ñåññèè ôàêòè÷åñêè ÿâëÿëèñü íàó÷íûìè êîíôåðåíöèÿìè øèðîêîãî ïðîôèëÿ ñ
ó÷àñòèåì ìíîãèõ èçâåñòíûõ èíîãîðîäíèõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ. Ñ 1991 ãîäà òàêèå êîíôå-
ðåíöèè ñòàëè ìàñøòàáíåå è øèðå ïî ãåîãðàôèè ó÷àñòíèêîâ. Íà÷èíàÿ ñ 2001 êîíôåðåíöèÿ
èìåíè È.Ã.Ïåòðîâñêîãî ïðîâîäèòñÿ ðàç â 3�4 ãîäà è ñîáèðàåò áîëåå 500 ó÷àñòíèêîâ. Íà-
÷èíàÿ ñ 1975 ã. â Èçäàòåëüñòâå Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà åæåãîäíî âûõîäèëè ñáîðíèêè
íàó÷íûõ ñòàòåé �Òðóäû ñåìèíàðà èìåíè È.Ã. Ïåòðîâñêîãî”, ðåäêîëëåãèþ êîòîðûõ âîç-
ãëàâëÿëà Î.À. Îëåéíèê, à â ïîñëåäñòâèè âîçãëàâèë Â.À.Ñàäîâíè÷èé.

Êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé åæåãîäíî îáñëóæèâàåò 12 îáÿçàòåëüíûõ ëåê-
öèîííûõ êóðñîâ íà Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå â Ìîñêâå, à òàêæå êóðñû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â ôèëèàëàõ ÌÃÓ â ãî-
ðîäàõ Àñòàíà, Äóøàíáå è Áàêó.

Ïðåïîäàâàòåëè êàôåäðû ñîòðóäíè÷àëè è ïðîäîëæàþò àêòèâíî ñîòðóäíè÷àòü ñ äðóãè-
ìè óíèâåðñèòåòàìè è íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèìè êîëëåêòèâàìè. Â.À.Êîíäðàòüåâ ñ 1991
ã. ïî 2010 ã. ïðåïîäàâàë êóðñû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ â ÌÀÒÈ�ÐÃÒÓ èì.Ê.Ý.Öèîëêîâñêîãî, ÿâëÿëñÿ îäíèì èç ñîçäàòåëåé è ðóêîâî-
äèòåëåé íàó÷íîé øêîëû ýòîãî âóçà, â ñîçäàíèè è ðàáîòå êîòîðîé â 1991�2000 ïðèíèìàëè
àêòèâíîå ó÷àñòèå È.Â.Àñòàøîâà, À.Â.Ôèëèíîâñêèé, â 2003�2007 ãã. � È.Â.Ôèëèìîíîâà.
È.Â.Àñòàøîâà ÷èòàåò êóðñû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, àâòîðîì ó÷åáíûõ ïîñî-
áèé ïî âñåì ÷èòàåìûì êóðñàì â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ýêîíîìèêè,
ñòàòèñòèêè è èíôîðìàòèêè (ÌÝÑÈ) è ÿâëÿåòñÿ îðãàíèçàòîðîì è ðóêîâîäèòåëåì íàó÷-
íîé øêîëû ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòîãî óíèâåðñèòåòà.
À.Â.Ôèëèíîâñêèé ÷èòàåò êóðñû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ñïå-
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öèàëüíûé êóðñ ïî ìåòîäàì ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, ÿâëÿ-
åòñÿ àâòîðîì ó÷åáíûõ ïîñîáèé â Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòå-
òå èì.Í.Ý.Áàóìàíà. Íà áàçå êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÝÑÈ ñ 2001 ãîäà ðàáîòà-
åò Ìåæâóçîâñêèé íàó÷íûé ñåìèíàð (ÌÃÓ � ÌÃÒÓ èì.Í.Ý.Áàóìàíà � ÌÝÑÈ) ïî êà÷å-
ñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñìåæíûì âîïðîñàì ïîä ðóêîâîäñòâîì
È.Â.Àñòàøîâîé, À.Â.Ôèëèíîâñêîãî, Â.À.Íèêèøêèíà. Ã.À.×å÷êèí ñ 1999 ïî 2011 ãã. ïðå-
ïîäàâàë êóðñû �Òåîðèè óïðóãîñòè” è �Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ” â Óíèâåðñèòåòñêîì
êîëëåäæå ãîðîäà Íàðâèê (Íîðâåãèÿ).

Â ðàçíûå ãîäû íà êàôåäðå ðàáîòàë ðÿä íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðîâ.

• Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü ñåìèíàð ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.À. Êîíäðàòüåâà, Â.Ì. Ìèë-
ëèîíùèêîâà è Í.Õ. Ðîçîâà, îðãàíèçîâàííûé â 1971 ã. è ðàáîòàþùèé ïî íàñòîÿùåå
âðåìÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Í.Õ.Ðîçîâà, È.Í.Ñåðãååâà, È.Â.Àñòàøîâîé, À.Â.Áîðîâñêèõ
(ó÷åíûì ñåêðåòàðåì ñåìèíàðà ÿâëÿåòñÿ Â.Â.Áûêîâ). Ïîñëå ñìåðòè Â.Â. Íåìûöêîãî
â 1967 ã. ñåìèíàð ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàí-
íûé â 1930 ã. Â.Â. Ñòåïàíîâûì, íåñêîëüêî ëåò ïðîäîëæàë ôóíêöèîíèðîâàòü ïîä
ðóêîâîäñòâîì Á.Ï. Äåìèäîâè÷à, íûíå ïîêîéíîãî. Ñåìèíàð, ðóêîâîäèìûé Í.Õ. Ðî-
çîâûì, È.Í.Ñåðãååâûì, È.Â.Àñòàøîâîé è À.Â.Áîðîâñêèõ ïðèçâàí èãðàòü òó ðîëü,
êîòîðàÿ ïðèíàäëåæàëà ñåìèíàðó Â.Â. Ñòåïàíîâà. Õðîíèêà ñåìèíàðà äâà ðàçà â ãîä
ïå÷àòàåòñÿ â æóðíàëå �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ”.

• Òàêæå íà êàôåäðå ðàáîòàåò ñåìèíàð ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.Â.Æèêîâà, Å.Â.Ðàäêåâè÷à,
À.Ñ.Øàìàåâà è Ò.À.Øàïîøíèêîâîé, êîòîðûé âïèòàë â ñåáÿ òðàäèöèè íåñêîëü-
êèõ ñåìèíàðîâ, âêëþ÷àÿ ñåìèíàð, îñíîâàííûé Â.À.Êîíäðàòüåâûì è Å.Ì.Ëàíäèñîì,
à òàêæå ñåìèíàð ïî àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì Â.Â.Æèêîâà, À.Ñ.Øàìàåâà è
Ò.À.Øàïîøíèêîâîé.

• Íà÷èíàÿ ñ 1995 ãîäà íà êàôåäðå ôóíêöèîíèðóåò ñåìèíàð ïî óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè ïîä ðóêîâîäñòâîì Ã.À.×å÷êèíà, íà÷èíàâøèé ñâîþ ðàáîòó, êàê ñåìè-
íàð ïî òåîðèè óñðåäíåíèÿ, à òåïåðü âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ øèðîêèé ñïåêòð âîïðîñîâ
òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ñîâåò ñåìèíàðà ñîñòîèò èç ïðîôåññîðà
Ñàìîõèíà Â.Í. è äîöåíòà Ðîìàíîâà Ì.Ñ.

• Äàâíî ðàáîòàåò, ñòàâøèé óæå êëàññè÷åñêèì, ñåìèíàð ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.Â.Êîçëîâà è Ä.Â.Òðåùåâà.

Íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîçäàíî áîëüøîå ÷èñëî ó÷åáíèêîâ, ó÷åá-
íûõ ïîñîáèé è ìîíîãðàôèé. Óêàæåì íåêîòîðûå èç íèõ.

Î.À. Îëåéíèê íàïèñàëà ìîíîãðàôèè �Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ” (1969 ã., ÑØÀ), �Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåîòðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôîðìîé” (1971 ã., ñîâìåñòíî ñ Å.Â. Ðàäêåâè÷åì), �Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè
ñèëüíî íåîäíîðîäíûõ óïðóãèõ ñðåä” (1990 ã., ñîâìåñòíî ñ Ã.À. Èîñèôüÿíîì è À.Ñ. Øàìà-
åâûì), �Óñðåäíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ” (1993 ã., ñîâìåñòíî ñ Â.Â. Æèêîâûì
è Ñ.Ì. Êîçëîâûì), �Íåêîòîðûå àñèìïòîòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè” (1996 ã., Âåëèêîáðèòàíèÿ), �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ïîãðàíè÷-
íîãî ñëîÿ” (1997 ã., ñîâìåñòíî ñ Â.Í. Ñàìîõèíûì). Íà îñíîâå íåîäíîêðàòíî ÷èòàâøå-
ãîñÿ Î.À. Îëåéíèê êóðñà ëåêöèé èçäàí åå ó÷åáíèê �Ëåêöèè îá óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè” (1976 ã.), êîòîðûé âûäåðæàë íåñêîëüêî ïåðåèçäàíèé (2005, 2009 ãã.).

Ð.Ñ. Ãóñàðîâà íàïèñàëà ó÷åáíîå ïîñîáèå �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ” (1980 ã.) íà
îñíîâå ëåêöèîííîãî êóðñà, êîòîðûé îíà ÷èòàëà äëÿ âå÷åðíåãî îòäåëåíèÿ.
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À.Ô. Ôèëèïïîâûì íàïèñàíû ìîíîãðàôèè �Îá óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé”
(1956 ã., ñîâìåñòíî ñ Â.Ñ. Ðÿáåíüêèì) è �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðà-
âîé ÷àñòüþ” (1985 ã.), à òàêæå ó÷åáíîå ïîñîáèå �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ” (1960
ã., ñîâìåñòíî ñ Ë.Ý. Ýëüñãîëüöåì), ïîëó÷èâøèé øèðîêóþ èçâåñòíîñòü �Ñáîðíèê çàäà÷ ïî
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì” (1961 ã. ñ íåîäíîêðàòíûì ïåðåèçäàíèåì â ïîñëåäóþùèå
ãîäû) è ó÷åáíèê �Ââåäåíèå â òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé� (2004 ã. ñ íåîäíî-
êðàòíûì ïåðåèçäàíèåì â ïîñëåäóþùèå ãîäû).

Å.Ì. Ëàíäèñó ïðèíàäëåæèò ìîíîãðàôèÿ �Óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîãî
è ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïîâ” (1971 ã.).

Í.Õ. Ðîçîâûì íàïèñàíû ìîíîãðàôèè �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðà-
ìåòðîì è ðåëàêñàöèîííûå êîëåáàíèÿ” (1975 ã., ñîâìåñòíî ñ Å.Ô. Ìèùåíêî), �Ïåðèîäè÷å-
ñêèå äâèæåíèÿ è áèôóðêàöèîííûå ïðîöåññû â ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåìàõ” (1995
ã., ñîâìåñòíî ñ Å.Ô. Ìèùåíêî, Þ.Ñ. Êîëåñîâûì è À.Þ. Êîëåñîâûì), �Àñèìïòîòè÷åñêèå
ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé”
(1998 ã., ñîâìåñòíî ñ À.Þ. Êîëåñîâûì è Å.Ô. Ìèùåíêî). Îí ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç àâòî-
ðîâ �Ôðàíöóçñêî-ðóññêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñëîâàðÿ” (1970 ã., ïåðåèçäàí â 1994 ã., ñîâ-
ìåñòíî ñ Ì.Â. Äðàãíåâûì è Ì.È. Æàðîâûì). Ìíîãîêðàòíî ïåðåèçäàâàëèñü êíèãè Í.Õ.
Ðîçîâà �Ïîñîáèå ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ïîñòóïàþùèõ â âóçû. Èçáðàííûå âîïðîñû ýëåìåí-
òàðíîé ìàòåìàòèêè” è �Êðàòêîå ïîñîáèå ïî ìàòåìàòèêå äëÿ ïîñòóïàþùèõ â Ìîñêîâñêèé
óíèâåðñèòåò”, íàïèñàííûå â ñîàâòîðñòâå ñ Ã.Â. Äîðîôååâûì è Ì.Ê. Ïîòàïîâûì.

Êíèãè Â.È. Àðíîëüäà �Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ” (1971 ã.), �Ìà-
òåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè” (1974 ã.), �Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû òåîðèè
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé” (1978 ã.), íàïèñàííûå íà îñíîâå ïðî÷èòàí-
íûõ èì ëåêöèîííûõ êóðñîâ, ïîëüçóþòñÿ áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ â íàøåé ñòðàíå è çà
ðóáåæîì. Â.È. Àðíîëüäó ïðèíàäëåæèò òàêæå ðÿä ìîíîãðàôèé, â ÷èñëå êîòîðûõ �Òåîðèÿ
êàòàñòðîô” (1981 ã.), �Îñîáåííîñòè äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé” ÷àñòè 1 è 2 (1982
ã. è 1984 ã., ñîâìåñòíî ñ À.Í. Âàð÷åíêî è Ñ.Ì. Ãóñåéí-Çàäå), �Îáûêíîâåííûå äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ” (1985 ã., ñîâìåñòíî ñ Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî), �Ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû
êëàññè÷åñêîé è íåáåñíîé ìåõàíèêè” (1985 ã., ñîâìåñòíî ñ Â.Â. Êîçëîâûì è À.È. Íåé-
øòàäòîì), �Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ” (1985 ã., ñîâìåñòíî ñ À.Á. Ãèâåíòàëåì), �Òåîðèÿ
áèôóðêàöèé” (1986 ã., ñîâìåñòíî ñ Â.À. Àôðàéìîâè÷åì, Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî è Ë.Ï. Øèëü-
íèêîâûì) è äðóãèå.

Þ.Â. Åãîðîâûì íàïèñàíû êíèãè �Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ãëàâíî-
ãî òèïà” (1984 ã.), �Ëåêöèè ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Äîïîëíèòåëü-
íûå ãëàâû” (1985 ã.), �Ìèêðîëîêàëüíûé àíàëèç” (1988 ã.), �Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Îñíîâû êëàññè÷åñêîé òåîðèè” (1987 ã., ñîâìåñòíî
ñ Ì.À. Øóáèíûì), �Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
Ýëåìåíòû ñîâðåìåííîé òåîðèè” (1988 ã., ñîâìåñòíî ñ Ì.À. Øóáèíûì).

Ñ.Í. Êðóæêîâ ÿâëÿåòñÿ àâòîðîì ìîíîãðàôèè �Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè” â äâóõ ÷àñòÿõ (1969�1970 ãã.), ñîñòàâëåííîé íà îñíîâå ïðî÷èòàííûõ èì
ñïåöêóðñîâ. Â 1997 ã. îïóáëèêîâàíî êðàòêîå ó÷åáíîå ïîñîáèå À.Þ. Ãîðèöêîãî, Ñ.Í. Êðóæ-
êîâà è Ã.À. ×å÷êèíà �Êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà: îáîáùåííûå ðåøåíèÿ, óäàðíûå âîëíû, öåíòðèðîâàííûå âîëíû ðàçðåæåíèÿ”. Â 1999
ã. âûøëî ñóùåñòâåííî ðàñøèðåííîå è ïåðåðàáîòàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå À.Þ. Ãîðèöêîãî,
Ñ.Í. Êðóæêîâà è Ã.À. ×å÷êèíà �Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà”.

Â 1982 ã. èçäàíà êíèãà Á.Ð. Âàéíáåðãà �Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â óðàâíåíèÿõ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè”.
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Ì.È. Âèøèêîì íàïèñàíû ìîíîãðàôèè �Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è ñòàòèñòè÷åñêîé
ãèäðîäèíàìèêè” (1980 ã., ñîâìåñòíî ñ À.Â. Ôóðñèêîâûì) è �Àòòðàêòîðû ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé” (1989 ã., ñîâìåñòíî À.Â. Áàáèíûì), êîòîðûå áûëè ïåðåâåäåíû íà àíãëèéñêèé
ÿçûê è èçäàíû â èçâåñòíûõ èçäàòåëüñòâàõ â 1988 è 1992 ãîäàõ, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñîàâ-
òîðñòâå ñ ×åïûæîâûì Â.Â. âûøëà ìîíîãðàôèÿ �Àòòðàêòîðû óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè” â èçäàòåëüñòâå Àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà AMS (2002 ã., ÑØÀ).

Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî îïóáëèêîâàë ìîíîãðàôèè �Òåîðåìû êîíå÷íîñòè äëÿ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ” (1991 ã., ÑØÀ), �Íåëîêàëüíûå áèôóðêàöèè” (1999 ã., ñîâìåñòíî ñ Ëè Âåéãó).

Ì.À. Øóáèíûì íàïèñàíû êíèãè �Ëåêöèè ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå” (1972 ã., ñîâìåñòíî
ñ Ô.À. Áåðåçèíûì), �Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû è ñïåêòðàëüíàÿ òåîðèÿ” (1978
ã.).

À.È. Êîìå÷ íàïèñàë ó÷åáíîå ïîñîáèå �Ïðàêòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè” (1986 ã.), âïîñëåäñòâèè ïåðåèçäàííîå.

È.Í. Ñåðãååâ ÿâëÿåòñÿ àâòîðîì ðÿäà êíèã ïî ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêå è ïîñîáèé äëÿ
ïîñòóïàþùèõ â âûñøèå ó÷åáíûå çàâåäåíèÿ, à òàêæå àâòîðîì ó÷åáíèêà ïî îáûêíîâåííûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

À.Ñ. Øàìàåâ íàïèñàë ìîíîãðàôèþ �Ìåòîäû, ïðîöåäóðû è ñðåäñòâà àýðîêîñìè÷åñêîé
êîìïüþòåðíîé ðàäèîòîìîãðàôèè ïðèïîâåðõíîñòíûõ îáëàñòåé Çåìëè” (1996 ã., ñîâìåñòíî
ñ êîëëåêòèâîì ñîàâòîðîâ).

Ã.À.×å÷êèí, À.Ñ.Øàìàåâ è À.Ë.Ïÿòíèöêèé ÿâëÿþòñÿ àâòîðàìè ìîíîãðàôèè �Òåîðèÿ
óñðåäíåíèÿ. Ìåòîäû è ïðèëîæåíèÿ” (2007 ã.), êîòîðàÿ áûëà òàêæå ïåðåâåäåíà íà àíãëèé-
ñêèé ÿçûê è èçäàíà Àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì AMS (2007 ã., ÑØÀ).

Êîëëåêòèâ àâòîðîâ (Ò.Ä.Âåíòöåëü, À.Þ.Ãîðèöêèé, Ò.Î.Êàïóñòèíà, Â.À.Êîíäðàòüåâ,
Å.Â.Ðàäêåâè÷, Î.Ñ.Ðîçàíîâà, Ã.À.×å÷êèí, À.Ñ.Øàìàåâ, Ò.À.Øàïîøíèêîâà) ïîäãîòîâèë
è èçäàë ñáîðíèê çàäà÷ ïîä ðåäàêöèåé À.Ñ.Øàìàåâà ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè, ïî ìàòåðèàëàì ïèñüìåííûõ ýêçàìåíîâ, ïðîâîäèìûõ íà êàôåäðå íà ïðîòÿæåíèè
ðÿäà ëåò. Çàäà÷íèê âûäåðæàë íåñêîëüêî ïåðåèçäàíèé (2005, 2010 ãã.) è áûë ïåðåâåä¼í íà
êèòàéñêèé ÿçûê (2009 ã.)

Ã.À.×å÷êèí, Ò.Î.Êàïóñòèíà è Ò.Ï.×å÷êèíà ÿâëÿþòñÿ àâòîðàìè ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ ïî
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì �Êîíñïåêòû ëåêöèé ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì” (2012 ã.)

Ý.Ð.Ðîçåíäîðí ÿâëÿëñÿ ïîáåäèòåëåì Âñåñîþçíîãî êîíêóðñà íà ëó÷øèé ó÷åáíèê äëÿ
åñòåñòâåííî � íàó÷íûõ ôàêóëüòåòîâ.

Â.À.Êîíäðàòüåâûì ñîâìåñòíî ñ ñîòðóäíèêàìè êàôåäðû èçäàíû ñëåäóþùèå ìîíîãðà-
ôèè: à) Êîíäðàòüåâ Â.À., Ëàíäèñ Å.Ì. Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Èòîãè íàóêè è òåõíèêè. Ñîâðå-
ìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. ò. 32, 1988, ñ. 99 � 215. á)
Egorov U.V., Kondratiev V.A. On Spectral Theory of Elliptic Operators. Operator Theory:
Advances and Applications, V. 89, Birkhauser, 1996, 325 ð. â) Astashova I., Filinovskii A.,
Kondratiev V., Muravey L. Some Problems in the Qualitative Theory of Di�erential Equations,
J. of Natural Geometry, V. 23, �1�2, London, Jnan Bhawan Publishers, 2003, 126 p. ã) Borsuk
M., Kondratiev V. Elliptic Boundary Value Problems of Second Order Piecewise Smooth
Domains. North�Holland Mathematical Library, v. 69, 2006, 531 p.

Â 2012 ã. ñîòðóäíèêàìè êàôåäðû îïóáëèêîâàíà ìîíîãðàôèÿ �Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñìåæíûå âîïðîñû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà”, ïîä
ðåä. Àñòàøîâîé È.Â. ×àñòü 1. (Àñòàøîâà È.Â.) Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé êâàçè-
ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ×àñòü II. (Ôèëèíîâñêèé À.Â.)
Ñòàáèëèçàöèÿ è ñïåêòð â çàäà÷àõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. ×àñòü III. (Íèêèøêèí Â.À.)
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Êîçëîâ Â.Â., ×å÷êèí Ã.À., Êàôåäðà Äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷. ×àñòü IV. (Åæàê Ñ.Ñ., Êàðóëèíà
Å.Ñ., Òåëüíîâà Ì.Þ.) Îöåíêè ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ Øòóðìà
�Ëèóâèëëÿ ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì íà ïîòåíöèàë. Íàó÷íîå èçäàíèå, 647 ñ. Ì.: ÞÍÈÒÈ�
ÄÀÍÀ, 2012.

Íàó÷íûå äîñòèæåíèÿ ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èëè
øèðîêîå ïðèçíàíèå.

Â.Â. Êîçëîâ áûë íàãðàæä¼í â 1977 ã. Ïðåìèåé Ëåíèíñêîãî êîìñîìîëà; â 1986 ã. Ëî-
ìîíîñîâñêîé ïðåìèåé 1-îé ñòåïåíè; â 1988 ã. Ïðåìèåé Ñ. À. ×àïëûãèíà ÀÍ ÑÑÑÐ; â
1994 ã. Ãîñóäàðñòâåííîé ïðåìèåé Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè; â 2000 ã. Ïðåìèåé èìåíè Ñ. Â.
Êîâàëåâñêîé ÐÀÍ; â 2004 ã. Çîëîòîé ìåäàëüþ Àíðè Ïóàíêàðå Ìåæäóíàðîäíîé ôåäåðà-
öèè íåëèíåéíûõ àíàëèòèêîâ (IFNA); â 2007 ã. Çîëîòîé ìåäàëüþ èì. Ëåîíàðäà Ýéëåðà
ÐÀÍ; â 2009 ã. Ïðåìèåé èì. Ê. Àãîñòèíåëëè Òóðèíñêîé àêàäåìèè íàóê; â 2010 ã. Ïðåìè-
åé �Òðèóìô”. Â.Â. Êîçëîâ èìååò ãîñóäàðñòâåííûå íàãðàäû: â 1999 ã. � Îðäåí Ïî÷åòà; â
2005 ã. � Îðäåí �Çà çàñëóãè ïåðåä Îòå÷åñòâîì” IV ñòåïåíè; â 2009 ã. � Îðäåí �Çà çàñëóãè
ïåðåä Îòå÷åñòâîì” III ñòåïåíè; â 2010 ã. Ïðåìèÿ Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè â
îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ.

Â.È. Àðíîëüä áûë óäîñòîåí â 1965 ã. Ëåíèíñêîé ïðåìèè, â 1982 ã. Êðàôîðäñêîé ïðå-
ìèè Êîðîëåâñêîé Øâåäñêîé Àêàäåìèè íàóê, â 1992 ã. ïðåìèÿ èì. Ëîáà÷åâñêîãî, â 2007
ã. Ãîñóäàðñòâåííîé ïðåìèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, íàãðàæä¼í â 1999 ã. � Îðäåíîì �Çà
çàñëóãè ïåðåä Îòå÷åñòâîì” IV ñòåïåíè, èçáðàí ïî÷åòíûì ÷ëåíîì Ëîíäîíñêîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îáùåñòâà, èíîñòðàííûì ÷ëåíîì Íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè íàóê ÑØÀ, Ïàðèæñêîé
Àêàäåìèè íàóê, íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè äåè Ëèí÷åè, ïî÷åòíûì äîêòîðîì óíèâåðñèòåòîâ
Ïüåðà è Ìàðè Êþðè (Ïàðèæ), Óîðèêà (Êîâåíòðè), Óòðåõòà, Áîëîíüè, Òîðîíòî, Êîìïëó-
òåíñå (Ìàäðèä).

Î.À. Îëåéíèê ÿâëÿëàñü ëàóðåàòîì Ãîñóäàðñòâåííîé ïðåìèè, à òàêæå ïðåìèé èìåíè
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Í.Ã. ×åáîòàðåâà, È.Ã. Ïåòðîâñêîãî. Îíà èçáðàíà èíîñòðàííûì ÷ëåíîì
Èòàëüÿíñêîé íàöèîíàëüíîé Àêàäåìèè äåè Ëèí÷åè, Àêàäåìèè â Ïàëåðìî, Àêàäåìèè íàóê
è èñêóññòâ â Ìèëàíå, Ñàêñîíñêîé Àêàäåìèè íàóê, ïî÷åòíûì ÷ëåíîì Ýäèíáóðãñêîãî Êîðî-
ëåâñêîãî îáùåñòâà, ÷ëåíîì Åâðîïåéñêîé Àêàäåìèè íàóê, Ìåæäóíàðîäíîé Àêàäåìèè íàóê
âûñøåé øêîëû, ïî÷åòíûì äîêòîðîì Ðèìñêîãî óíèâåðñèòåòà. Î.À. Îëåéíèê íàãðàæäåíà
îðäåíîì Ïî÷åòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, à òàêæå èìåííîé ìåäàëüþ Êîëëåæ äå Ôðàíñ, ìå-
äàëüþ ïåðâîé ñòåïåíè Êàðëîâà óíèâåðñèòåòà â Ïðàãå, Ìåæäóíàðîäíîé çîëîòîé ìåäàëüþ
�Äàéäèëîí â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê” Ìåæäóíàðîäíîãî Îëèìïèéñêîãî Ôîðóìà â
Àôèíàõ.

Â 1988 ãîäó Þ.Â. Åãîðîâó, Â.À. Êîíäðàòüåâó, Ë.Ä. Êóäðÿâöåâó è Î.À. Îëåéíèê çà
öèêë ðàáîò �Èññëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è èõ ïðè-
ëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå”, îïóáëèêîâàííûõ â 1959 � 1985 ã.ã., áûëà ïðèñóæäåíà
Ãîñóäàðñòâåííàÿ ïðåìèÿ. Â.À.Êîíäðàòüåâ è Þ.Â.Åãîðîâ â 1998 ã. íàãðàæäåíû ïðåìèåé
èìåíè È.Ã.Ïåòðîâñêîãî, â 2009 ãîäó Â.À.Êîíäðàòüåâ ïðèçíàí ëó÷øèì ïðåïîäàâàòåëåì
ÌÃÓ. Þ.Â. Åãîðîâó è Ý.Ð. Ðîçåíäîðíó ïðèñóæäåíà ïðåìèÿ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà. Ëà-
óðåàòîì ýòîé ïðåìèè ÿâëÿåòñÿ òàêæå À.Ô. Ôèëèïïîâ.

Ì.È.Âèøèê áûë óäîñòîåí ïðåìèè èìåíè È.Ã.Ïåòðîâñêîãî è Ìåæäóíàðîäíîé ïðåìèè
Ãóìáîëüäòà.

Ä.Â. Àíîñîâ, Â.È. Àðíîëüä, Á.Ð. Âàéíáåðã, Ì.È. Âèøèê,Þ.Â. Åãîðîâ, Í.Í. Íåõîðîøåâ
� ëàóðåàòû ïðåìèé Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.

Ïîñëåäíèå ãîäû ìíîãèå ÷ëåíû êàôåäðû ïîëó÷àþò íàó÷íûå ãðàíòû: ãðàíòû ÐÔÔÈ,
ãðàíòû Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë, ìîëîäûõ êàíäèäàòîâ è
äîêòîðîâ íàóê, ãðàíòû INTAS, ISF, Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè, à òàêæå Ìåãàãðàíò Ïðàâèòåëü-
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Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

ñòâà ÐÔ. Ðåãóëÿðíî ïðîâîäÿòñÿ çàñåäàíèÿ íàó÷íîãî ñåìèíàðà Ëàáîðàòîðèè Áåðíóëëè, ñî-
çäàííîé â ðàìêàõ Ìåãàãðàíòà, ïðè ÈÌÈÑÑ ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, ïîä ðóêîâîäñòâîì
âåäóùåãî ó÷¼íîãî Ò.Ñ.Ðàòüþ, à òàêæå Ñ.Ñ. Ëåìàêà, Ã.À. ×å÷êèíà è À.È. Øàôàðåâè÷à
(ó÷¼íûé ñåêðåòàðü ñåìèíàðà � Í.Â. Äåíèñîâà).

24



Àáäóëëàçàäå Í.Í., ×å÷êèí Ã.À., Ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, âîçìóù¼ííîå óñëîâèåì òèïà Ñòåêëîâà

Ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, âîçìóù¼ííîå
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì òèïà Ñòåêëîâà

Àáäóëëàçàäå Í.Í.1, ×å÷êèí Ã.À.2

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à â ôèêñèðîâàííîé äâóìåðíîé îáëàñòè ñ óñëîâèåì

òèïà Ñòåêëîâà íà ìàëîì ó÷àñòêå ãðàíèöû. Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ èñ÷åçíîâåíèÿ ñïåêòðà

(ñòðåìëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ê áåñêîíå÷íîñòè) òàêîé çàäà÷è ïðè ñòðåìëåíèè

äëèíû ìàëîãî ó÷àñòêà ê íóëþ.

Ââåäåíèå

Ñèíãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ êðàåâûõ è ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ íà ìàëûõ ó÷àñòêàõ îáëàñòè, â
òîì ÷èñëå íà ãðàíèöå, èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [1], [2], [3], [4], [5], [6],
[7], [9]). Â ðàáîòå [1] ïðèâåäåíà îöåíêà ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â
òð¼õìåðíîé îáëàñòè ñ ìàëûì îòâåðñòèåì. Ïëíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïîñòðîåíî â
[4]. Â [5], [7] ðàññìîòðåíà çàäà÷à, ãäå óñëîâèå Äèðèõëå âîçìóùàåòñÿ îäíîðîäíûì óñëîâèåì
Íåéìàíà íà ìàëîì ó÷àñòêå ãðàíèöû. Â ðàáîòå [8] àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðàññìîòðåíà äëÿ
êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Â ñòàòüå [9] ðàññìîòðåíû ñëó÷àè âîçìóùåíèÿ óñëîâèÿ
Íåéìàíà óñëîâèåì Äèðèõëå è íàîáîðîò.

Èñòîðèÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Ñòåêëîâà âîñõîäèò ê ðàáîòàì, ïîÿâèâøèìñÿ íà ðóáåæå
XIX�XX âåêîâ (ñì., íàïðèìåð, [10]). Äàëåå ïîÿâèëèñü òàêèå ðàáîòû, êàê [11], [12], [13],
[14] è [15].

Â ðàáîòå [14] èññëåäóåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííàÿ çàäà÷à òèïà Ñòåêëîâà ñ ìàëûì
ïàðàìåòðîì â îãðàíè÷åííîé äâóìåðíîé îáëàñòè. Èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé òàêîé çàäà÷è ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà ê íóëþ â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé ïðåäåëüíîé çàäà÷è. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âêëþ÷àåò
â ñåáÿ áûñòðóþ ñìåíó òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ðàáîòå [15] ðàññìàòðèâàåòñÿ âûðîæäà-
þùàÿñÿ çàäà÷à òèïà Ñòåêëîâà, âîçìóù¼ííàÿ ÷åðåäîâàíèåì óñëîâèé Äèðèõëå è óñëîâèé
Ñòåêëîâà â ñëó÷àå ïðåäåëüíîé çàäà÷è Äèðèõëå.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îïåðàòî-
ðà Ëàïëàñà, âîçìóù¼ííàÿ ñïåêòðàëüíûì óñëîâèåì òèïà Ñòåêëîâà íà îäíîì ìàëîì ó÷àñòêå

1Àáäóëëàçàäå Íàäæàôãóëó Íàòèã îãëû, n-abdu@mail.ru, ñòóäåíò, ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ôèëèàëà
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà â ãîðîäå Áàêó.
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ãðàíèöû. Èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèÿìè Ñòåêëîâà íà ìàëîì ôèêñèðî-
âàííîì ó÷àñòêå èìååò ñ÷¼òíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïðè ñòðåìëåíèè ìàëîãî ïà-
ðàìåòðà, îïðåäåëÿþùåãî äëèíó ó÷àñòêà ãðàíèöû, ãäå âûñòàâëåíî óñëîâèå Ñòåêëîâà, ê
íóëþ, âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñòðåìÿòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè. Íàøà çàäà÷à îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ê
áåñêîíå÷íîñòè.

1 Îïèñàíèå îáëàñòè

Ïóñòü Ω � ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü â R2, ëåæàùàÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (ñì. ðèñ.
1), ïðè÷¼ì å¼ ãðàíèöà ∂Ω ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî�ãëàäêîé è ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ÷àñòåé:
∂Ω = Γ1 ∪ Γ2, ãäå Γ1 � îòðåçîê

[
−1

2
; 1

2

]
íà îñè àáñöèññ, ÷àñòü Γ2 ñîñòîèò èç îòðåçêîâ

[(−1
2
, 0); (−1

2
, 1)], [(−1

2
, 1); (1

2
, 1)] è [(1

2
, 1); (1

2
, 0)]. Òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Γ1 = γε ∪ Γε è

C−ε ≤ |γε| ≤ C+ε, ãäå 0 < C− < C+ < +∞. Çäåñü è äàëåå ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé
ïàðàìåòð.

Ðèñ. 1: Îáëàñòü Ω

2 Êðàåâàÿ çàäà÷à è ñõîäèìîñòü ðåøåíèé

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:
∆Uε = 0 â Ω,
Uε = 0 íà Γ2 ∪ Γε,
∂Uε
∂n

= g(x) íà γε,

(1)

çäåñü n = (n1, n2)t � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω.
Ðåøåíèå çàäà÷è (1) èùåì â ïðîñòðàíñòâå H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) = {v(x) | v(x) ∈ H1(Ω),

v(x)
∣∣
Γ2∪Γε

= 0} ñ íîðìîé ‖v‖H1(Ω,Γ2∪Γε) =

(∫
Ω

(v2 + |∇v|2) dx

) 1
2

.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ Uε ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) áóäåì íàçûâàòü îáîáù¼ííûì ðåøåíè-
åì (ñì. [16]) çàäà÷è (1), åñëè äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå
òîæäåñòâî ∫

Ω

(
∂Uε
∂x1

∂ϕ

∂x1

+
∂Uε
∂x2

∂ϕ

∂x2

) dx =

∫
γε

g ϕ ds. (2)

Áóäåì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé Uε ïðè ε, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ.

2.2 Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî òèïà Ôðèäðèõñà, äîêàçàííîå â [17].
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Ëåììà 1. Ïóñòü u ∈ H1(Ω), u = 0 íà Γ ⊂ ∂Ω, ãäå mesΓ > 0. Òîãäà∫
Ω

u2(x) dx ≤ C

∫
Ω

|∇u|2 dx, (3)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò îò Ω, mesΓ è íå çàâèñèò îò ôóíêöèè u, ò.å. C ≤ C1(Ω) +
C2(Ω)
mesΓ

.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (3) ìû ìîæåì â ïðîñòðàíñòâåH1(Ω,Γ2∪Γε) ââåñòè íîâîå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå [u, ϕ] =

∫
Ω

(∇u,∇ϕ) dx, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íîðìà ‖u‖ = [u, u]
1
2 .

Ëåììà 2. Îáîáù¼ííîå ðåøåíèå Uε çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü îáîáù¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) äîêàçûâàåòñÿ ñòàí-
äàðòíûì ïóò�åì íà îñíîâå ëåììû Ëàêñà�Ìèëüãðàìà (ñì., íàïðèìåð, [18]).

Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ, ðàâíîìåðíûå ïî ε. Äëÿ ðåøåíèÿ Uε çàäà÷è (1) â
íàøåì ñëó÷àå êîíñòàíòà C â íåðàâåíñòâå (3) íå çàâèñèò îò ε, ò.ê. mesΓ2∪Γε ≥ const |∂Ω|,
ãäå êîíñòàíòà íå çàâèñèò îò ε.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî äëÿ ñëåäîâ: ïóñòü v ∈ H1(Ω), v|∂Ω ∈ L2(∂Ω),
òîãäà ∫

∂Ω

v2ds ≤ C3

∫
Ω

(v2 + |∇v|2)dx (4)

Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2) ϕ = Uε â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâà (3) è (4), íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è óñëîâèå ýëëèïòè÷íîñòè îïåðà-
òîðà L, ïîëó÷èì ∫

Ω

|∇Uε|2 dx = ‖Uε‖2 ≤M,

ãäå M íå çàâèñèò îò ε.
Ïî òåîðåìå Ðåëëèõà (ñì., íàïðèìåð, [18]) ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèÿ U è ïîäïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü εk, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ, ÷òî

1. Uε → U ∈ H1(Ω) ïðè εk → 0 â íîðìå L2(Ω),

2.
∂Uε
∂xj

⇀
∂U

∂xj
ïðè εk → 0 ñëàáî â L2(Ω), j = 1, 2.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî U = 0 íà ãðàíèöå ∂Ω. Ñäåëàåì ëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîð-
äèíàò (x1, x2) → (y1, y2) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ci, ÿâëÿþùåéñÿ êîíöîì êóñêà Γiε òàêîå, ÷òî
ãðàíèöà ∂Ω â ýòîé îêðåñòíîñòè ïåðåéä¼ò â ïðÿìóþ y2 = 0, à òî÷êà ci â íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ðàññìîòðèì ïîëîñó øèðèíîé ω â îêðåñòíîñòè òî÷êè ci (ñì. ðèñ. 2).

Ðèñ. 2: Îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïîëîæèì γ1 = {(y1, y2) : y2 = ω, k1ε < y1 < 0}, γ2 = {(y1, y2) : y2 = ω, 0 < y1 < k1ε},
ãäå k1 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ε (ïî óñëîâèþ).
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Ïðè y1 ∈ γ1 èìååì: Uε(y1, ω) =

ω∫
0

∂Uε
∂y2

dy2. Âîçâåä¼ì ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò, ïðèìåíèì

íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è ïðîèíòåãðèðóåì ïî γ1. Ïîëó÷èì∫
γ1

U2
ε (y1, ω) dy1 ≤ ω

∫
γ1

ω∫
0

(
∂Uε
∂y2

)2

dy2 dy1 ≤ ω

∫
Q1

|∇Uε|2 dy1 dy2.

Îöåíèì òåïåðü Uε(y1, ω), ãäå y1 ∈ γ2. Èìååì: Uε(y1, ω) =

b2∫
b1

∂Uε
∂l

dl, ãäå b1 è b2 � òî÷êè,

ëåæàùèå, ñîîòâåòñòâåííî, íà Γε è γ2 è ïðèíàäëåæàùèå ïðÿìîé l, ïàðàëëåëüíîé ñòîðîíå
ïàðàëëåëîãðàììà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîíöû îòðåçêîâ Γε è γ2. Îòñþäà ïîëó-
÷èì

U2
ε (y1, ω) ≤ C4ω

b2∫
b1

(
∂Uε
∂l

)2

dl.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî γ2. Ñäåëàåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò
(y1, y2)→ (x1, x2). Ïîëó÷èì∫

γ̃

U2
ε (x) ds ≤ ωC5

∫
Q

|∇Uε|2 dx ≤ ωC5

∫
Ω

|∇Uε|2 dx ≤ ωC5M, (5)

ãäå γ̃ � êðèâàÿ, âñå òî÷êè êîòîðîé îòñòîÿò îò ∂Ω íà ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà ω, à Q � ñëîé
ìåæäó γ̃ è ∂Ω; ïîñòîÿííûå C5,M íå çàâèñÿò îò ε.

Èìåÿ â âèäó êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ H1(Ω) â L2(γ̃) (ñì. [19]), ïåðåéäåì ê ïðåäåëó â
íåðàâåíñòâå (5) ïðè εk, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ. Èìååì∫

γ̃

U2 ds ≤ ωMC5. (6)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ω � ïðîèçâîëüíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è U ∈ H1(Ω) èç (6)
ñëåäóåò, ÷òî U = 0 íà ãðàíèöå ∂Ω. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé Uε çàäà÷è (1) ñõîäèòñÿ ïðè ε, ñòðåìÿùåìñÿ
ê íóëþ, â íîðìå L2(Ω) è ñëàáî â H1(Ω) ê ðåøåíèþ çàäà÷è Äèðèõëå{

∆U = 0 â Ω,
U = 0 íà ∂Ω.

(7)

Âûøå ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè εk. Ñõîäèìîñòü Uε ïðè
ε→ 0, ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (7). Èç íå¼ æå ñëåäóåò, ÷òî U ≡ 0.

2.3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ñòåêëîâà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó òèïà Ñòåêëîâà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò êðà-
åâîé çàäà÷å (1): 

∆uε = 0 â Ω,

uε = 0 íà Γ2 ∪ Γε,
∂uε
∂n

= λεuε íà γε.

(8)
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Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ uε ∈ H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) \ {0} íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé
çàäà÷è (8), ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λε, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v ∈
H1(Ω,Γ2 ∪ Γε) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî:∫

Ω

(
∂uε
∂x1

∂v

∂x1

+
∂uε
∂x2

∂v

∂x2

) dx = λε

∫
γε

uε v ds. (9)

2.4 Îöåíêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Èçâåñòíî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (8) � äåéñòâèòåëüíûå è, êðîìå òîãî, ïî-
ëîæèòåëüíûå ÷èñëà, è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî: 0 ≤ λ1

ε ≤ λ2
ε ≤ . . . , λkε → ∞ ïðè k → ∞.

Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λkε ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (8) èìååò ïîðÿäîê
1

ε2
, ò.å. óäîâëåòâî-

ðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

K1

ε2
≤ λ1

ε ≤
K2

ε2
,

ãäå K1 è K2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Áîëåå òîãî, ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ u1

ε → 0 ñèëüíî â L2(Ω) è ñëàáî â H1(Ω).

Îöåíêè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñâåðõó è ñíèçó äîêàçûâàþòñÿ ïî-ðàçíîìó. Äëÿ îöåí-
êè ñâåðõó, èìåÿ â âèäó âàðèàöèîííîå îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð,
[20]), èñïîëüçóåì ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííóþ ôóíêöèþ èç ïðîñòðàíñòâà H1(Ω,Γ2 ∪ Γε). Äëÿ
îöåíêè ñíèçó ìû ðàññìàòðèâàåì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó â ïîëóïðîñòðàíñòâå â ðàñòÿíó-
òûõ (áûñòðûõ) êîîðäèíàòàõ ξ = x

ε
. Íàõîäèì íà áåñêîíå÷íîñòè àñèìïòîòèêó å¼ ðåøåíèÿ,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îöåíèâàåì êîíñòàíòó â íåðàâåíñòâå äëÿ ñëåäîâ òèïà (4).
Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê

ýòî ñäåëàíî â òåîðåìå 1.
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Ñòóäåí÷åñêèå îëèìïèàäû

ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì

íà ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ

Àñòàøîâà È.Â.1, Êàïóñòèíà Ò.Î.2, Øàìàåâ À.Ñ.3

Êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïðåäñòàâëÿåò îïûò ïðîâåäåíèÿ ñòóäåí÷åñêèõ îëèìïèàä

ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-

âîäíûìè.

Öåëü äàííîé ñòàòüè � ïîäåëèòüñÿ îïûòîì ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ â ïðîâåäåíèè ñòóäåí÷åñêèõ îëèì-
ïèàä ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Îíè ïðîâîäÿòñÿ êàôåäðîé ñ 2003 ãîäà è ïîëü-
çóþòñÿ íåèçìåííîé ïîïóëÿðíîñòüþ ñðåäè ñòóäåíòîâ.

Êàæäûé ãîä â âåñåííåì ñåìåñòðå ïðîâîäÿòñÿ äâå îëèìïèàäû ïî äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì: îëèìïèàäà ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì äëÿ ñòóäåíòîâ
2�ãî êóðñà è îëèìïèàäà ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
äëÿ ñòóäåíòîâ 3�ãî êóðñà. Öåëè, êîòîðûå ñòàâÿò îðãàíèçàòîðû, ñîñòîÿò ïðåæäå âñåãî â
ïðèâëå÷åíèè èíòåðåñà ñòóäåíòîâ ê ïðåäìåòó è â ïîâûøåíèè òâîð÷åñêîé àêòèâíîñòè ñòó-
äåíòîâ, êîòîðûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîÿâèòü ñåáÿ ïðè ðåøåíèè íåñòàíäàðòíûõ
çàäà÷.

Âàðèàíò îëèìïèàäû ñîñòîèò èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çàäà÷ (îêîëî äåñÿòè). Êàæäàÿ
çàäà÷à, â çàâèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè, îöåíèâàåòñÿ îïðåäåëåííûì êîëè÷åñòâîì áàëëîâ (ýòè
áàëëû óêàçàíû â âàðèàíòàõ). Çàäà÷à ñòóäåíòà � íàáðàòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàë-
ëîâ. Âàðèàíòû ñîñòàâëÿþòñÿ òàê, ÷òî íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ ìåòîäû îõâàòûâàþò âñå
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êóðñà.

Ñ êàæäûì ãîäîì èíòåðåñ ñòóäåíòîâ ê îëèìïèàäàì âîçðàñòàåò. ×èñëî ó÷àñòíèêîâ îëèì-
ïèàä çà 10 ëåò óäâîèëîñü ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûìè îëèìïèàäàìè. Óæå íåñêîëüêî ëåò â
êàæäîé èç îëèìïèàä è ïî ÎÄÓ, è ïî Óð×Ï ïðèíèìàþò ó÷àñòèå îêîëî 100 ñòóäåíòîâ.
Ïðè÷åì ýòî ñòóäåíòû íå òîëüêî ÌÃÓ, íî è äðóãèõ èíñòèòóòîâ Ìîñêâû è äàæå èç äðóãèõ
ãîðîäîâ. Íàïðèìåð, â îëèìïèàäàõ ðåãóëÿðíî è óñïåøíî ó÷àñòâóþò ñòóäåíòû Ìîñêîâñêîãî

1Àñòàøîâà Èðèíà Âèêòîðîâíà, iastashova@mesi.ru, ïðîôåññîð, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

2Êàïóñòèíà Òàòüÿíà Îëåãîâíà, kapustina-tatiana@yandex.ru, äîöåíò, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

3Øàìàåâ Àëåêñåé Ñòàíèñëàâîâè÷, sham@rambler.ru, ïðîôåññîð, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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ãîñóäàðñòâåííîãî ñòðîèòåëüíîãî óíèâåðñèòåòà è Òóëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòå-
òà.

Ðåçóëüòàòû ñòóäåíòîâ òàêæå ïðèÿòíî óäèâëÿþò îðãàíèçàòîðîâ îëèìïèàä. Âîïðåêè
îæèäàíèÿì îðãàíèçàòîðîâ, íàõîäÿòñÿ ñòóäåíòû, ðåøèâøèå áîëåå äâóõ òðåòåé âñåãî çà-
äàíèÿ. Òàêæå èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ìíîãèå ñòóäåíòû, çàíÿâøèå ïðèçîâûå ìåñòà íà
âòîðîì êóðñå, ÷åðåç ãîä ñòàíîâÿòñÿ ïîáåäèòåëÿìè îëèìïèàäû òðåòüåãî êóðñà. Áîëåå òî-
ãî, åñòü ñòàðøåêóðñíèêè, êîòîðûå, äàæå çàêîí÷èâ èçó÷åíèå ÎÄÓ è Óð×Ï, ñîõðàíÿþò
èíòåðåñ ê íàøèì îëèìïèàäàì, ó÷àñòâóþò è ïîáåæäàþò.

Îëèìïèàäû ïî ÎÄÓ è Óð×Ï, íàðÿäó ñ îëèìïèàäàìè ïî äðóãèì ïðåäìåòàì, ÿâëÿ-
þòñÿ ýòàïîì âñåìåõìàòîâñêîé îëèìïèàäû. Ïîáåäèòåëè ýòèõ îëèìïèàä îáû÷íî ïîëó÷àþò
îòëè÷íûå îöåíêè ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïðåäìåòó. Êðîìå ýòîãî, ïîáåäèòåëè è ïðèçåðû
ïðèãëàøàþòñÿ íà îòáîðî÷íûé òóð äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ êîìàíäû ÌÃÓ íà ìåæäóíàðîäíóþ
ñòóäåí÷åñêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ îëèìïèàäó.

Îðãàíèçàòîðû îëèìïèàä ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïðåäïîëàãàþò è â äàëü-
íåéøåì ïðîâîäèòü ïîäîáíûå êîíêóðñû íà ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÌÃÓ,
ñ÷èòàÿ, ÷òî îíè ñïîñîáñòâóþò óëó÷øåíèþ ïîäãîòîâêè ñòóäåíòîâ ïî äàííîé ñïåöèàëüíî-
ñòè è ðàçâèòèþ ñàìîñòîÿòåëüíîãî òâîð÷åñêîãî ìûøëåíèÿ ñòóäåíòîâ ìåõ�ìàòà � áóäóùèõ
ìàòåìàòèêîâ.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû íåñêîëüêèõ îëèìïèàä.
2011 ãîä. Îëèìïèàäà ïî ÎÄÓ, I ïðåìèÿ: Öàðüêîâ À.; II ïðåìèÿ: Àíòðîïîâ À., Áî÷-

êàðåâ Ì., Êîñîâ Å., Ëîãà÷åâà Å., Îáëàêîâà À., Áðàãèí Â., Ôàäååâ À.; III ïðåìèÿ: Ñå-
ëåçíåâà Ë., Îñèíöåâ Ì., Ðàäîíåö À., Ðîãà÷åâ Â., Ðîùåíêî Ñ., Ëèñîâñêèé Ä., Ñàïóíîâ,
Ëóøíèêîâà Í., Íåìèðî Â., ßêèìåö Ê., ßðîñëàâöåâ È.

Îëèìïèàäà ïî Óð×Ï, I ïðåìèÿ: Êàëà÷åâ Ã., Ðîìàñêåâè÷ Å.; II ïðåìèÿ: Àñòàøîâ Å.,
Áóäíèíñêèé Ì., Äàâëåòøèí Ì., Çàóðáåê È., Ãèëåâ Ñ., Ãîðèíîâ Å., Êàëèíè÷åíêî À., Êàð-
ïóõèí Ì., Êîíîâàëîâ À., Êîð÷àãèí À., Ìàíèòà Î., Òîêìàêîâ Ï.; III ïðåìèÿ: Àíäðååâ Ì.,
Ñåëèâåðñòîâ Â., Âüþí Ñ., Ãóñàê Þ., Ðîìàíîâ Å., Áåçóõîâ Ä., Âîéíîâ À., Øóëü÷åâñêèé Ä.,
Èøêèíà Ø., Áóðëàêîâ Ä.

2012 ãîä.Îëèìïèàäà ïî ÎÄÓ, I ïðåìèÿ: Èâàíîâ Ä., Ñàëèåâ, Ëîãèíîâ, Îìåëüÿíåíêî Â.,
Ãîðáàíü Ñ.; II ïðåìèÿ: Áóêèí Ä., Ãîðîäêîâ Ä., Åëèñòðàòîâ Í., Áîãîëþáñêèé, Øà÷íåâ,
Ëàâðîâ Ï.; III ïðåìèÿ: Àáðàìêèí Á., Êóëüêîâ È., Ïîäêîðûòîâ Ì., Øåéïàê Ñ., Ñîëîíèöûí,
Åïàí÷èíöåâ, Âèêòîðîâà, Ñòåïàíîâà À., Ñàìîëþê, Êóëàãèí Í.

Îëèìïèàäà ïî Óð×Ï, I ïðåìèÿ: Íåìèðî Â.; II ïðåìèÿ: ßðîñëàâöåâ È., Áðàãèí Â., Öàðü-
êîâ Î., Ðîãóëåíêî Ñ., Âèíîãðàäîâà Î., Òðîèöêàÿ; III ïðåìèÿ: Õðóëüêîâ Â., Ãåðàñèìîâ Ê.,
Âàñþêîâà Î., Ëåâèí.

2013 ãîä. Îëèìïèàäà ïî ÎÄÓ, I ïðåìèÿ: Âåëèêàíîâ Ä., Ãàðàæà À., Ïî÷åðåâèí Ð.; II
ïðåìèÿ: Ãîðäåíêî, Òóçîâ Ê., Ñàðêèñÿí Ã., Êîð÷åìêèíà Ò., Áðþõîâà Í.

Îëèìïèàäà ïî Óð×Ï, I ïðåìèÿ: Ïîïîâà Ñ.; II ïðåìèÿ: Ãîðáàíü Ñ., Ñòåïàíîâà À., Àëåø-
êèí, Ñîëîíèöûí À., Êîëåñíèêîâà, Ïîêðîâñêèé Ô., Âûñîêàíîâ.

2014 ãîä. Îëèìïèàäà ïî ÎÄÓ, I ïðåìèÿ: Ôåîêòèñòîâ À., Ðóõîâè÷ À., Òèëüãà Ñ.; II
ïðåìèÿ: Íàçàðîâ Â., Ñàèòáàòàëîâ È., Ôîìèí Ä., Èâàíîâ À., Áåðåæíîé À., Áîëîòíèêîâ À.,
Ïåðâûõ Ñ., Ñòåïàíîâà Ì., Çàïðÿãàåâ À., Àõìåäîâ Ì., Ìîñêîâñêèé Á.; III ïðåìèÿ: Êèáêà-
ëî Â., Òðèôîíîâ À., Äàâûäîâ À., Øêàðèíà À., Ãîðÿ÷êèí Â., Êðîõìàëü Í., Êîðîáêî Å.,
Íîâèêîâ Â., Êðàâöîâ Ä., Íàçìóòäèíîâ À., Äóêîâ À.

Îëèìïèàäà ïî Óð×Ï, I ïðåìèÿ: Áîãäàíîâ Ä., Ïîäîëüñêèé À., Åðåìèí Ä., Âåëèêàíîâ Ä.;
II ïðåìèÿ: Öàðåãîðîäöåâ, Ãàðàæà À., Íîâèêîâ Ã., Ëåîíîâ, Ïî÷åðåâèí Ð., Ëóêèíà À., Ìå-
ëèõÿí Ì.; III ïðåìèÿ: Àáåëü Ò., Òîëìà÷åâà Î., Òîðîñÿí À., Åðìèøêèíà, Ñåìåíîâà Í.,
×åðíàÿ Ò., Âîëîáîé, Òóãîâà Å., Ôèëàòîâ Ä., Ïîòàïîâà Å., Ñòàñþê Ò., Òîëñòîâ È., Äóëÿ-
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ñîâ À.
2015 ãîä. Îëèìïèàäà ïî ÎÄÓ, I ïðåìèÿ: Òóðîâ; II ïðåìèÿ: Õàçèåâà Ë., Êóçíåöî-

âà À., Çàñëàâñêèé Î., Ñòàñåíêî Ð., Âàñèëüåâ Ì., Àëåêñååâ Ã.; III ïðåìèÿ: Ôàäååâà À.,
Ïîëåùóê Ì., Êàðïîâ, Çëîáèíà À.

Îëèìïèàäà ïî Óð×Ï, I ïðåìèÿ: Ïî÷åðåâèí Ð., Àõìåäîâ Ì., Çîçóëåíêî Ì., Äóêîâ À.,
Ãîðÿ÷êèí Â.; II ïðåìèÿ: Êîðîáêî Å., Òèõîíîâà Ì., Êàäàíåð À., Êðîõìàëü Í., Èâàíîâ À.,
Íàñèáÿí Ñ., Ðóõîâè÷ À., Êðàâöîâ Ä., Ôåîêòèñòîâ À., Äæóãàí À.; III ïðåìèÿ: Ñòåïàíî-
âà Ì., Ñàãäååâ À., Ìóñàáàåâà À., Ñààêÿí Â., Äìèòðèåâ Í., Øåõîâöîâ À., Ñìèðíîâà À.,
Çåìöîâà Å., ×åáîòàåâà Â.

Â äàííîé ñòàòüå ìû ïðèâîäèì âàðèàíòû îëèìïèàä ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèÿì è óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè çà 2009�2015 ãîäû.
Àâòîðû çàäà÷ ýòèõ îëèìïèàä � ñîòðóäíèêè êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ È.Â.Àñòàøîâà, À.Â.Áîðîâñêèõ, Â.Â.Áûêîâ,
À.Þ.Ãîðèöêèé, Ò.Î.Êàïóñòèíà, À.À.Êîíüêîâ, Î.Ñ.Ðîçàíîâà, Í.Õ.Ðîçîâ, Ì.Ñ.Ðîìàíîâ,
È.Í.Ñåðãååâ, È.Â.Ôèëèìîíîâà, À.Â.Ôèëèíîâñêèé, À.Ñ.Øàìàåâ.

Îëèìïèàäû ïî ÎÄÓ è ÓÐ×Ï 2003�2008 ãîäà ïðèâåäåíû â [3], [4]. Íåêîòîðûå âàðèàíòû
ñ óêàçàíèÿìè ê ðåøåíèÿì ïðèâåäåíû â [2]. Îëèìïèàäû ïî Óð×Ï ñ ðåøåíèÿìè íåêîòîðûõ
çàäà÷ ïðèâåäåíû â [1].

ÎËÈÌÏÈÀÄÛ ÏÎ ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÌ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÌ
ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌ

Îëèìïèàäà ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 2009 ã.

1. Ðåøèòü çàäà÷ó ẋ = t−ln(1+t)
t2(1+t)

x, t > 0, lim
t→+0

x(t) = e.

2. Äî êàêîé ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû ìîæíî ðàñêà÷àòü ìàÿòíèê çà âðåìÿ îò 0 äî 1
èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèëîé f(t), èìåþùåé íóëåâîå ñðåäíåå ïî îòðåçêó âðåìåíè
[0, 1]?

3. Ïóñòü λ1 < λ2 < λ3 < . . . � ïðîèçâîëüíàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷èñåë. Ìîæåò ëè îíà áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íóëåé íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ êàêîãî-
ëèáî óðàâíåíèÿ ẍ+ a(t)x = 0, ãäå a(t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ?

4. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ẍ + ω2(t)x = 0, ãäå ω(t) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü x(t) �
íåêîòîðîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî X = {x̃ ∈ R | ∃ t : x(t) =
x̃}, ò. å. ìíîæåñòâî òî÷åê, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò òðàåêòîðèÿ x(t). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìû ìîæåì èçìåðèòü ôóíêöèþ ω(t) ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ε > 0 (íî íå
àáñîëþòíî òî÷íî), à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x(0) = x0, ẋ(0) = x1 íàì èçâåñòíû. Ìîæíî ëè
ïî ýòèì äàííûì ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî Xδ(ε), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé δ(ε)-îêðåñòíîñòü
ìíîæåñòâà X, ãäå δ(ε)→ 0 ïðè ε→ 0?

5. Ñóùåñòâóåò ëè ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå 2009-ãî ïîðÿäêà, íåêîòîðàÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Y (t, 0) = E:

(a) ïðè âñåõ t ∈ Q;
(b) ïðè âñåõ t ∈ Z?

6. Ìîæíî ëè íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè y′ = a(x)y + b(x)y2 + c(x), åñëè
èçâåñòíû òðè åãî ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ y1, y2, y3?
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7. (Âû÷èñëåíèå ýêñïîíåíòû ìåòîäîì À.Ô.Ôèëèïïîâà) Íàéäèòå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè
p è q îò äâóõ ïåðåìåííûõ êàæäàÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû
A âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, λ2 ðàâåíñòâó

eA = p(λ1, λ2) · E + q(λ1, λ2) · A.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàêîå-ëèáî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÿ+ r(t)y = 0 (t ≥ 0) ñ íåïðåðûâ-
íûì îãðàíè÷åííûì êîýôôèöèåíòîì r îãðàíè÷åíî íà ïîëóïðÿìîé, òî åãî ïðîèçâîä-
íàÿ � òîæå.

9. Åñòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïåðåæèâàåìîå ÷åëîâåêîì âðåìÿ âáëèçè íàñòîÿùåãî ìîìåí-
òà t âîñïðèíèìàåòñÿ èì íå êàê àáñîëþòíîå, à êàê åãî îòíîøåíèå êî âñåìó âðåìåíè
x(t), ïðîæèòîìó ýòèì ÷åëîâåêîì ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó. Èñõîäÿ èç ýòîãî ïðåäïî-
ëîæåíèÿ, ñîñòàâüòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè x(t) è ðåøèòå åãî.

10. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííàÿ â ïîëÿðíîé ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò:

r′ = rf(r2), ϕ′ = 1,

ãäå f� ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò ïðåäåëüíûé öèêë.
Áóäåò ëè ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå ýòîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó:
� óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó?
� àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî?

11. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ + ex y = 0 îãðàíè÷åíî ïðè x→∞.

12. Ïðèâåñòè ïðèìåð óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y), ñ íåïðåðûâíîé f(x, y) íà âñåé ïëîñêîñòè,
òàêîé, ÷òîáû êàêîâà áû íè áûëà (x0, y0) 6= (0, 0), ñóùåñòâîâàëî áû òîëüêî îäíî ðå-
øåíèå â îêðåñòíîñòè x0, òàêîå, ÷òî y(x0) = y0, è ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî áû ïî êðàéíåé
ìåðå äâà ðåøåíèÿ òàêèå, ÷òî y(0) = 0.

13. Ïóñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ẋ = Ax óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó. ×òî ìîæíî ñêàçàòü
îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ẋ =

(
A+ 1

1+t2
E
)
x ?

Îëèìïèàäà ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 2010 ã.

1. Äëÿ óðàâíåíèÿ (
x2 + 2x+ 1

)
y′′ + (x+ 1)y′ + y = 0

íàéòè ïåðâûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ y(0) = 0.

2. Óñòîé÷èâû ëè íóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

2a) y′′ + iy′ + y = 0,

2b) y′′ + iy′ − y = 0?

3. Äîêàçàòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ + y3 = 0

� ïåðèîäè÷åñêèå.
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4. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òî÷êè íàêîïëåíèÿ íóëåé ôóíêöèè y(k)(x), 0 ≤ k ≤ n−1,
ãäå y(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y(n) + a(x)y = 0,

n ≥ 1, a(x) � íåïðåðûâíà è èìååò íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé.

5. Ñóùåñòâóåò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ yIV + a(x)y = 0 (a(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ), èìåþùåå 2 äâóêðàòíûõ íóëÿ, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùåå äëÿ íåêî-
òîðûõ x1 6= x2 óñëîâèÿì y(x1) = y′(x1) = y(x2) = y′(x2) = 0?

6. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû{
ẋ = −y

√
x2 + y2

ẏ = x
√
x2 + y2.

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàêîå-ëèáî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ÿ + r(t)y = 0, t ≥ 0

ñ íåïðåðûâíûì îãðàíè÷åííûì êîýôôèöèåíòîì r(t) îãðàíè÷åíî íà ïîëóïðÿìîé, òî
åãî ïðîèçâîäíàÿ òîæå îãðàíè÷åíà.

8. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ìîæåò ïðèíèìàòü âåëè÷èíà

(a) lim
t→∞

1
t

ln |x(t)|,

(b) lim
t→∞

1
t

ln |x(t)|

íà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿõ ñèñòåìû âèäà

ẋ =

(
a(t) 0

0 b(t)

)
x, x ∈ R2?

9. Ñ êàæäûì ðåøåíèåì x(t) óðàâíåíèÿ ẍ = f(x, ẋ), íå îáðàùàþùèìñÿ â íóëü âìåñòå ñî
ñâîåé ïðîèçâîäíîé, ñâÿæåì ïîäâèæíûé ëó÷ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, íà÷èíàþùèéñÿ
â òî÷êå (0, 0) è ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó (x(t), ẋ(t)). Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ
f ∈ C1(R2), ÷òî âñå òàêèå ëó÷è, íàõîäÿùèåñÿ â:

(a) âåðõíåé,

(b) ïðàâîé

ïîëóïëîñêîñòè, ñ ðîñòîì t âñå âðåìÿ ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè?

10. Îòêëîíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ïîä äåéñòâèåì ñèëû f îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ẍ+ω2x = f(t). Äî êàêîãî ìàêñèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ
â òî÷êå t = 1 ìîæíî îòêëîíèòü ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
t = 0 çà âðåìÿ îò 0 äî 1 ñèëîé f(t), èìåþùåé íóëåâîå ñðåäíåå ïî îòðåçêó âðåìåíè

[0, 1]
( ∫ 1

0
f(t)dt = 0

)
, åñëè x(0) = ẋ(0) = 0?
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Îëèìïèàäà ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 2011 ã.

1. Ó äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ẋ = ax, a > 0, âñå ðåøåíèÿ, êðîìå x ≡ 0,
íåîãðàíè÷åíû ïðè t > 0. Ìîæíî ëè äîáèòüñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî íåòðè-
âèàëüíîãî ðåøåíèÿ, äîáàâèâ ê ïðàâîé ÷àñòè bxm, ãäå b > 0, m ∈ N, è ðàññìàòðèâàÿ
óðàâíåíèå ẋ = ax+ bxm ïðè t > 0?

2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Íüþòîíà ẍ = −x3 + xn, n ∈ N. Ïðè êàêèõ n ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ x0 = 0 óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó?

3. Îöåíèòü ñíèçó êîëè÷åñòâî íóëåé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ+tx = 0 íà îòðåçêå [−100, 100].

4. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê, óïðàâëÿåìûé ìàëîé ñèëîé u(t), |u(t)| <
ε : ẍ+ω2x = u, x(0) = x0, ẋ(0) = x1. Ìîæíî ëè ïðèâåñòè ìàÿòíèê â ïîëîæåíèå ïîêîÿ
çà êîíå÷íîå âðåìÿ, òî åñòü âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ x0, x1, ε > 0, ñóùåñòâóåò òàêàÿ
u(t), |u| ≤ ε, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå x(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì x(T ) =
ẋ(T ) = 0 ïðè íåêîòîðîì T > 0? Åñëè ìîæíî, îöåíèòü ýòî âðåìÿ ÷åðåç ε, ω, x0, x1.

5. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ẍ + ω2x = 0 îãðàíè÷åíû. Äîêàæèòå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ a(t), |a(t)| < ε, ÷òî óðàâíåíèå
ẍ+ (ω2 + a(t))x = 0 èìååò íåîãðàíè÷åííûå ïðè t > 0 ðåøåíèÿ.

6. Èçâåñòíî, ÷òî x(t, t0) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẋ = x− e−2tx3 + et, x|t=t0 = 1,

� â ñëó÷àå t0 = 0 èìååò âèä x(t, 0) = et. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ u(t) ðåøåíèÿ x(t, t0)
ïî íà÷àëüíîìó ìîìåíòó t0 ïðè t0 = 0 (çíàÿ, ÷òî îíà ñóùåñòâóåò).

7. Ïóñòü ñèñòåìà ẋ = f(x) (f ∈ C1(R2)) íà ïëîñêîñòè èìååò èçîëèðîâàííóþ îñîáóþ
òî÷êó (0, 0), ïðè÷åì òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è åå ëèíåàðèçàöèÿ u̇ = Au â ýòîé
òî÷êå. ßâëÿåòñÿ ëè êàêîå-ëèáî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ñëåäñòâèåì äðóãîãî:
à) âñå ôàçîâûå êðèâûå èñõîäíîé ñèñòåìû � öèêëû, îêðóæàþùèå îñîáóþ òî÷êó;
á) âñå ôàçîâûå êðèâûå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû � öèêëû, îêðóæàþùèå îñîáóþ
òî÷êó?

8. Ìîæíî ëè ñèñòåìó ẋ1 = a11(t)x1 + a12(t)x2, ẋ2 = a21(t)x1 + a22(t)x2, çàìåíîé ïåðå-
ìåííûõ y1 = h11(t)x1 + h12(t)x2, y2 = h21(t)x1 + h22(t)x2, ïðèâåñòè ê âèäó ẏ1 = 0,
ẏ2 = 0?

9. Îïèøèòå âñå âîçìîæíûå òèïû ïîâåäåíèÿ ïðè t→ +0 ðåøåíèé óðàâíåíèÿ t2 ẍ+atẋ+
bx = 0, a, b ∈ R.

10. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ẋ(t) = x(π)x(t).

11. ßâëÿåòñÿ ëè íåîãðàíè÷åííûì íåïðîäîëæàåìîå (ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå) âïðàâî
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè: ẋ = x2 + 2yz, ẏ = y2 + 2xz, ż = z2 + 2xy, x(0) = 1, y(0) = 2,
z(0) = 3?
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12. Èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R,

ïðè âñÿêîì t ∈ R îðòîãîíàëüíà. Âåðíî ëè, ÷òî ïðè âñÿêîì t ∈ R ìàòðèöà A(t)
êîñîñèììåòðè÷íà?

13. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′′′ + p(x)y = 0, ãäå p(x) < 0. Ïóñòü y(x)
� òàêîå åãî ðåøåíèå, ÷òî y(x1) = y′(x1) = 0, y′′(x1) > 0 â íåêîòîðîé òî÷êå x1 ∈ R.
Äîêàçàòü, ÷òî y(x) âîçðàñòàåò ïðè âñåõ x > x1.

Îëèìïèàäà ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 2012 ã.

1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îäíîãî (êàêîãî èìåííî?) èç äâóõ óðàâíåíèé y′ = ±y2+x2 ðåøåíèå
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(0) = 0 ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ ïîëóîñü x ≥ 0, à äëÿ äðóãîãî
� íåò.

2. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè âñå êîýôôèöèåíòû íîðìèðîâàííîãî (ò. å. ñ åäèíè÷íûì ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì) ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíû íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå, òî
âñå åãî ðåøåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ íà âåñü ýòîò èíòåðâàë. Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå äëÿ îòðåçêà?

3. Íàéäèòå ìàòðèöó A ñèñòåìû ẋ = Ax, x ∈ R2, åñëè íåêîòîðîãî åå ðåøåíèå x(·)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

x(0) =

(
1
0

)
, ẋ(0) =

(
0
1

)
, x(1) =

(
−2

0

)
.

4. Äëÿ èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êè íåèçâåñòíîé ëèíåéíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû íà
ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû âñå åå n ñîáñòâåííûõ (îïðåäåëÿåìûõ ñîáñòâåííûìè âåêòî-
ðàìè) ïðÿìûõ (ïðè n = 2 � ñåäëî èëè óçåë, ïðè n = 1 � âûðîæäåííûé óçåë, à
ïðè n = 0 � öåíòð èëè ôîêóñ ñîîòâåòñòâåííî), à òàêæå âåêòîð ôàçîâîé ñêîðîñòè
â íåêîòîðîé íå ëåæàùåé íà íèõ òî÷êå ïëîñêîñòè. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ n ïî ýòîìó
ðèñóíêó ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü, êàêîâ òèï îñîáîé òî÷êè è ÿâëÿåòñÿ ëè îíà
óñòîé÷èâîé?

5. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå
y′′ − (1 + e−x)y = 0

èìååò äâà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ y1 è y2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì
y′1(x)

y1(x)
→ 1 è

y′2(x)

y2(x)
→

−1 ïðè x→∞.

6. Ïðè n = 1 äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ f ∈ C(G) â îáëàñòè G ⊂ Rn âåðíî ñëåäóþùåå:

à) åñëè f(x0) 6= 0
èëè

á) åñëè f(x0) = 0 è ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0),
òî äëÿ ëþáîãî t0 ∈ R ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) ïðîõîäèò ëîêàëüíî åäèíñòâåííàÿ èíòå-
ãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Âåðíû ëè ýòè ïðèçíàêè ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè ïðè n > 1?
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7. Ïðè ëþáîì ëè n ∈ N âåðíî, ÷òî: åñëè äàííûå n ñêàëÿðíûõ n ðàç íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îáùåì èíòåðâàëå, íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî
çàâèñèìûìè íè íà êàêîì ìåíüøåì èíòåðâàëå, òî èõ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî õîòÿ
áû â îäíîé òî÷êå îòëè÷åí îò íóëÿ?

8. Ïóñòü d
dx

� îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåí-

íîé x ñòåïåíè ìåíüøå 2012. Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà exp

(
π
2

d
dx

)
è èõ êðàòíîñòè.

9. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A(t), íåïðåðûâíî çàâèñÿùåé îò t, äåéñòâèòåëü-
íû è íå ïðåâîñõîäÿò −1 ïðè âñåõ t ∈ R. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî íóëåâîå ðåøåíèå
ëèíåéíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ẋ = A(t)x

à) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî?

á) óñòîé÷èâî?

10. Ìîæíî ëè òàê ïîäîáðàòü ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

ẍ = f(x, ẋ), t ∈ R,

÷òîáû èç ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè (x(0), ẋ(0)) ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèõîäèëà áû â
òî÷êó (0,0):

a) çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ;

b) çà êîíå÷íîå âðåìÿ?

Îëèìïèàäà ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 2013 ã.

1. Ìîãóò ëè âñå íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ẋ = f(x), x ∈ Rn, f ∈ C1(Rn), f(0) = 0,

áûòü íåóñòîé÷èâûìè ïî Ëÿïóíîâó, åñëè íóëåâîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû

1) íåóñòîé÷èâî;

2) óñòîé÷èâî;

3) àñèïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî

ïî Ëÿïóíîâó?

2. ×àñû ñ ìàÿòíèêîì (ñîâåðøàþùèì ìàëûå êîëåáàíèÿ, áåç òðåíèÿ) ñïåøèëè íà 2 ÷ â
ñóòêè. Êîãäà ãðóçèê íà ìàÿòíèêå îïóñòèëè íà 1 ñì, ÷àñû ñòàëè ñïåøèòü íà 1 ÷ â
ñóòêè. Íà ñêîëüêî ñì åùå íóæíî îïóñòèòü ãðóçèê, ÷òîáû ÷àñû øëè òî÷íî?

3. Íàéòè êðèâóþ, ó êîòîðîé äëèíà îòðåçêà ëþáîé åå êàñàòåëüíîé, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó
êîîðäèíàòíûìè îñÿìè, ðàâíà ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó a > 0.

4. Ñóùåñòâóåò ëè ó óðàâíåíèÿ ϕ̈ + sinϕ = 0 òàêîå ðåøåíèå φ, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ
t 7→ sinφ(t) áûëà áû íåïåðèîäè÷åñêîé?
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5. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : Rn → Rn ïðèíàäëåæèò êëàññó C∞. Âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíê-
öèÿ y : R → Rn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y′ = f(y) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
y(0) = 0 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |y(x)| → ∞ ïðè x → 1 − 0. Ñëåäóåò ëè îòñþäà,
÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ y0 ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè y(0) = y0 íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ x > 0?

6. Ìîæíî ëè òàê äâèãàòü òåëåæêó ñ äâóìÿ ìàÿòíèêàìè
ẍ1 + ω2

1 x1 = u(t), x1(0) = x0
1, ẋ1(0) = ẋ0

1

ẍ2 + ω2
2 x2 = u(t), x2(0) = x0

2, ẋ2(0) = ẋ0
2

(ïðàâèëüíî ïîäîáðàòü îáùóþ ôóíêöèþ u(t)), ÷òîáû îñòàíîâèòü îáà ìàÿòíèêà, ò.å.
ìîæíî ëè äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë ωi > 0, x0

i , ẋ
0
i , i = 1, 2, óêàçàòü ôóíêöèþ u(t) òàêóþ,

÷òîáû äëÿ íåêîòîðîãî T > 0 áûëî âûïîëíåíî x1(T ) = x2(T ) = 0, ẋ1(T ) = ẋ2(T ) = 0?
Ðàññìîòðèòå äâà ñëó÷àÿ: ω1 = ω2 è ω1 6= ω2.

� � � � � � � � � � � � � � � � �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

&%&%t t

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

-

D
D
D
D
D
DD

�
�
�
�
�
�
��

r r

z ~
� -

7. Ðåøèòå óðàâíåíèå ∂u
∂x

+ (2y − u)∂u
∂y

= y + 2u.

8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêóþ ãëàäêóþ ôóíêöèþ |a(t)| < ε,
÷òî óðàâíåíèå

ẍ+ (1 + a(t))x = 0, t > 0,

èìååò íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå.

9. Ðåøèòå óðàâíåíèå du
dx
− u2 = 1

x4
.

10. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′′′ + p(x)y = 0, ãäå p(x)� íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ, p(x) < 0, x ∈ R. Ïóñòü y � òàêîå åãî ðåøåíèå, ÷òî y(x1) = y′(x1) =
0, y′′(x1) = y0 â íåêîòîðîé òî÷êå x1 ∈ R. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ y0 ýòî ðåøåíèå
îáðàùàåòñÿ â íîëü õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå x2 > x1?

Îëèìïèàäà ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 2014 ã.

1. Èìååòñÿ ëè ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

y′ + |y|+ 1 = 0

òàêîå, êîòîðîå îïðåäåëåíî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé?
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2. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

y′ =
1

2

(√
x2 + 4x+ 4 y − x− 2

)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

a) y(−1) = 3; b) y(−2) = 1.

3. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

y′′ + 4 y = F (x),

y(0) = 0, y′(0) = 0,

ãäå

F (x) = 0, x ∈ (−∞, 0] ∪ (2, ∞);

F (x) = 2x, 0 < x ≤ 1;

F (x) = 4− 2x, 1 < x ≤ 2.

6

-

2

F (x)

0 1 2 x
�
�
�
�A
A
A
A

.....

..

..

..

..

..

4. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà, ê êîòî-
ðîìó ïðèëîæåí âðàùàþùèé ìîìåíò L:

ẍ+ a ẋ+ b sinx = L, ãäå |L| < b.

5. Çíàÿ ôóíêöèþ f ∈ C2(R), íèãäå íå ðàâíóþ íóëþ, íàéäèòå êàêóþ-íèáóäü ôóíêöèþ
g ∈ C2(R) ñ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî Wf,g(t) 6= 0, t ∈ R, à òàêæå âûïèøèòå óðàâíå-
íèå ÿ + p(t)ẏ + q(t)y = 0, p, q ∈ C(R), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò îáå ýòè ôóíêöèè.

6. Äëÿ êàêèõ çíà÷åíèé n > 1 íåêîòîðîå íåíóëåâîå ðåøåíèå íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ âèäà
y(n) + p(t)ẏ + q(t)y = 0 èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà èíòåðâàëå (0; 1) ïðè: à)
p, q ∈ C(R); á) p, q ∈ C(0; 1)?

7. à) Ìîæíî ëè ïðîäîëæèòü íà [0,∞) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ = y3,

y(0) = y0 > 0,

y′(0) = y1 > 0?

á) Ñóùåñòâóåò ëè çàäàííîå íà (−∞,∞) ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, íå ðàâíîå òîæäå-
ñòâåííî íóëþ?

8. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

u(x) =
d

dx

(
u(x)− x

∫ 3

0

u(s)ds

)
,

óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ u(0) = 3.

Íàéòè çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

u(3) +
47− 19e3

5− e3
.
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9. Íàéòè ìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ êî âñåì ïîâåðõíîñòÿì ñëåäóþùåãî
ñåìåéñòâà:

z2 − pxy = 0,

ãäå p � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.

10. Äëÿ çàäà÷è Êîøè
y′ = y2 + µty4, y(0) = 1 + µ

íàéòè ∂y
∂µ

∣∣∣
µ=0

.

Îëèìïèàäà ïî îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì 2015 ã.

1. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ m = 0, 1, . . . óêàæèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå k, ïðè êîòîðîì
ëþáîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any = tm cos t

(ñ ïîñòîÿííûìè äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè) èìååò ÷àñòíîå ðåøåíèå âèäà

y = p1(t) cos(t+ ϕ1) + . . .+ pk(t) cos(t+ ϕk),

ãäå pi � ìíîãî÷ëåíû, à ϕi � ÷èñëà.

2. Âåðíî ëè, ÷òî ó ëþáîé ñèñòåìû

ẋ = Ax, x ∈ Rn, t ∈ R,

îïåðàòîð A êîòîðîé èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi[A] (i = 1, . . . , n), äëÿ âñÿêîãî
T > 0 íàéäåòñÿ íåíóëåâîå ðåøåíèå x(·), óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå:

1) |x(T )| ≥ |x(0)| eT ·min
i
|λi[A]|

, 2) |x(T )| ≥ |x(0)| eT ·max
i

Reλi[A]
,

ãäå |x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
n?

3. Âåðíî ëè, ÷òî ðåøåíèÿ ñåìåéñòâà çàäà÷ Êîøè

ẋ = f(t, x), x(0) = x0, t ∈ I ⊂ R, x ∈ J ⊂ R, f ∈ C1(I × J),

íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ x0 ∈ J ðàâíîìåðíî ïî t íà çàäàííîì
îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå I, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âñå îíè îïðåäåëåíû íà íåì è èìåþò
êîíå÷íûå ïðåäåëû íà åãî êîíöàõ?

4. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ C∞ (R2) , ÷òî âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′′ = f(y, y′)
ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè è èìåþò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ?

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå
y′3 + x y′2 − (2x+ 3)y′ + y = 0.

Áóäåò ëè åäèíñòâåííûì ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

a) y(−1) = 1; á) y(−2) = 0.
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6. Èññëåäîâàòü õàðàêòåð îñîáûõ òî÷åê è ïîñòðîèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû

ẋ =
√
x2 − y + 2− 2,

ẏ = arctan(x2 + xy)

íà êâàäðàòå [−5, 5]× [−5, 5].

7. Ìîæåò ëè óðàâíåíèå
y′′ + f(y′) + y = 0,

ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé f(y), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì f(0) = 0 è yf(y) > 0 ïðè
y 6= 0, èìåòü ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, îòëè÷íûå îò y = 0?

8. Ïóñòü y(x)�ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′′ + p(x)y = 0

ñ íåïðåðûâíîé ïîëîæèòåëüíîé íà [x0,∞) ôóíêöèåé p(x), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì
y(x1) = y′(x1) = 0, y′′(x1) > 0 â íåêîòîðîé òî÷êå x1 > x0. Äîêàçàòü, ÷òî y(x) óáûâàåò
íà (x0, x1).

9. Ìîæíî ëè ïðîäîëæèòü íà [0,∞) ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y(n) = y2015 + x2014,

y(0) = y0 > 0, y′(0) = y1 > 0, . . . , y(n−1) = yn−1 > 0

ïðè à) n = 1, á) n = 2, â) ëþáîì n?

10. Íàéòè ÷èñëî ðåøåíèé ñëåäóþùåé çàäà÷è:

a(a2 − 3a− 4) y′′′ + a(a− 1) y′′ − (a− 4) y′ + 4y = x2 + a,

y(0) = −1, y′(0) = 1,

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a. Îòâåò ïîÿñíèòü.

ÎËÈÌÏÈÀÄÛ ÏÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈßÌ Ñ ×ÀÑÒÍÛÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÌÈ

Îëèìïèàäà ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2009 ã.

1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∂2z
∂x2
− y ∂2z

∂y2
− 1

2
∂z
∂y

= 0 â ïîëóïëîñêîñòè y > 0.

2. Èìååò ëè ðåøåíèå (ïðè ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ íà ∂K, K� åäèíè÷-
íûé êâàäðàò íà ïëîñêîñòè R2) çàäà÷à Äèðèõëå

uxx − uyy = 0 â K, u
∣∣
∂K

= ϕ(x, y), u ∈ C2(K)?

3. Ïóñòü vn(x, y)� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå

∆vn = 0 â Ω, vn
∣∣
∂Ω

= ϕn(x, y),

Ω� îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R2, ϕn ∈ C(∂Ω), ‖vn‖L2(∂Ω) → 0. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü,
÷òî ‖vn‖L2(Ω) → 0?
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4. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

utt = −uxx, utt = uxx, ut = uxx.

Êàêèå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìåþò äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå è îòëè÷íûå îò const ðåøåíèÿ,
îïðåäåëåííûå íà âñåé ïëîñêîñòè?

5. Ðåøèòå â ÿâíîì âèäå çàäà÷ó Êîøè

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
− x2u, u

∣∣
t=0

= 1.

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

utt = uxx, t > 0, x ∈ (0, π),
u
∣∣
x=0

= 0, u
∣∣
x=π

= 0,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), ut
∣∣
t=0

= ψ(x)

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

π∫
0

(αu2 + βu2
x + γu2

t ) dx ≤ C

π∫
0

(ϕ2
x + ψ2) dx,

ãäå C = max(α + β, γ), α, β, γ� ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

7. Ïóñòü u(x, y)� ðåøåíèå çàäà÷è

uxx + uyy = 1 â K = [0, 2]× [0, 2], u
∣∣
∂K

= 0.

à) Óêàæèòå òàêîå öåëîå N, ÷òî N < u(1, 1) < N + 1.

á) Óêàæèòå âåùåñòâåííîå R, ÷òî |u(2009)
x (1, 1)| < R.

8. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

utt = uxx + uyy â t > 0, 0 < x < 1, 0 < y < π,

òàêîå, ÷òî
u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=1

= u
∣∣
y=0

= u
∣∣
y=π

= 0, u 6≡ 0.

Äîêàçàòü, ÷òî u(t, x, y) ìåíÿåò çíàê ïðè ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ t.

9. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

utt = uxx, t > 0, 0 < x < 1, u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=1

= 0.

Ìîæåò ëè lim
t→+∞

u(t, x) = 0 ðàâíîìåðíî íà 0 ≤ x ≤ 1?

Îëèìïèàäà ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2010 ã.

1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ uxx − 6uxy + 9uyy = 0.
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2. Íàéòè â D′(R) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà L = d4

dx4
+ 16.

3. Íàéòè lim
t→∞

u(x, t), ãäå u(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

{
ut = uxx + e−t

u(x, 0) = arctg x.

4. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:{
ut = uxx + uyy − ux
u(x, y, 0) = sin2 (x− 2y).

5. Ìîæåò ëè íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
ut = uxx
u(0, t) = u(π, t) = 0
u(x, 0) = ϕ(x)

èìåòü ïðè íåêîòîðîì x∗ ∈ (0, π) ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íóëåé ïðè t ∈ (0,+∞).

6. Ïðè êàêèõ A ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå â âèäå ìíîãî÷ëåíà çàäà÷è Äèðèõëå{
∆u = A, ãäå A = const
u|∂Ω = 0,

ãäå Ω � ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè XOY (ñì. ðèñ. 1).

-

6y

−a 0 a x
�
�
�
�
��

S
S
S
S
SS

Puc. 1: Ω

7. Èìååò ëè ðåøåíèå êðàåâàÿ çàäà÷à è åäèíñòâåííî ëè îíî?

a)


ut = uxx
u(x, 0) = ϕ(x), x < 0
u|t=ax = 0, a > 0,

b)


utt = uxx
u(x, 0) = ϕ(x)
ut(x, 0) = ψ(x), x < 0
u|t=ax = 0, a > 0.

8. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå

a)

{
∆u = f(x)
u|∂Ω = 0,

ãäå f(x) ∈ F , F � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïëîòíîå â L2(Ω);

b)

{
∆u = 0 â Ω
u|∂Ω = ϕ(x),

ãäå ϕ(x) ∈ Φ, Φ � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïëîòíîå â L2(∂Ω).

Ïëîòíî ëè â L2(Ω) ìíîæåñòâî ðåøåíèé?

9. Ïóñòü

w(y) � ðåøåíèå çàäà÷è


∆w = 0 â Rn \ Ḡ0,
w|∂G0 = 1,
w → 0 ïðè |y| → ∞,

θ(y) � ðåøåíèå çàäà÷è


∆θ = 0 â Rn \ Ḡ0,
∂θ
∂ν

∣∣
∂G0

= 1,

θ → 0 ïðè |y| → ∞,
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Äîêàæèòå, ÷òî

∫
∂G0

∂w

∂ν
dσ ·

∫
∂G0

θdσ ≥ S2(∂G0). Êîãäà äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî?

Îëèìïèàäà ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2011 ã.

1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè�Ãóðñà, ïîñòðîèâ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, ãäå ýòî ðåøåíèå îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî: utt = uxx, u(x, 0) = x2, ut(x, 0) = 2x, u(x, 6x) = 49x2 + x,
0 < x < 7, 0 < t < 6.

2. Ìîæíî ëè �ðàñêà÷àòü� îãðàíè÷åííóþ ñòðóíó äî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé àìïëèòóäû,
ïðèëàãàÿ ê îäíîìó èç åå êîíöîâ ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ñèëó? (Äðóãîé êîíåö çàêðåï-
ëåí. )

3. Ïóñòü u(x) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ âíå øàðà |x| < 1. Ìîæåò ëè îíà
óáûâàòü áûñòðåå ëþáîãî |x|−m ïðè |x| → ∞, ãäå m � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî, è íå áûòü òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ?

4. Êîððåêòíà ëè çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ utt − uxx = 0 â êðóãå?

5. Äàíû óðàâíåíèÿ

a) utt − uxx = 0,

á) utt + uxx = 0,

â) utt + uxx + u = 0,

ã) utt + uxx − u = 0

íà ïëîñêîñòè (x, t) è ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê T íà ïëîñêîñòè (x, t) ñî ñòîðîíîé a.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé, ðàâíûå íóëþ íà ãðàíèöå T. Êàêîå
èç ýòèõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò 0 â T?

6. Ïîñòðîéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãëàäêèõ ôóíêöèé, ñõîäÿùèõñÿ ê δ′′(x) â D′(R1).

7. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ utt = uxx, t ≥ 0, x ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
u(0, t) = µ(t). Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â òî÷êå (x, t). Íà êàêèõ èí-
òåðâàëàõ íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ äàííûõ u0(x), u1(x), µ(t), ÷òîáû ìîæíî áûëî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ðåøåíèÿ

a) â òî÷êå (x, t) = (10, 15),

á) â òî÷êå (x, t) = (15, 10)?

8. Åäèíñòâåííî ëè ðåøåíèå çàäà÷è uxx + uyy − ux − 3uy = f(x, y), u|∂Ω = 0, Ω = [0, 1]×
[0, 3]?

9. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ut = uxx, x ∈ R, t > 0, óäîâëå-

òâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ u(x, 0) =
(

1 + 1
|x|+1

)x
. Íàéòè limt→∞ u(x, t).

10. Ñóùåñòâóåò ëè â R2 ðåøåíèå çàäà÷è uxy + u = 1, u|Γ = 2, uy|Γ = 0, Γ = {(x, y) : y =
x2}?
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Îëèìïèàäà ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2012 ã.

1. Ìîæåò ëè êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñòðóíû utt = uxx íà R2 èìåòü çíàêè, êàê
èçîáðàæåíî íà ðèñóíêàõ à)�ä)? (Âåçäå ïëîñêîñòü çàìîùåíà êâàäðàòàìè 2 êëåòêè ×
2 êëåòêè. Îñè êîîðäèíàò ïàðàëëåëüíû çíàêàì +.)

à)

�
�
�
�@

@
@
@�
�
�

@
@
@

@
@
@

�
�
�

− −
+ + +
− −

+ + +
− −
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+
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2. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ut = uxx + f(t, x), t ∈ [0,∞), x ∈ [0, π], (1)
u
∣∣
t=0

= ϕ(x), (2)
u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=π

= 0.

Ïóñòü f → 0 ïðè t→∞.
à) Âåðíî ëè, ÷òî u(x, t)→ 0 ïðè t→∞?

á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ çàäà÷è (1),(2) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ux
∣∣
x=0

= ux
∣∣
x=π

= 0.

â) Òîò æå âîïðîñ äëÿ çàäà÷è (1),(2) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

(ux − αu)
∣∣
x=0

= (ux + αu)
∣∣
x=π

= 0, α > 0.

3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

utt + α ut = uxx, α > 0,
u
∣∣
t=0

= ϕ(x), ut
∣∣
t=0

= ψ(x).

à) Óáûâàåò ëè àìïëèòóäà ðåøåíèÿ ïðè t→∞, åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ϕ(x) è ψ(x)
ôèíèòíû?

á) Ñïðàâåäëèâà ëè ýêñïîíåíöèàëüíàÿ îöåíêà ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðè t →
∞?

4. Ìîæåò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ "ïàìÿòüþ"

ut = uxx − C
t∫

0

uxxe
−(t−τ)dτ.

íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü ïðè t→ +∞?

5. Ïóñòü u(x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∆u = 0 â ïîëóïîëîñå [0,∞)× [0, π],

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì u
∣∣
y=0

= u
∣∣
y=π

= 0.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |u| < M, òî u(x, y) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè x→ +∞.
á) Ïóñòü u(x, y) óáûâàåò ïî x áûñòðåå ëþáîé ýêñïîíåíòû. Âåðíî ëè, ÷òî u(x, y) ≡ 0?
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6. Ïóñòü Ω = (0, 1)n � êóá â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äîêàæèòå, ÷òî çàäà÷à

{
∆u+ x

− 1
2

n u = f, x ∈ Ω
u|∂Ω = 0

èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

7. Ïóñòü u(x, y) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà ïëîñêîñòè. Ìîæåò ëè åå ëèíèÿ óðîâíÿ
èìåòü îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì:

à)

&%
'$

á) q â) �90o

�
�
�
�
�45oã) ä) å)

8. Ìîæåò ëè ó íåîãðàíè÷åííîé ñòðóíû (−∞ < x < ∞) öåëûé îòðåçîê íàõîäèòüñÿ â
ïîêîå â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ñòðóíû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà? Îäíà òî÷êà?

Òîò æå âîïðîñ äëÿ îãðàíè÷åííîé ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè.

9. Ðåøèòü â D′ óðàâíåíèå

y′′′ + 2y′′ + y′ = δ(x).

10. Ïóñòü u(x, t) � ðåøåíèå â [0, 1]× R+ ñìåøàííîé çàäà÷è

utt = uxx, u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=1

= 0, u
∣∣
t=0

= 0, ut
∣∣
t=0

= x(1− x)2.

Íàéòè lim
t→+∞

1∫
0

[
u2
t (x, t) + u2

x(x, t)
]
dx.

Îëèìïèàäà ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2013 ã.

1. Íàéòè ðåøåíèå y′′ + y = δ(2013)(x) èç D′(R).

2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè{
utt = ∆xu, t ∈ (0,∞), x ∈ Rn, n = 2, 3.

u
∣∣
t=0

= 0, ut
∣∣
t=0

= f(x).

Ôóíêöèÿ f íåîòðèöàòåëüíà, è îòëè÷íà îò íóëÿ â ñåðïîâèäíîé îáëàñòè: ðàñïîëîæåí-
íîé âíóòðè øàðà ðàäèóñà 1, è âíå øàðà ðàäèóñà 2, òàêèõ, ÷òî ãðàíè÷íûå ñôåðû
ýòèõ øàðîâ ïåðåñåêàþòñÿ â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ ñôåðû ðàäèóñà
1. Óêàçàòü âñå òå çíà÷åíèÿ t, ïðè êîòîðûõ ñóììà çíà÷åíèé u, âû÷èñëåííûõ â öåíòðàõ
ýòèõ øàðîâ, îòëè÷íà îò íóëÿ. Ðàññìîòðåòü çàäà÷ó â R2 è R3.
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3. Ïóñòü D = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 < 1} � øàð â R3, ~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê D.
Ôóíêöèÿ u(x, y, z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

∆u(x, y, z) = x2013 + y2013 + z2013 + 2013 â D

è óñëîâèþ u(0, 0, 0) = 0.

à) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü êðàåâîìó

óñëîâèþ u
∣∣∣
∂D

= a ?

á) Òîò æå âîïðîñ ïðî êðàåâîå óñëîâèå ∂u
∂~n

∣∣∣
∂D

= a.

4. Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ îãðàíè÷åííîé ñòðóíû ñ çàêðåïëåííîé ãðàíèöåé:{
utt = uxx, t ∈ (0,∞), x ∈ (0, l),

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), ut
∣∣
t=0

= ψ(x), u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=l

= 0.

Íåêîòîðûé îòðåçîê [a, b] ⊂ (0, l) íàõîäèòñÿ â ïîêîå â ïðîöåññå êîëåáàíèé ñòðóíû, òî
åñòü u(x, t) ≡ 0 ïðè (x, t) ∈ [a, b] × [0,∞). Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî u(x, t) ≡ 0 â
(x, t) ∈ [0, l]× [0,∞), òî åñòü ÷òî âñÿ ñòðóíà ïîêîèòñÿ?

5. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â îãðàíè÷åí-
íîé îáëàñòè åäèíñòâåííî. Áóäåò ëè îíî åäèíñòâåííî â ïîëîñå (x1, x2) ∈ (−∞,∞) ×
(0, l) íà ïëîñêîñòè? À åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ?

6. Ïóñòü T (x, t) � òåìïåðàòóðà îãðàíè÷åííîãî òåëà ñ íóëåâûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå.

Tt = Txx, t ∈ (0,∞), x ∈ (0, 1),

T
∣∣
t=0

= ϕ(x),

T
∣∣
x=0

= T
∣∣
x=1

= 0.

Ìîæåò ëè òåìïåðàòóðà êîëåáàòüñÿ â íåêîòîðîé âíóòðåííåé òî÷êå x0 òåëà, èìåííî,
ìîæåò ëè T (x0, t) èìåòü òàêîé ãðàôèê:

-

6T (x0, t)

0 t

7. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè{
ut = ∆xu+ f(t, x), t ∈ (0,∞), x ∈ Ω, |f(t, x)| < ε,

u
∣∣
t=0

= ϕ(x), u
∣∣
∂Ω×[0,∞)

= 0.

à) Ìîæíî ëè çà êîíå÷íîå âðåìÿ îñòóäèòü òåëî äî íóëåâîé òåìïåðàòóðû u(τ, x) ≡ 0,
x ∈ Ω?

á) Ìîæíî ëè çà êîíå÷íîå âðåìÿ íàãðåòü òåëî â çàäàííîé òî÷êå x0 ∈ Ω ñ íóëåâîé
òåìïåðàòóðû ϕ(x) ≡ 0 äî çàäàííîé òåìïåðàòóðû u(τ, x0), |u(τ, x0)| > M?

8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ uxy + xux + yuy + (1 + xy)u = 0.
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9. Íàéòè ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè (x, t), â êîòîðîì îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî ðåøåíèå
çàäà÷è Ãóðñà, è ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ:

utt − uxx = 0,

u(x, 0) = sin x, x ≥ 0, u(x, x) = x, 0 ≤ x ≤ 1.

10. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ãðèíà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Lu = u′′ − 2
x2

u,
u(1) = 0, u(x) îãðàíè÷åíà íà èíòåðâàëå (0, 1).

11. Ìîæíî ëè ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ èç L2(Ω) (Ω−îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü) ïðèáëèçèòü
â L2(Ω) ðåøåíèÿìè

à) óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà;

á) óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû;

â) óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè?

Îëèìïèàäà ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2014 ã.

1. Íàéòè ðåøåíèå y′′ − 2y′ + 5y = δ(2014)(x) èç D′(R).

2. Ïóñòü u(x1, x2, x3) � ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â øàðå {|x| < 2} â R3 :

∆u = 0 ïðè |x| < 2, u
∣∣∣
|x|=2

= x2
1.

Íàéòè u(0, 0, 0).

3. Íàéòè lim
t→∞

u(t, x, y), ãäå u(t, x, y) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ut = uxx + uyy, t > 0, (x, y) ∈ R2, u
∣∣∣
t=0

=

(
x2 + x|x|

)
cos2 y

1 + x2

4. Ñå÷åíèå òðóáêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî ñ âíóòðåííèì è âíåøíèì ðàäèóñàìè r1 è
r2, ìåæäó íèìè íàõîäèòñÿ âîäà. Èçíóòðè òðóáêà îõëàæäàåòñÿ äî òåìïåðàòóðû−T1 <
0, ñíàðóæè ïîääåðæèâàåòñÿ òåìïåðàòóðà T2 > 0. Êàêîé òîëùèíû ëåä ïîÿâèòñÿ íà
âíóòðåííåé ñòåíêå? Òåïëîïðîâîäíîñòè ëüäà è âîäû áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè.

ut(t, ~x) = ∆xu(t, ~x), t > 0, r1 < |x| < r2,

u
∣∣
t=0

= ϕ(~x),

u
∣∣∣
|x|=r1

= −T1, u
∣∣∣
|x|=r2

= T2,

r : lim
t→∞

u(t, ~x)
∣∣∣
|x|=r

= 0.

��
��

≈∼
???

6r2

��	
r1

@
@@Rr

5. Íà ïëîñêîñòè (x, t) íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè-Ãóðñà è
ñàìî ðåøåíèå:

utt − uxx = 0,

u(x, 0) = sin x, ut(x, 0) = ex, 0 < x < 1,

ux(0, t) = 1, 0 < t < 1.
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6. Êîððåêòíà ëè çàäà÷à
Lu = 0 â K, u

∣∣
∂K

= ϕ(t, x),

ϕ(t, x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, K = (0, π)× (0, π), åñëè

à) L ≡ ∂

∂t
− ∂2

∂x2
,

á) L ≡ ∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
?

7. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû

utt = uxx, 0 < t < T, 0 < x < π,

u
∣∣
t=0

= u0(x), ut
∣∣
t=0

= u1(x), 0 < x < π,

u
∣∣
x=π

= ϕ(t),
∂u

∂n

∣∣∣∣
x=π

= ψ(t), 0 < t < T.

Êîððåêòíà ëè ýòà çàäà÷à?

8. Ïóñòü ϕ(x) � çàäàííàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ. Ìîæíî ëè íàéòè òàêóþ íåïðåðûâíóþ
ôóíêöèþ f(x), ÷òîáû ðåøåíèå çàäà÷è

ut = uxx ïðè x ∈ R, u(0, x) = f(x)

óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ u(T, x) = ϕ(x)? (Èíà÷å ãîâîðÿ, ìîæíî ëè òàê íàãðåòü ñòåð-
æåíü, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t = T ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ñòàíåò ϕ(x)?)

9. Ìîãóò ëè ñåìåéñòâà êðèâûõ

y = x3 + C1, y = −x5 + C2, −∞ < C1, C2 <∞

áûòü õàðàêòåðèñòèêàìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî íà ïëîñêîñòè óðàâíåíèÿ?

Îëèìïèàäà ïî óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè 2015 ã.

1. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ + 4y = δ '(x− 1) èç D ′(R).

2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ uxx − 4uxy + 4uyy + ux − 2uy = 0.

3. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò çàäà÷à
∆u(x1, x2, x3) = 1, |x| < 1,

∂u

∂n

∣∣∣∣
|x|=1

= a+ x3
1 + x5

2 + x7
3

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a?

4. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
â ïîëóïîëîñå Π = (0, π)× (0,∞) :

utt = uxx, u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=π

= 0.

Ìîæåò ëè íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è áûòü ðàâíî íóëþ
à) â ïîëóïîëîñå (x, t) ∈ (α, β)× (0,∞);
á) íà ïîëóïðÿìîé x = B, t > 0?

-

6t

0 α β B π x
r�

�
�

�
�
��
�
���

�
�
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5. Ïóñòü u(x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:

utt = uxx t > 0, x ∈ R, u|t=0 = ϕ(x) > 0, ut|t=0 = ψ(x) > 0,

è èçâåñòíî, ÷òî u(x, T ) = 0 ïðè |x| > 2015 ïðè íåêîòîðîì T > 0. Óêàçàòü T0 òàêîå,
÷òî åñëè T > T0, òî u ≡ 0, èíà÷å, åñëè T < T0, òî âîçìîæíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
u 6= 0.

6. Ïóñòü

ut = uxx + sin t, x ∈ (0, π), t > 0, u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=π

= 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò u0(x, t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî t ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî
‖u(x, t)− u0(x, t)‖C −→ 0 ïðè t→∞.

7. Ïóñòü u(t, x)� ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ut = ∆u+ u, u
∣∣
t=0

= ϕ(x),

ϕ(x) � ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ. Ìîæåò ëè ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå u(t, x) áûòü ïðè
íåêîòîðîì t > 0 ôèíèòíîé ôóíêöèåé?

8. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

utt = −ut + uxx, u(0, x) = ϕ(x), ut(0, x) = 0,

ϕ(x) � ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ.

à) Äîêàæèòå, ÷òî

∞∫
−∞

[
(ux)

2 + (ut)
2
]
dx→ 0 ïðè t→∞.

á) Èìååò ëè ðåøåíèå ïåðåäíèé ôðîíò èëè çàäíèé ôðîíò?

9. Áóäåò ëè ðåøåíèå çàäà÷è

ut + uxx = 0, x ∈ R, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x),

ãäå ϕ(x) � íåïðåðûâíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûíî çàâèñåòü îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé?

10. Ïóñòü u(x, y)− ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â R2,

∞∫
−∞

|u(x, y)| dx<C, ãäå C íå çàâèñèò îò

y. Âåðíî ëè, ÷òî u ≡ 0?

11. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå T,

u
∣∣
l1

= u
∣∣
l2

= 0, u
∣∣
l3

= ϕ(x),

ϕ(x)� ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ϕ(0) = ϕ(B) = 0.
Äîêàæèòå, ÷òî |u(x, y)| 6 Crα, α > 1,
r � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî òî÷êè (x, y).

-

6y

0 Bl3 x
�
�
�
�
��
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Î íîâûõ ðåçóëüòàòàõ â êà÷åñòâåííîé òåîðèè

íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Àñòàøîâà È.Â.1

Ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ 2012 ãîäà íà êàôåäðå äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà.

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì è ðàçâèòèåì ìíîãîëåòíèõ èññëåäîâàíèé
êîëëåêòèâà àâòîðîâ, íà÷àòîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà ä.ô.-ì.í. Â. À. Êîíäðàòüå-
âà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íå ñóùåñòâóåò îáùèõ ïîäõîäîâ
è ìåòîäîâ. Òåì íå ìåíåå ðåçóëüòàòû î ïîâåäåíèè èõ ðåøåíèé ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò-
ñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå,
âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì êàê òåîðåòè÷åñêàÿ, òàê è ïðàêòè÷åñêàÿ ñî-
ñòàâëÿþùèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ àêòóàëüíû â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ïðèëîæåíèÿõ.

1 Óðàâíåíèÿ ñî ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ

1.1 Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñ íåñòåïåííîé àñèìïòîòèêîé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

y(n) = |y|k sgn y, n ≥ 1, k > 1. (1)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ R óðàâíåíèå (1)
èìååò ðåøåíèå

Y (x) = C(x∗ − x)−α, α =
n

k − 1
, C =

(
n−1∏
j=0

(α + j)

) 1
k−1

. (2)

1Àñòàøîâà Èðèíà Âèêòîðîâíà, ast@di�ety.ac.ru, ïðîôåññîð, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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Â ðàáîòå [1] ïðè n = 2 è â ðàáîòàõ [2] è [3] ïðè n = 3 è n = 4 äîêàçàíî, ÷òî âñå
ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé x = x∗ èìåþò âèä

y(x) = Y (x)(1 + o(1)), x→ x∗ − 0. (3)

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [4] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî N > 1 ñóùåñòâóþò òàêèå n >
N, k > 1, ÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò òàêæå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ äðóãîãî âèäà ñ âåðòè-
êàëüíîé àñèìïòîòîé x = x∗ :

y(x) = (x∗ − x)−α h( ln(x∗ − x) ), (4)

ãäå h � íåïîñòîÿííàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì
îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, íàñêîëüêî ìàëåíüêèì ìîæåò áûòü n ≥ 5, äëÿ êîòîðîãî ïðè
íåêîòîðîì k > 1 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå âèäà (4).

Òåîðåìà. Ïðè n = 12, 13, 14 ñóùåñòâóåò òàêîå k > 1, ÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå,
äëÿ êîòîðîãî

y(j)(x) = (x∗ − x)−α−j hj( ln(x∗ − x) ), j = 0, 1, . . . , n− 1, (5)

ãäå hj � íåïîñòîÿííûå íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè.
Â ðàáîòå [3] òàêæå äîêàçàíî, ÷òî ïðè n = 3 è n = 4 âñå êíåçåðîâñêèå ðåøåíèÿ (ñì.

îïðåäåëåíèå â [1]) óðàâíåíèÿ

z(n) = (−1)n|z|k sgn z, n ≥ 1, k > 1, (6)

èìåþò âèä
z(x) = C(x− x∗)−α. (7)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè y(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (5), òî
ôóíêöèÿ z(x) = y(−x) ÿâëÿåòñÿ êíåçåðîâñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6). Òàêèì îáðàçîì,
èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå. Ïðè n = 12, 14 è ñóùåñòâóåò òàêîå k > 1, ÷òî óðàâíåíèå (6) èìååò îò-
ëè÷íîå îò (7) êíåçåðîâñêîå ðåøåíèå z(x) = x−α h( lnx ), x > 0, ãäå h � íåïîñòîÿííàÿ
íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1, êàê è ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû astKoz, ïðèìå-
íÿåòñÿ ìåòîä, èñïîëüçóþùèé áèôóðêàöèîííóþ òåîðåìó Õîïôà ([5], ãë.5). Ýòîò ìåòîä íå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò ïðè n < 12, ÷òî íå îçíà÷àåò, âïðî÷åì, îòñóòñòâèÿ ðåøåíèé
âèäà (4) ïðè 5 ≤ n ≤ 11.

1.2 Î ñóùåñòâîâàíèè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáëþùèõñÿ ðåøå-

íèé óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âûñîêîãî ïîðÿäêà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

y(n) + p0 |y|k sgn y = 0, n > 2, k ∈ R, k > 1, p0 6= 0. (8)

Ìíîãèå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé (8) ïîäðîáíî îïèñàíû â
[1] è [5]. Äðóãèå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ àñèìïòîòèêîé
ñïåöèàëüíîãî âèäà ñîäåðæàòñÿ â [2]�[4], [6], [7].
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Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáëþùèõñÿ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (8). Ïðè ýòîì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå α = n

k−1
.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 2 è ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî k > 1 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ çíàêîïåðåìåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ h(s), ÷òî äëÿ ëþáûõ p0 > 0 è x∗ ∈ R
ôóíêöèÿ

y(x) = p
1

k−1

0 (x∗ − x)−αh(log(x∗ − x)), −∞ < x < x∗, (9)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8).

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî n > 2 è ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî k > 1 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ çíàêîïåðåìåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ h(s), ÷òî äëÿ ëþáûõ p0 > 0 è x∗ ∈ R
ôóíêöèÿ

y(x) = p
1

k−1

0 (x− x∗)−αh(log(x− x∗)), x∗ < x <∞, (10)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8).

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n > 2 è ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî k > 1 ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ çíàêîïåðåìåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ h(s), ÷òî äëÿ ëþáûõ p0 < 0 è x∗ ∈ R
ôóíêöèÿ

y(x) = |p0|
1

k−1 (x− x∗)−αh(log(x− x∗)), x∗ < x <∞, (11)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8).

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå â ðàáîòå [4] áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé
âèäà (11) c ïîëîæèòåëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé h(s) äëÿ óðàâíåíèÿ (8) ñ äîñòàòî÷íî
áîëüøèì n è p0 = (−1)n+1. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ n = 12, 13, 14 áûë äîêàçàí â ðàáîòå
[7].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 11-01-00989).
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1.3 Îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòüþ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

y(n) + p(x, y, y′, . . . , y(n−1)) |y|k sgn y = 0, n ≥ 2, k ∈ R, 0 < k < 1, (1)

ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé p(x, y0, . . . , yn−1).

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè íå âûïîëíÿþòñÿ. Òåì íå ìåíåå èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [2, 7.3]:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ p(x, y0, . . . , yn−1) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ïî y0, . . ., yn−1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà ÷èñåë x0, y

0
0, . . . , y

0
n−1, â êîòîðîì íå

âñå y0
i ðàâíû 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå.

Ïîëîæèì γ =
n

1− k
(> 0).

Òåîðåìà 2. (Ñì. ðèñ. 3) Ïóñòü n = 3 è p(x, y0, . . . , yn−1) = p(x), ãäå p(x) � îïðåäåëåí-
íàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ êîíå÷íûå
ïîëîæèòåëüíûå ïðåäåëû p∗ è p∗ ïðè x→ ±∞ ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ëþáîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) � ýòî èëè

(i) òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y(x) ≡ 0 íà (−∞,+∞), èëè

(ii±) ðåøåíèå, ðàâíîå íóëþ íà ïîëóîñè (−∞, x∗] è çíàêîïîñòîÿííîå ñ àñèìïòîòè÷åñêè
ñòåïåííûì ïîâåäåíèåì íà (x∗, +∞), à èìåííî

y(x) = ±C(p(x∗)) (x− x∗)γ (1 + o(1)) ïðè x→ x∗ + 0, (2)

y(x) = ±C(p∗) xγ (1 + o(1)) ïðè x→ +∞, (3)

ãäå C(p) =

(
(1− k)3 p

3(k + 2)(2k + 1)

) 1
1−k

, èëè

(iii) ðåøåíèå, ðàâíîå íóëþ íà ïîëóîñè [x∗, +∞) è êîëåáëþùååñÿ íà èíòåðâàëå
(−∞, x∗), ïðè÷åì äëÿ òî÷åê åãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà xj, j ∈ Z, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

xj → −∞, |y(xj)| = |xj|γ+o(1) ïðè j → −∞, (4)

xj → x∗ − 0, |y(xj)| = |x∗ − xj|γ+o(1) ïðè j → +∞, (5)

èëè

(iv±) ðåøåíèå, ðàâíîå íóëþ íà îòðåçêå [x∗, x
∗], x∗ ≤ x∗,

êîëåáëþùååñÿ íà ïîëóîñè (−∞, x∗) òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (4)�(5), è
çíàêîïîñòîÿííîå íà (x∗, +∞) òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (2)�(3), èëè

(v±) ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå (3) ïðè x→ +∞, óäîâëåòâîðÿþùåå (4) ïðè x→ −∞,
è íè â îäíîé òî÷êå íå îáðàùàþùååñÿ â íîëü âìåñòå ñ y′ è y′′.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè p(x) = p0 > 0, òî ëþáîå ðåøåíèå âèäà (iii) ìîæåò áûòü çàïèñàíî
íà èíòåðâàëå (−∞, x∗) â âèäå

y(x) = (x∗ − x)γ h ( log(x∗ − x) )

c íåêîòîðîé íåïîñòîÿííîé êîëåáëþùåéñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé h(s).
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Ðèñ. 3:

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî n > 2 è ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî k < 1 ñóùåñòâóåò
òàêàÿ çíàêîïåðåìåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ h(s), ÷òî äëÿ ëþáîãî p0, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåãî íåðàâåíñòâó (−1)np0 > 0, è ëþáîãî x∗ ∈ R ôóíêöèÿ

y(x) =| p0 |−
1

k−1 (x∗ − x)γh(log(x∗ − x)), −∞ < x < x∗,

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), â êîòîðîì p(x, y0, . . . , yn−1) = p0.

Çàìå÷àíèå 2. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ïðè n = 3 è
n = 4 ñ ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòüþ (k>1) è íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì
ïîâåäåíèè ðåøåíèé ñ ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòüþ (0<k<1) ñîäåðæàòñÿ â [2, ãëàâà 7], è [3].
Ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé (1) ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà
n ñîäåðæàòñÿ â [1] è [2]. Àíàëîã Òåîðåìû 3 äëÿ k > 1 ïðèâåäåí â [4].
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1.4 Àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà � Ôàóëåðà ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà c ïîñòîÿííûì ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì

Ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

yIV(x) + p0 |y|k sgn y = 0, 0 < k < 1, p0 > 0. (12)

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (0 < k < 1) âèäà
(15) òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðèâåäåíà â [1], ðåãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (k > 1) âèäà (15) òðåòüåãî
ïîðÿäêà � â [3, ãëàâà 7], ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà � â [3, ãëàâà 7, è 5]. Â [2] è [3] ñîäåðæàòñÿ
ðåçóëüòàòû îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé (1) ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà
n.
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Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè, k > 1, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ìàêñèìàëüíî ïðî-
äîëæåííûå ðåøåíèÿ, òàê êàê ðåøåíèÿ ìîãóò âåñòè ñåáÿ îñîáûì îáðàçîì òîëüêî âáëè-
çè ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Åñëè k < 1, òî îñîáîå ïîâåäåíèå ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ è
âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàêñèìàëüíî
ïðîäîëæåííûå åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðåøåíèÿ, òî åñòü ðåøåíèÿ y : (a, b) → R, ãäå
−∞ 6 a < b 6 +∞, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(i) óðàâíåíèå íå èìååò äðóãèõ ðåøåíèé, ðàâíûõ y íà íåêîòîðîì ïîäûíòåðâàëå èíòåð-
âàëà (a, b) è íå ðàâíûõ y â íåêîòîðîé òî÷êå èç (a, b);

(ii) óðàâíåíèå ëèáî íå èìååò ðåøåíèé, îïðåäåëåíííûõ íà äðóãîì èíòåðâàëå, ñîäåð-
æàùåì (a, b), è ðàâíûõ y íà (a, b), ëèáî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà òàêèõ ðåøåíèÿ, íå
ðàâíûõ äðóã äðóãó â òî÷êàõ, ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê ãðàíèöå èíòåðâàëà (a, b).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < k < 1 è p0 > 0. Òîãäà âñå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (15) äåëÿòñÿ íà 3 òèïà â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ àñèìï-
òîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì.

1. Êîëåáëþùèåñÿ ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà ïîëóîñè (−∞, b). Ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ
ñîñåäíèìè íóëÿìè áåñêîíå÷íî âîçðàñòàåò ïðè x → −∞ è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → b.
Ðåøåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå y(j), j = 0, 1, 2, 3, 4, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì lim

x→b
y(j)(x) =

0 è lim
x→−∞

∣∣y(j)(x)
∣∣ =∞. Â òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:

C1 |x− b|−
4

k−1 6 |y(x)| 6 C2 |x− b|−
4

k−1 (13)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè C1 è C2, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò k è p0.
2. Êîëåáëþùèåñÿ ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà ïîëóîñè (b,+∞). Ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ

ñîñåäíèìè íóëÿìè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x → b è áåñêîíå÷íî âîçðàñòàåò ïðè x → +∞.
Ðåøåíèÿ è èõ ïðîèçâîäíûå y(j), j = 0, 1, 2, 3, 4, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì lim

x→b
y(j)(x) =

0 è lim
x→+∞

∣∣y(j)(x)
∣∣ = ∞. Â òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà èìåþò ìåñòî îöåíêè (13) ñ

ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè C1 è C2, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò k è p0.
3. Êîëåáëþùèåñÿ ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå íà (−∞, +∞). Âñå èõ ïðîèçâîäíûå y(j),

j = 0, 1, 2, 3, 4, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

lim
x→−∞

∣∣y(j)(x)
∣∣ = lim

x→+∞

∣∣y(j)(x)
∣∣ =∞.

Â òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà, â îêðåñòíîñòè −∞ èëè +∞, èìåþò ìåñòî îöåíêè

C1 |x|−
4

k−1 6 |y(x)| 6 C2 |x|−
4

k−1 (14)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè C1 è C2, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò k è p0.
Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå ñ ïóíêòàõ 1 è 2, èìåþò âèä

y(x) = p
− 1
k−1

0 |b− x|−
4

k−1h(log |b− x|)

c íåêîòîðîé íåïîñòîÿííîé êîëåáëþùåéñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé h.
Äëÿ óðàâíåíèé (15) ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n, ó êîòîðûõ (−1)np0 > 0, òåîðåìà î ñó-

ùåñòâîâàíèè êîëåáëþùèõñÿ ðåøåíèé âèäà

y(x) = |p0|−
1

k−1 (b− x)−
n
k−1h(log(b− x)), −∞ < x < b,

â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè ïðèâîäèòñÿ â [1], à â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè
k > 1 äîêàçûâàåòñÿ â [4].
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1.5 Àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà � Ôàóëåðà ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà c ïîñòîÿííûì îòðèöàòåëüíûì ïîòåíöèàëîì

Ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

yIV(x)− p0 |y|k sgn y = 0, 0 < k < 1, p0 > 0. (15)

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (0 < k < 1) âèäà
(15) òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðèâåäåíà â [1], ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî ïîòåíöèàëà - â [6], ðåãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (k > 1) âèäà (15) òðåòüåãî ïîðÿäêà �
â [3, ãëàâà 7], ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà � â [3, ãëàâà 7, è 5]. Â [2] è [3] ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû
îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé (1) ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n.

Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè, k > 1, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ìàêñèìàëüíî ïðî-
äîëæåííûå ðåøåíèÿ, òàê êàê ðåøåíèÿ ìîãóò âåñòè ñåáÿ îñîáûì îáðàçîì òîëüêî âáëèçè
ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Åñëè k < 1, òî îñîáîå ïîâåäåíèå ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ è âî
âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó, êàê áûëî îòìå÷åíî â [6], áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðåøåíèÿ, òî åñòü ðåøåíèÿ
y : (a, b)→ R, ãäå −∞ 6 a < b 6 +∞, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

(i) óðàâíåíèå íå èìååò äðóãèõ ðåøåíèé, ðàâíûõ y íà íåêîòîðîì ïîäûíòåðâàëå èíòåð-
âàëà (a, b) è íå ðàâíûõ y â íåêîòîðîé òî÷êå èç (a, b);

(ii) óðàâíåíèå ëèáî íå èìååò ðåøåíèé, îïðåäåëåíííûõ íà äðóãîì èíòåðâàëå, ñîäåð-
æàùåì (a, b), è ðàâíûõ y íà (a, b), ëèáî èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà òàêèõ ðåøåíèÿ, íå
ðàâíûõ äðóã äðóãó â òî÷êàõ, ñêîëü óãîäíî áëèçêèõ ê ãðàíèöå èíòåðâàëà (a, b).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < k < 1 è p0 > 0. Òîãäà âñå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) äåëÿòñÿ íà 13 òèïîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ àñèìï-
òîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì.

1�2. Îïðåäåëåííûå íà ïîëóîñè (b,+∞) ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïî-
âåäåíèåì âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ñ îäèíàêîâûìè çíàêàìè ±):

y(x) ∼ ±C4k (x− b)−
4

k−1 , x→ b+ 0, y(x) ∼ ±C4k x
− 4
k−1 , x→ +∞,
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ãäå

C4k =

(
4(k + 3)(2k + 2)(3k + 1)

p0 (k − 1)4

) 1
k−1

.

3�4. Îïðåäåëåííûå íà ïîëóîñè (−∞, b) ðåøåíèÿ ñî ñòåïåííûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïî-
âåäåíèåì âáëèçè ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (ñ îäèíàêîâûìè çíàêàìè ±):

y(x) ∼ ±C4k |x|−
4

k−1 , x→ −∞, y(x) ∼ ±C4k (b− x)−
4

k−1 , x→ b− 0.

5. Îïðåäåëåííûå íà âñåé ïðÿìîé ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáëþùèåñÿ ðåøåíèÿ. Âñå îíè ìî-
ãóò áûòî ïîëó÷åíû èç îäíîãî, ñêàæåì, z(x), ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ y(x) = λ4z(λk−1x+
x0) ñ ïðîèçâîëüíûìè λ > 0 è x0. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ ñ ïðîèçâîëü-
íûì ìàêñèìóìîì h > 0 è ñ ïðîèçâîëüíûì ïåðèîäîì T > 0, íî íå ñ ïðîèçâîëüíîé ïàðîé
(h, T ).

6�7. Îïðåäåëåííûå íà (−∞,+∞) ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ êîëåáëþùèìèñÿ íà x→ −∞,
è èìåþùèå ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà +∞ : y(x) ∼ ±C4k x

− 4
k−1 , x → +∞.

Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ ýòîãî òèïà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ìîäóëåé åãî ëîêàëüíûõ
ýêñòðåìóìîâ ïðè x→ −∞.

8�9. Îïðåäåëåííûå íà (−∞,+∞) ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ êîëåáëþùèìèñÿ íà x→ +∞,
è èìåþùèå ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà −∞ : y(x) ∼ ±C4k |x|−

4
k−1 , x→ −∞.

Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ ýòîãî òèïà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ìîäóëåé åãî ëîêàëüíûõ
ýêñòðåìóìîâ ïðè x→ +∞.

10�13. Îïðåäåëåííûå íà (−∞,+∞) èìåþùèå ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

íà −∞ è +∞ (ñ ÷åòûðüìÿ âîçìîæíûìè ïàðàìè çíàêîâ ±): y(x) ∼ ±C4k(p(b)) |x|−
4

k−1 , x→
±∞.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå â ïóíêòå 5, ñóùå-
ñòâóþò ó óðàâíåíèÿ (15) è â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîé íåëèíåéíîñòè [1].
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ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé òèïà Ýìäåíà � Ôàóëåðà ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
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2 Óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíîñòüþ îáùåãî âèäà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

w(m) = Q(r, w, . . . , w(m−1)), r > a, (16)

ïîðÿäêà m ≥ 2, óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(−1)iw(i)(r) ≥ 0 äëÿ âñåõ r ∈ [a,∞), i = 0, . . . ,m− 1, (17)

� òàê íàçûâàåìûå êíåçåðîâñêèå ðåøåíèÿ, ëèáî

w(m−i)(a) >
δ

(i− 1)!
ai−1, i = 1, . . . ,m, (18)

ãäå δ > 0 � íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Äëÿ êíåçåðîâñêèõ ðåøåíèé áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü íà ìíîæå-

ñòâå {(r, t0, . . . , tm−1) : r ≥ a, t0 > 0, (−1)iti ≥ 0, i = 0, . . . ,m− 1} âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

(−1)mQ(r, t0, . . . , tm−1) ≥ p(r)g(|t0|),

ãäå p : [a,∞) → [0,∞) ïðèíàäëåæèò Lloc([a,∞)), à g : (0,∞) → (0,∞) � èçìåðèìàÿ
ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

ess inf
Γ

g > 0 (19)

äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà Γ ⊂ (0,∞) íåíóëåâîé ìåðû.
Äëÿ íåêîòîðûõ (âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíûõ) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë σ > 1 è θ > 1

îáîçíà÷èì

µ(ξ) = 1 + sup
h∈(ξ/σ,ξ)∩(a,∞)

1

ξ − h

∫ ξ

h

ζmp(ζ) dζ

è

H0(ξ) =

∫ 1

ξ

g
− 1
m

θ (t) t
1
m
−1 dt,

ãäå

gθ(t) = ess inf
(t/θ,tθ)

g. (20)

Â ñëó÷àå ∫ 1

0

g
− 1
m

θ (t) t
1
m
−1 dt <∞, (21)

ïîëîæèì òàêæå

G0(ξ) =

∫ ξ

0

g
− 1
m

θ (t) t
1
m
−1 dt.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ∫ ∞
a

ξm−1p(ξ)µ
1
m
−1(ξ) dξ =∞ (22)

è ïðè ýòîì èìååò ìåñòî (21). Òîãäà ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (16), (17) ÿâëÿåòñÿ
ñèíãóëÿðíûì ïåðâîãî ðîäà.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ∫ ∞
a

ξm−1p(ξ) dξ =∞, (23)

lim sup
r→∞

rmp(r)∫ r
a
ξm−1p(ξ) dξ

< c <∞ (24)

è ïðè ýòîì ∫ 1

0

g
− 1
m

θ (t) t
1
m
−1 dt =∞.

Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå (16), (17) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

w(r) ≤ H−1
0

(
A

(∫ r

a

ξm−1p(ξ) dξ

) 1
m

)
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r, ãäå ïîñòîÿííàÿ A > 0 çàâèñèò òîëüêî îò m, c è θ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ∫ ∞
a

ξm−1p(ξ) dξ <∞, (25)

lim sup
r→∞

rmp(r)∫∞
r
ξm−1p(ξ) dξ

< c <∞ (26)

è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî (21). Òîãäà ëþáîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå (16), (17) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

w(r) ≥ G−1
0

(
A

(∫ ∞
r

ξm−1p(ξ) dξ

) 1
m

)
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r, ãäå ïîñòîÿííàÿ A > 0 çàâèñèò òîëüêî îò m, c è θ.

Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ ðåøåíèé (16), (18) óäàëîñü ïîêàçàòü ñëåäóþùåå. Ïóñòü íà ìíîæå-
ñòâå {(r, t0, . . . , tm−1) : r ≥ a, tm−i > δri−1/(i− 1)!, i = 1, . . . ,m} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Q(r, t0, . . . , tm−1) ≥ rm−1p(r)g(t0/r
m−1), (27)

ãäå p : [a,∞)→ [0,∞), êàê è ðàíåå, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lloc([a,∞)), à g : (0,∞)→
(0,∞) � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ñî ñâîéñòâîì (19).

Ïðåäïîëîæèì íà ýòîò ðàç, ÷òî

µ(ξ) = 1 + sup
ξ<h<σξ

1

h− ξ

∫ h

ξ

tmp(t) dt (28)

è

H∞(ξ) =

∫ ξ

1

g
− 1
m

θ (t) t
1
m
−1 dt,

ãäå gθ çàäàíî ñ ïîìîùüþ (20), à σ > 1 è θ > 1, êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íåêîòîðûå
ôèêñèðîâàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Â ñëó÷àå, êîãäà ∫ ∞
1

g
− 1
m

θ (t) t
1
m
−1 dt <∞, (29)

îáîçíà÷èì òàêæå

G∞(ξ) =

∫ ∞
ξ

g
− 1
m

θ (t) t
1
m
−1 dt.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (22) è (29). Òîãäà ëþáîå íåïðîäîëæàåìîå
ðåøåíèå çàäà÷è (16), (18) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì âòîðîãî ðîäà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ∫ ∞
1

g
− 1
m

θ (t) t
1
m
−1 dt =∞

è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (23) è (24). Òîãäà ëþáîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è
(16), (18) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

w(r) ≥ rm−1H−1
∞

(
A

(∫ r

a

ξm−1p(ξ) dξ

) 1
m

)
äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r, ãäå ïîñòîÿííàÿ A > 0 çàâèñèò òîëüêî îò m, c è θ.

Òåîðåìà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþò ìåñòî (25), (26) è (29). Òîãäà ëþáîå ïðàâèëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (16), (18) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè äîïóñêàåò îöåíêó

w(r) ≤ rm−1G−1
∞

(
A

(∫ ∞
r

ξm−1p(ξ) dξ

) 1
m

)
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ A > 0 çàâèñèò òîëüêî îò m, c è θ.

Èññëåäîâàíèå ðåøåíèå (16), (18) áûëî ïðîäîëæåíî â ðàáîòå

[2] Êîíüêîâ À. À. Î ðåøåíèÿõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ
âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó // Ìàòåì. ñá. 2008. Ò. 199. �1. Ñ. 3-14.

Â ýòîé ðàáîòå, â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îòñóòñòâèå ïðàâèëüíûõ ðåøåíèé çàäà-
÷è (16), (18) çàâèñèò îò ñâîéñòâ íåêîòîðîé íåëèíåéíîé åìêîñòè. Èìåííî, äëÿ âñÿêîãî
êîìïàêòà K ⊂ [a,∞) ïîëîæèì

f,m(K) = inf
∞∑
i=1

(∫ ri

ri−1

(
1− ξ

ri

)m−1

χK(ξ)f(ξ) dξ

)1/m

,

ãäå χK � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ K, à in�mum â ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ ïî âñåì
âîçðàñòàþùèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ri, i = 0, 1, 2, . . ., òàêèì, ÷òî

r0 = a è lim
i→∞

ri =∞. (30)

Åìêîñòü ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [a,∞) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

f,m(E) = sup
KbE

f,m(K).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü f,m([a,∞)) =∞, èìååò ìåñòî (27) è ïðè ýòîì∫ ∞
1

g
−1/m
θ (t)t1/m−1 dt <∞

äëÿ íåêîòîðîãî θ > 1. Òîãäà ëþáîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå (16), (18) ÿâëÿåòñÿ ñèíãó-
ëÿðíûì âòîðîãî ðîäà.
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Â ðàáîòå

[3] Kon'kov A. A. On global solutions of the radial p-Laplace equation // Nonlinear Analysis.
Theory, Methods and Appl. 2009. Ò. 70. Ñ. 3437-3451

ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à

1

rn−1

d

dr

(
rn−1

∣∣∣∣dudr
∣∣∣∣p−2

du

dr

)
= c(r, u), u(a) > 0,

du

dr
(a) ≥ 0 (31)

äëÿ ðàäèàëüíîãî îïåðàòîðà p-Ëàïëàñà ðàçìåðíîñòè n ≥ 1, ãäå p > 1 � íåêîòîðîå âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî, à c : [a,∞) × (0,∞) → [0,∞) � ôóíêöèÿ èç êëàññà Êàðàòåîäîðè
Kloc([a,∞)× R), a > 0.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è òàêæå áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñèíãóëÿðíîñòè âòîðîãî ðîäà. Ïóñòü
θ > 1 íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

inf
ζ∈(t/θ,θt)

c(r, ζ) ≥ f(r)g(t)

äëÿ ïî÷òè âñåõ r ≥ a è âñåõ t > 0, ãäå f : [a,∞) → [0,∞) ïðèíàäëåæèò L1,loc([a,∞)),
à g : (0,∞) → (0,∞) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîä åìêîñòüþ êîìïàêòà K ⊂ [a,∞) ïî
îòíîøåíèþ ê óïîðÿäî÷åííîé òðîéêå F = (f, p, n) áóäåì ïîäðàçóìåâàòü âåëè÷èíó

F(K) = inf
∞∑
i=1

(∫ ri

ri−1

dt

(
1

tn−1

∫ t

ri−1

ξn−1f(ξ)χK(ξ) dξ

)1/(p−1)
)(p−1)/p

,

ãäå in�mum â ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ ïî âñåì âîçðàñòàþùèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {ri}∞i=0,
óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì (30). Åìêîñòü ïðîèçâîëüíîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà
E ⊂ [a,∞) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

F(E) = sup
KbE

F(K).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü F([a,∞)) =∞ è ïðè ýòîì∫ ∞
1

(g(t)t)−1/p dt <∞,

Òîãäà ëþáîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå (31) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì âòîðîãî ðîäà.

Â ñëó÷àå p < n äëÿ öåëîãî ðÿäà ïðèìåðîâ ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ
íåóëó÷øàåìûìè. Â ñëó÷àå p ≥ n, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå

[4] Kon'kov A. A. On global solutions of the radial p-Laplace equation. The case of large p
// Nonlinear Analysis. Theory, Methods and Appl. 2010. Ò. 72. Ñ. 2047-2062,

ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü óòî÷íåíû. Èìåííî, îáîçíà÷èì

E(r) =

{
log r, n = p,
p−1
p−nr

(p−n)/(p−1), n < p.
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Äëÿ âñÿêîãî êîìïàêòíî ìíîæåñòâà K ⊂ [a,∞) ïîëîæèì

Q(K) = inf
∞∑
i=1

(
1

E(ri)

∫ ri

ri−1

dt

(
1

tn−1

∫ t

ri−1

ξn−1q(ξ)χK(ξ) dξ

)1/(p−1)
)(p−1)/p

,

ãäå Q = (q, E , p, n), à in�mum â ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ ïî âñåì âîçðàñòàþùèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿì {ri}∞i=0, óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì (30). Êàê è âûøå, åìêîñòü ïðîèç-
âîëüíîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [a,∞) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

Q(E) = sup
KbE

Q(K).

Áóäåì, äàëåå, ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (31) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

c(r, E(r)t) ≥ q(r)h(t)

äëÿ ïî÷òè âñåõ r ≥ a è âñåõ t > 0, ãäå q : [a,∞) → [0,∞) ïðèíàäëåæèò L1,loc([a,∞)), à
h : (0,∞)→ (0,∞) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü Q([a,∞)) =∞ è ïðè ýòîì∫ ∞
1

(hθ(t)t)
−1/p dt <∞

äëÿ íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà θ > 1, ãäå

hθ(t) = inf
(t/θ,tθ)

h. (32)

Òîãäà ëþáîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå (31) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì âòîðîãî ðîäà.

Ââåäåííûå âûøå åìêîñòè òðóäíîâû÷èñëèìû, åñëè ðå÷ü èäåò î òî÷íîì èõ çíà÷åíèè. Îä-
íàêî, èõ íåñëîæíî îöåíèòü, ÷òî áûëî, â ÷àñòíîñòè, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ðàáîòàõ [2�4].
Ýòîãî âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ðàâíÿåòñÿ ëè áåñêîíå÷íîñòè åìêîñòü èíòåð-
âàëà [a,∞).

Â ðàáîòå

[5] Kon'kov A.A. On the behavior of Kneser solutions of nonlinear ordinary di�erential
equations // Ann. Mat. Pura Appl. (â ïå÷àòè, ýëåêòðîííàÿ âåðñèÿ äîñòóïíà íà ñàéòå
http://link.springer.com/article/10.1007/s10231-015-0500-4)

ðàññìàòðèâàëèñü êíåçåðîâñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (16) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèþ

(−1)mQ(r, t0, . . . , tm−1) ≥ q(r)h(t0)−
m−1∑
i=1

bi(r)|ti| (33)

íà ìíîæåñòâå {(r, t0, . . . , tm−1) : r ≥ a, t0 > 0, (−1)iti ≥ 0, i = 1, . . . ,m − 1}, ãäå q :
[a,∞) → [0,∞) è bi : [a,∞) → [0,∞), i = 1, . . . ,m − 1, ïðèíàäëåæàò L∞,loc([a,∞)), à
h : (0,∞)→ (0,∞) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

w(m) + zm−1(r)w(m−1) + . . .+ z1(r)w′ = z(r, w),
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ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

(−1)mz(r, t) ≥ q(r)h(t)

äëÿ âñåõ r ≥ a è t > 0. Óñëîâèå (33) áóäåò, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî, åñëè âçÿòü

Q(r, t0, . . . , tm−1) = z(r, t0)−
m−1∑
i=1

zi(r)ti

è
bi = |zi|, i = 1, . . . ,m− 1.

Òåîðåìà 10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî∫ 1

0

h
−1/m
θ (t)t1/m−1 dt <∞

äëÿ íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà θ > 1, ãäå hθ îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ (32). Ïóñòü
òàêæå íàéäóòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî σ > 1 è èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f : [a,∞) → [0,∞)
òàêèå, ÷òî

f(r) ≤ q(r)

1 +
m−1∑
i=1

rm−i ess sup(r/σ,rσ)∩[a,∞) bi

äëÿ ïî÷òè âñåõ r ∈ [a,∞) è ïðè ýòîì∫ ∞
a

rm−1f(r)µ1/m−1(r) dr =∞,

ãäå
µ(r) = 1 + rm ess sup

(r/σ,r)∩[a,∞)

f.

Òîãäà ëþáîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (16), (17) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ïåðâîãî ðîäà.

Ïðèâåäåííûå â ðàáîòå [5] ïðèìåðû ñâèäåòåëüñòâóþò î òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-
òîâ äëÿ øèðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé.
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Òî÷íûé áýðîâñêèé êëàññ íåêîòîðûõ
ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé íà ïðîñòðàíñòâå
ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ êîìïàêòíî-îòêðûòîé è

ðàâíîìåðíîé òîïîëîãèÿìè

Âåòîõèí À.Í.1

Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî êîíñòðóêòèâíûé ïîêàçàòåëü, èíäåêñ óñëîâíîé ýêñïîíåíöèàëü-

íîé óñòîé÷èâîñòè, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ïîêàçàòåëü êîòîðûõ ìåíüøå

çàäàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, ðàññìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàí-

ñòâå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé è êîìïàêòíî-îòêðûòîé òî-

ïîëîãèÿìè, ïðèíàäëåæàò â òî÷íîñòè âòîðîìó êëàññó Áýðà. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-

ñòâà ðåøåíèé ïîêàçàòåëü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà,

ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé è êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèÿìè, ïðèíàäëåæèò â òî÷íîñòè

òðåòüåìó êëàññó Áýðà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî Mn ñèñòåì âèäà

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

ãäå A : R+ → EndRn � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Mu

n ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî÷êàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû âèäà (1) (èëè ïðîñòî
îïåðàòîð-ôóíêöèè, êîòîðûìè ýòè ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ), c ìåòðèêîé

%(A,B) = sup
t∈[0,∞)

‖A(t)−B(t)‖, (2)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò òîïîëîãèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ íà R+.
Íàäåëèì ïðîñòðàíñòâî Mn ñèñòåìîé ïîëóíîðì

ρk(A,B) sup
t∈[0,k]

‖A(t)−B(t)‖, k = 1, 2, 3, . . . , (3)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò íà ïðîñòðàíñòâå Mn êîìïàêòíî-îòêðûòóþ òîïîëîãèþ. Ïîëó÷èâøååñÿ
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îáîçíà÷èì ÷åðåç M c

n. Îòìåòèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî M c

n ìîæíî ïðåâðàòèòü â ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [1, ñòð. 221].

1Âåòîõèí Àëåêñàíäð Íèêîëàåâè÷, vetokhin@front.ru, äîöåíò, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, äîöåíò, êàôåäðà ìàòåìàòèêè è èíôîð-
ìàöèîííûõ òåõíîëîãèé â òóðèçìå ÐÃÓÒÈÑ

68



Âåòîõèí À.Í., Òî÷íûé áýðîâñêèé êëàññ íåêîòîðûõ ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé íà ïðîñòðàíñòâå ñèñòåì...

Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ ìåòðèêà (2) è ñèñòåìà ïîëóíîðì (3) çàâèñÿò îò íîðìû ‖·‖, êîòîðàÿ
îïðåäåëåíà â ïðîñòðàíñòâå End Rn, íî òîïîëîãèè, çàäàâàåìûå èìè, íå çàâèñÿò îò ýòîé
íîðìû. Â äàëüíåéøåì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå
EndRn îïðåäåëåíà ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

‖A‖ = sup
(x,x)=1

√
(Ax,Ax), (x, x) =

n∑
i=1

x2
i .

Ðàçâèòèå òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ öåëîãî ðÿäà íîâûõ ïîêàçà-
òåëåé: âñå îíè èëè îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, èëè ÿâ-
ëÿþòñÿ èõ ìîäèôèêàöèÿìè, à ïîòîìó òàêæå ìîãóò, â øèðîêîì ñìûñëå, íàçûâàòüñÿ ëÿ-
ïóíîâñêèìè (âî èçáåæàíèå ïóòàíèöû äëÿ êàæäîãî èç íèõ, êàê ïðàâèëî, ïðåäóñìîòðåíî
è ñâîå ñîáñòâåííîå íàçâàíèå). Áîëüøèíñòâî ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé, ðàññìàòðèâàåìûõ
êàê ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé
è êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèÿìè, ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè, à ïîýòîìó åñòå-
ñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î òî÷íîé áýðîâñêîé êëàññèôèêàöèè ýòèõ ïîêàçàòåëåé. Íàïîì-
íèì, ÷òî ôóíêöèÿìè íóëåâîãî êëàññà Áýðà íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p ôóíêöèÿìè p-ãî êëàññà Áýðà
íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ïîòî÷å÷íûìè ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíê-
öèé (p− 1)-ãî êëàññà Áýðà [2].

Â ÷àñòíîñòè Â.Ì.Ìèëëèîíùèêîâ â ðàáîòå [3] óñòàíîâèë, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà
ñèñòåìû (1), ðàññìàòðèâàåìûå êàê ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå M c

n, ïðèíàäëåæàò âòî-
ðîìó áýðîâñêîìó êëàññó. Ì.È. Ðàõèìáåðäèåâ [4] óñòàíîâèë, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà íå
ïðèíàäëåæàò ïåðâîìó êëàññó Áýðà íà Mu

n (à òåì áîëåå íà M c
n).

Â äàííîé ðàáîòå èíäåêñ óñëîâíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü êîòîðûõ ìåíüøå (íå ïðåâîñõîäèò)
çàäàííîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, êîíñòðóêòèâíûé ïîêàçàòåëü ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ôóíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé è
êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèÿìè. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ óñòàíîâëåí òî÷-
íûé áýðîâñêèé êëàññ íà ïðîñòðàíñòâàõ Mu

n , M
c
n.

Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Îòìåòèì, ÷òî êîìïàêòíî-îòêðûòàÿ òîïîëîãèÿ ñëà-
áåå ðàâíîìåðíîé, ñëåäîâàòåëüíî èç ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè p-ìó êëàññó Áýðà íà ïðî-
ñòðàíñòâå M c

n ñëåäóåò åå ïðèíàäëåæíîñòü òîìó æå êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå M
u
n ; åñëè

æå ôóíêöèÿ íå ïðèíàäëåæèò p-ìó êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå Mu
n , òî îíà íå ïðèíàäëå-

æèò ýòîìó êëàññó íà M c
n.

Äîêàæåì òåîðåìó î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
îò êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû â óäîáíîé äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìå. Îáîçíà÷èì
XA(t, τ) � îïåðàòîð Êîøè ñèñòåìû (1).

Ëåììà 1. Ïóñòü t > τ > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ A 7→ XA(t, τ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà
ïðîñòðàíñòâå M c

n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé äëÿ îïåðàòîðà
Êîøè ñèñòåìû (1) ïîëó÷àåì

XA(t, τ) = E +

t∫
τ

A(s)XA(s, τ) ds.
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Îòñþäà

‖XA(t, τ)‖ 6 ‖E‖+

t∫
τ

‖A(s)‖ · ‖XA(s, τ)‖ ds.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó a = sup
t>0
‖A(t)‖ <∞ è ëåììó Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷àåì

‖XA(t, τ)‖ 6 ea(t−τ). (4)

Ïðåäñòàâèì ñèñòåìó ẋ = B(t)x â âèäå ẋ = A(t)x + (B(t) − A(t))x. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà
âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé äëÿ îïåðàòîðà Êîøè ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì

XB(t, τ) = XA(t, τ) + +

t∫
τ

XA(t, s)(B(s)− A(s))XB(s, τ) ds. (5)

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ îöåíêó (4), èìååì

‖XB(t, τ)‖ 6 ‖XA(t, τ)‖+

t∫
τ

‖XA(t, s)‖‖B(s)− A(s)‖‖XB(s, τ)‖ ds 6

6 ea(t−τ) +

t∫
τ

ea(t−s)‖B(s)− A(s)‖‖XB(s, τ)‖ ds.

Ïî ëåììå Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, èìååì

‖XB(t, τ)‖ 6 ea(t−τ)e

t∫
τ
‖B(s)−A(s)‖ ds

.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è ôîðìóëû (5) ñëåäóåò

‖XB(t, τ)−XA(t, τ)‖ 6
t∫
τ

‖XA(t, s)‖‖B(s)− A(s)‖‖XB(s, τ)‖ ds 6

6
t∫
τ

ea(t−s)‖B(s)− A(s)‖ea(s−τ)e

s∫
τ
‖B(q)−A(q)‖ dq

ds =

=
t∫
τ

ea(t−τ)e

s∫
τ
‖B(q)−A(q)‖ dq

‖B(s)− A(s)‖ ds 6

6 eat
t∫
τ

e

s∫
τ
‖B(q)−A(q)‖ dq

‖B(s)− A(s)‖ ds = eat

(
e

t∫
τ
‖B(s)−A(s)‖ ds

− 1

)
.

(6)

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì {Bk}∞k=1 ñõîäèòñÿ ê ñèñòåìå A, òîãäà, â ñèëó (6), ïîëó-
÷àåì

lim
k→∞
‖XBk(t, τ)−XA(t, τ)‖ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ A 7→ XA(t, τ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ïðîñòðàíñòâåM c
n. Ëåììà

1 äîêàçàíà.
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Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó âèäà

ẏ = B(t)y, y ∈ Rn, t ∈ R+, (7)

ãäå B : R+ → EndRn � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ. Íàïîì-
íèì, ÷òî ñèñòåìà (7) ëÿïóíîâñêè ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå (1),
åñëè ñóùåñòâóþò ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû YB(t), XA(t) ýòèõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ âû-
ïîëíåíî íåðàâåíñòâî [5, ñòð. 227]

sup
t>0

(‖YB(t)X−1
A (t)‖+ ‖XA(t)Y −1

B (t)‖) <∞.

Â êíèãå [6] ïðèâåäåí öåëûé ðÿä äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ëÿïóíîâñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ëè-
íåéíûõ ñèñòåì, íî, äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ, íàì ïîòðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ëÿïóíîâñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì â ñëåäóþùåé ôîðìå.

Ëåììà 2. Åñëè èíòåãðàë

K =

+∞∫
0

eτ
2‖A(τ)−B(τ)‖ dτ (8)

ñõîäèòñÿ, òî ñèñòåìû (7) è (1) ëÿïóíîâñêè ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

a = sup
t>0
‖A(t)‖, b = sup

t>0
‖B(t)‖.

Â ñèëó ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (8), íàéäåòñÿ òàêîå t0 > max{2
√
a, 2
√
b}, ÷òî

+∞∫
t0

eτ
2‖A(τ)−B(τ)‖ dτ < 1

2
. (9)

Íà ïðîñòðàíñòâå Wt0 � íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åííûõ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà
[t0,+∞), íàäåëåííîì ìåòðèêîé

sup
t>t0
‖Z1(t)− Z2(t)‖,

ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

F (Z(t)) = E +

+∞∫
t

X−1
A (s, 0)(B(s)− A(s))XA(s, 0)Z(s) ds, (10)

ãäå XA(t, 0) � îïåðàòîð Êîøè ñèñòåìû ẋ = A(t)x.
Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð F , îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (10), ñæèìàåò Wt0 .

1. Ïîêàæåì, ÷òî F : Wt0 → Wt0 . Èñïîëüçóÿ îöåíêè

‖XA(t, 0)‖ 6 eat, ‖X−1
A (t, 0)‖ 6 eat,
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äëÿ ëþáîé ôóíêöèè Z ∈ Wt0 , ïîëó÷àåì

sup
t>t0
‖F (Z(t))‖ 6 ‖E‖+

+∞∫
t

‖X−1
A (s, 0)‖‖(B(s)− A(s))‖‖XA(s, 0)‖‖Z(s)‖ ds 6

6 1 + sup
t>t0
‖Z(t)‖

+∞∫
t0

‖X−1
A (s, 0)‖‖(B(s)− A(s))‖‖XA(s, 0)‖ ds 6

6 1 + sup
t>t0
‖Z(t)‖

+∞∫
t0

e2as‖(B(s)− A(s))‖ ds 6

6 1 + sup
t>t0
‖Z(t)‖

+∞∫
t0

es
2‖(B(s)− A(s))‖ ds 6 1 + 1

2
sup
t>t0
‖Z(t)‖ < +∞.

Äàëåå, äëÿ ëþáûõ t1, t2 : t2 > t1 > t0 ïîëó÷àåì

‖F (Z(t1))− F (Z(t2))‖ 6

6 sup
t>t0
‖Z(t)‖

t2∫
t1

‖X−1
A (s, 0)‖‖(B(s)− A(s))‖‖XA(s, 0)‖ ds 6

6 sup
t>t0
‖Z(t)‖e2at2(a+ b)(t2 − t1).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ F (Z(·)) íåïðåðûâíà íà R+. Ñëåäîâàòåëüíî F : Wt0 → Wt0 .

2. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ Z1, Z2 ∈ Wt0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

sup
t>t0
‖F (Z2(t))− F (Z1(t))‖ 6 1

2
sup
t>t0
‖Z2(t)− Z1(t)‖.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà (9), èìååì

‖F (Z2(t))− F (Z1(t))‖ 6

6
+∞∫
t

‖X−1
A (s, 0)‖‖(B(s)− A(s))‖‖XA(s, 0)‖‖Z2(s)− Z1(s)‖ ds 6

6 sup
t>t0
‖Z2(t)− Z1(t)‖

+∞∫
t0

e2as‖(B(s)− A(s))‖ ds 6

6 sup
t>t0
‖Z2(t)− Z1(t)‖

+∞∫
t0

es
2‖(B(s)− A(s))‖ ds 6

6 1
2

sup
t>t0
‖Z2(t)− Z1(t)‖,

áåðÿ ñóïðåìóì ïî t > t0 îò ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

sup
t>t0
‖F (Z2(t))− F (Z1(t))‖ 6 1

2
sup
t>t0
‖Z2(t)− Z1(t)‖.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð F ñæèìàåò Wt0 . Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðà-
æåíèé, ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå

Z(t) = E +

+∞∫
t

X−1
A (s, 0)(B(s)− A(s))XA(s, 0)Z(s) ds (11)
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èìååò ðåøåíèå Z̃(t), íåïðåðûâíîå è îãðàíè÷åííîå íà ïîëóîñè [t0,+∞) è ïðèòîì åäèí-
ñòâåííîå.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî t òîæäåñòâî

XA(t, 0)Z̃(t) = XA(t, 0)(

+∞∫
t

X−1
A (s, 0)(B(s)− A(s))XA(s, 0)Z̃(s) ds),

ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ YB(t) = XA(t, 0)Z̃(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé ẏ = B(t)y. Â ñèëó îöåíîê

0 6 lim
t→+∞

‖Z̃(t)− E‖ 6

6 lim
t→+∞

sup
t>t0
‖Z̃(t)‖

+∞∫
t

‖X−1
A (s, 0)‖‖(B(s)− A(s))‖‖XA(s, 0)‖ ds = 0,

äëÿ ëþáîãî t > t0, ïîëó÷àåì

det(YB(t)) = det(XA(t, 0)Z̃(t)) 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ YB(t) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöåé äëÿ ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ẏ = B(t)y.

Ïóñòü
N = sup

t>t0
‖Z̃(t)‖ <∞.

Â ñèëó (11), äëÿ ìàòðèöû YB(t)X−1
A (t, 0), ïðè t > t0, ïîëó÷àåì

YB(t)X−1
A (t, 0) = XA(t, 0)Z̃(t)X−1

A (t, 0) =

= XA(t, 0)(E +
+∞∫
t

X−1
A (s, 0)(B(s)− A(s))XA(s, 0)Z̃(s) ds)X−1

A (t, 0) =

= E +XA(t, 0)(
+∞∫
t

X−1
A (s, 0)(B(s)− A(s))XA(s, 0)Z̃(s) ds)X−1

A (t, 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì

‖YB(t)X−1
A (t, 0)‖ 6 1 + e2at

+∞∫
t

‖X−1
A (s, 0)‖‖B(s)− A(s)‖‖XA(s, 0)‖‖Z̃(s)‖ ds 6

6 1 +Ne2at
+∞∫
t

e2as‖B(s)− A(s)‖ ds 6 1 +N
+∞∫
t

e4as‖B(s)− A(s)‖ ds 6

6 1 +N
+∞∫
t0

es
2‖B(s)− A(s)‖ ds 6 1 + N

2
.

(12)

Ïðè t < t0, íàéäåòñÿ òàêîå C > 0, ÷òî

‖YB(t)X−1
A (t, 0)‖ 6 Cebteat 6 Ce(a+b)t0 <∞. (13)

Òàêèì îáðàçîì, èç (12) è (13) ñëåäóåò

‖YB(t)X−1
A (t, 0)‖ <∞, ïðè t > 0.

Ìåíÿÿ â ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèÿõ ñèñòåìû A è B ìåñòàìè, ïîëó÷àåì

‖XA(t)Y −1
B (t, 0)‖ <∞, ïðè t > 0.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.
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Òî÷íûé êëàññ Áýðà èíäåêñà óñëîâíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè íà
ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé è êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëî-
ãèÿìè. Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà (1), íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé
ñ èíäåêñîì k ∈ {0, 1, . . . , n}, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ Rn,
÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ x(0) ∈ L èìååò
îòðèöàòåëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü

lim
t→∞

1

t
ln ‖x(t)‖ < 0,

ñ÷èòàåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ðàâåí −∞. Èíäåêñîì
óñëîâíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè indes(A) ñèñòåìû (1) íàçîâåì ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî ñèñòåìà (1) óñëîâíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà ñ èíäåêñîì k [7].

Òåîðåìà 1 ([8]). Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ôóíêöèÿ A 7→ indes(A) ïðèíàäëåæèò âòîðîìó êëàññó
Áýðà íà ïðîñòðàíñòâàõ M c

n è Mu
n . Ïðè n ≥ 2 îíà íå ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó êëàññó íà

ïðîñòðàíñòâàõ M c
n è M

u
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàáîòå [3], äëÿ k ∈ {1, . . . , n}, ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ïîêàçàòåëåé
Ëÿïóíîâà

λk(A) = lim
m→∞

akm(A), ãäå akm(A) = lim
s→∞

min
L∈Gk(Rn)

max
j∈{m,...,s}

1

j
ln ‖XA(j, 0)|L‖, (14)

ãäå Gk(Rn) � ãðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå k-ìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Rn,
XA(t, 0)|L � ñóæåíèå îïåðàòîðà Êîøè ñèñòåìû (1) íà ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ Rn. Ïîñêîëü-
êó â ôîðìóëå (14) äëÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé (akm(·))∞m=1

ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé íà ïðîñòðàíñòâå Mn, òî ìíîæåñòâî

{A ∈Mn : λk(A) > 0}

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ⋂
m∈N

{A ∈Mn : akm(A) > 0}.

Òàê êàê ôóíêöèè akm(·) : Mn → R ïðèíàäëåæàò ïåðâîìó êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâåM c
n,

òî ìíîæåñòâà {A ∈ Mn : akm(A) > 0} ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè òèïà Gδ â ïðîñòðàíñòâå M c
n

(ñì. [1, ñòð. 382]), ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî

{A ∈Mn : λk(A) > 0}

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà Gδ â òîì æå ïðîñòðàíñòâå. Ìíîæåñòâî {A ∈Mn : indes(A) > k}
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

Mn \ {A ∈Mn : λk(A) > 0},

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Fσ. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ indes(·) ïðèíàäëåæèò âòîðîìó
êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå M c

n.
Ïóñòü n ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ A 7→ indes(A) íå ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó êëàñ-

ñó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå Mu
n . Äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ïåðâîìó êëàññó Áýðà íà

ïðîñòðàíñòâå Mu
n , â ñèëó [9, 10], íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ ñèñòåì A è B, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ ñâîéñòâó
lim
t→∞
‖A(t)−B(t)‖ = 0,
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áûëî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
indes(A) = indes(B). (15)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì èñõîäíóþ ñèñòåìó

ẋ = diag{−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
k−1

, A(t), 3, . . . , 3}x,

A(t) =

(
sin(ln t) + cos(ln t)− 1, 02 0

0 −0,51

)
x, t > 1,

ñ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà

λ1(A) = −1, . . . , λk−1(A) = −1,

λk(A) = −0,51,

λk+1(A) = lim
t→∞

1

t
(t sin(ln t)− 1, 02t+ 1, 02) = −0, 02,

λk+2(A) = 3, . . . , λn(A) = 3,

è âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

ẏ = diag{−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
k−1

, B(t), 3, . . . , 3}y,

B(t) =

(
sin(ln t) + cos(ln t)− 1, 02 e−0,51t

0 −0, 51

)
, t > 1.

Ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ

xk(t) =



0
...
0

et sin(ln t)−1,02t+1,02

0
...
0


, xk+1(t) =



0
...
0

et sin(ln t)−1,02t−0,51
t∫

1

e−τ sin(ln τ) dτ

e−0,51t+0,51

0
...
0


.

Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè e2πm−π
2 è e2πm− 2π

3 . Äëÿ ëþáîãî

τ ∈ [e2πm− 2π
3 ; e2πm−π

2 ]

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

2πm− 2π

3
6 ln τ 6 2πm− π

2
,

sin ln τ 6 sin(−2π

3
) = −

√
3

2
,

−τ sin(ln τ) >

√
3τ

2
.
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Ñëåäîâàòåëüíî

e2πm−
π
2∫

e2πm−
2π
3

e−τ sin(ln τ) dτ >
2√
3

(e
√
3

2
e2πm−

π
2 − e

√
3

2
e2πm−

2π
3 ) =

2√
3

(1− e−
√
3π
12 )e

√
3

2
e2πm−

π
2 .

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

ee
2πm+π2 sin ln e2πm+π2 −1,02e2πm+π2 −0,51

e2πm+π2∫
1

e−τ sin ln τ dτ >

> ee
2πm+π2 −1,02e2πm+π2 −0,51

e2πm−
π
2∫

e2πm−
2π
3

e−τ sin ln τ dτ >

> ee
2πm+π2 −1,02e2πm+π2 −0,51 2√

3
(1− e−

√
3π
12 )e

√
3
2
e2πm−

π
2 .

Ñëåäîâàòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ðåøåíèÿ xk+1 íå ìåíåå −0, 02 + eln(
√
3

2
)−π,

à ðåøåíèÿ xk ðàâåí −0, 02. Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàòåëè âîçìóùåííîé ñèñòåìû óäîâëåòâî-
ðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

λ1(B) =, . . . , λk−1(B) = −1,

λk(B) = −0,02, λk+1(B) > −0, 02 + eln(
√
3
2

)−π,

λk+2(B) = 3, . . . , λn(B) = 3.

Òàê êàê

lim
t→∞
‖A(t)−B(t)‖ = lim

t→∞
e−0,51t = 0,

òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ (15). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ indes : Mu
n → {0, . . . , n} íå

ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó êëàññó Áýðà. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òî÷íûé êëàññ Áýðà ðàçìåðíîñòè âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëÿåìûõ
ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà, íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé è
êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèÿìè. Ïóñòü äàíî λ ∈ R. Îáîçíà÷èì Dλ(A) (dλ(A)) �
ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé òåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1), ïîêàçàòåëè Ëÿ-
ïóíîâà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò λ (ìåíüøå λ), ñ÷èòàåì, ÷òî ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà íó-
ëåâîãî ðåøåíèÿ ðàâåí −∞. Èçó÷åíèå ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé Dλ(·) : Mn → {0, . . . , n},
dλ(·) : Mn → {0, . . . , n} íà ïðîñòðàíñòâàõ M c

n è Mu
n ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííûé èíòå-

ðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè. Èç èññëåäîâàíèé Ïåððîíà èçâåñòíî,
÷òî ýòè îòîáðàæåíèÿ íå âî âñÿêîé òî÷êå íåïðåðûâíû [11].

Òåîðåìà 2 ([12]). Äëÿ ëþáîãî n ∈ N è êàæäîãî λ ∈ R ôóíêöèÿ A 7→ dλ(A) ïðèíàäëåæèò
âòîðîìó êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâàõ M c

n è M
u
n . Ïðè n ≥ 2 äëÿ êàæäîãî λ ∈ R îíà íå

ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó êëàññó íà ïðîñòðàíñòâàõ M c
n è M

u
n .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (14). Ïóñòü λ ∈ R. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé {akm(·)}∞m=1 ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé íà ïðîñòðàíñòâå Mn, òî ìíîæåñòâî
{A ∈Mn : λk(A) ≥ λ} ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

{A ∈Mn : λk(A) ≥ λ} =
⋂
m∈N

{A ∈Mn : akm(A) ≥ λ}.

Òàê êàê ôóíêöèè akm(·) : Mn → R ïðèíàäëåæàò ïåðâîìó êëàññó Áýðà íàM c
n, òî ìíîæåñòâà

{A ∈ Mn : akm(A) ≥ λ} ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè òèïà Gδ â ïðîñòðàíñòâå M c
n [1, ñòð. 382],

ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî {A ∈ Mn : λk(A) ≥ λ} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òèïà Gδ. Òàê êàê
äëÿ êàæäîãî k ∈ {0, . . . , n} ìíîæåñòâî {A ∈Mn : dλ ≥ k} ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì

{A ∈Mn : λk(A) < λ} = Mn \ {A ∈Mu
n : λk(A) ≥ λ},

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì Fσ â ïðîñòðàíñòâå M
c
n, òî ôóíêöèÿ dλ(·) ïðèíàäëåæèò âòî-

ðîìó êëàññó Áýðà [1, ñòð. 382].
Ïóñòü n ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ dλ(·) : Mn → {0, . . . , n} íå ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó

êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâåMu
n . Äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè ïåðâîìó êëàññó Áýðà íà

ïðîñòðàíñòâåMu
2 íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ ñèñòåì A è B, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâó

lim
t→∞
‖A(t)−B(t)‖ = 0,

áûëî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî dλ(A) = dλ(B) [9, 10]. Ðàññìîòðèì èñõîäíóþ ñèñòåìó

ẋ = diag{λ− 1, . . . , λ− 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, A(t), λ+ 3, . . . , λ+ 3}x,

A(t) =

(
λ− 0, 5 0

0 π sinπ
√
t+ λ− 0, 5

)
,

ñ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà [13, ñòð. 187]

λ1(A) = λ− 1, . . . , λk−1(A) = λ− 1,

λk(A) = λk+1(A) = λ− 0, 5,

λk+2(A) = λ+ 3, . . . , λn(A) = λ+ 3,

è âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

ẏ = diag{λ− 1, . . . , λ− 1︸ ︷︷ ︸
k−1

, B(t), λ+ 3, . . . , λ+ 3}y,

B(t) =

(
λ− 0, 5 1

t
1
t

π sin π
√
t+ λ− 0, 5

)
.

ñ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà [13, ñòð. 187]

λ1(A) = λ− 1, . . . , λk−1(A) = λ− 1,

λk(A) ≤ λk+1(A) = λ+ 0, 5,

λk+2(A) = λ+ 3, . . . , λn(A) = λ+ 3,

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû dλ = k + 1, à äëÿ âòîðîé � dλ ≤ k. Òàêèì îáðàçîì,
ôóíêöèÿ dλ(·) : Mn → {0, . . . , n} íå ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå
Mu

n . Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 3 ([12]). Äëÿ ëþáîãî n ∈ N è êàæäîãî λ ∈ R ôóíêöèÿ A 7→ Dλ(A) ïðèíàäëåæèò
òðåòüåìó êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâàõ M c

n è Mu
n . Ïðè n ≥ 2 äëÿ êàæäîãî λ ∈ R îíà

íå ïðèíàäëåæèò âòîðîìó êëàññó íà ïðîñòðàíñòâàõ M c
n è M

u
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Dλ : Mn → {0, 1, . . . , n} ïðèíàäëåæèò òðåòüåìó
êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå M c

n. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ δ(·) : R→ R

δ(τ) =

{
1, ïðè τ ≤ λ;
0, ïðè îñòàëüíûõ τ .

Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó êëàññó Áýðà íà R. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Dλ ïîëó-
÷àåì Dλ(A) = δ(λ1(A))+· · ·+δ(λn(A)). Ôóíêöèè λk : Mn → R, k = 1, 2, . . . , n ïðèíàäëåæàò
âòîðîìó êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå M ñ

n [3], ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Dλ ïðèíàäëåæèò
òðåòüåìó êëàññó Áýðà.

Ïóñòü n ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Dλ : Mn → {0, 1, . . . , n} íå ïðèíàäëåæèò âòîðî-
ìó êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå Mu

n . Ïîñòðîèì ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî B ñëåäóþùèì
îáðàçîì: òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà B ÿâëÿþòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, âñåâîçìîæíûå (ñ÷åòíûå)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α = (α1, . . . , αm, . . . ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè α = (α1, . . . , αm, . . . ), β = (β1, . . . , βm, . . . ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρ(α, β) =

{
0, ïðè α = β;

1
min{m:αm 6=βm} , ïðè α 6= β .

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà q îáîçíà÷èì ÷åðåç Pq ìíîæåñòâî òåõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé èç B, ó êîòîðûõ âñå ÷ëåíû, êðîìå, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîãî ÷èñëà, áîëüøå q. Îáîçíà÷èì
÷åðåç Pω ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ Pq, ò. å. ìíîæåñòâî òåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå
ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ð. Áýð äîêàçàë, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà
Pω íå ïðèíàäëåæèò âòîðîìó êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå B [14, 15].

Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Dλ(·) : Mn → {0, . . . , n} ïðèíàäëåæèò âòîðîìó êëàññó Áýðà íà
ïðîñòðàíñòâå Mu

n . Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ Φ : B →Mu
n êîìïîçèöèÿ

Dλ(Φ(·)) : B → {0, . . . , n} ïðèíàäëåæèò âòîðîìó êëàññó Áýðà [1, ñòð. 386].
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

tm = e2πm−π
2 , m = 1, 2, . . . .

Êàæäîìó α = (α1, α2, . . . ) ∈ B ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó óðàâíåíèé

ẋ = Uα(t)x (16)

ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé

Uα(t) =

(
− sin(ln t)− cos(ln t) 0

e−uα(t) sin(ln t) + cos(ln t)

)
,

ãäå uα(t) = (1 + αm
1+αm

)t, ïðè t ∈ [tm; tm+1). Ïîêàçàòåëü ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ
äèàãîíàëüíîé ñèñòåìû

diag{Uα(t)(t) =

(
− sin(ln t)− cos(ln t) 0

0 sin(ln t) + cos(ln t)

)
ðàâåí 1, à êîýôôèöèåíò íåïðàâèëüíîñòè Ãðîáìàíà ðàâåí 2 [13, ñòð. 67].
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Ïóñòü α ∈ Pω, ò. å. lim
m→∞

αm =∞, òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

lim
t→∞

1

t
ln |Uα(t)− diag{Uα(t)(t)| = lim

t→∞
−uα(t)

t
= lim

m→∞
(−1− αm

1 + αm
) = −2

à çíà÷èò ïî [16]

λ1(Uα) = λ1(diag{Uα(t)) = 1, λ2(Uα) = λ2(diag{Uα(t)) = 1.

Ïóñòü α /∈ Pω ò. å. lim
m→+∞

αm < ∞, òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {αm′} ⊂ {αm} è íàòóðàëüíîå ÷èñëî q òàêèå, ÷òî αm′ = q. Ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (16) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

x1(t) = x1e
−t sin(ln t)

x2(t) = x2e
t sin(ln t) + x1e

t sin(ln t)
t∫

e
3π
2

e−2τ sin(ln τ)−uα(τ)dτ,

x1, x2 ∈ R

(17)

Ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tm′ = e2πm′−π
2 è t∗m′ = e−εtm′ , ãäå 0 < ε < π

4
è cos ε >

1
2
(1 + q

1+q
). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè uα(·) èìååì

tm′∫
e
3π
2

e−2τ sin(ln τ)−uα(τ) dτ >

tm′∫
t∗
m′

e−2τ sin(ln τ)−(1+ 1
1+q

)τ dτ.

Ïðè τ ∈ [t∗m′ ; tm′ ] ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

2m′ − π

2
− ε ≤ ln τ ≤ 2m′ − π

2
,

− cos ε = sin(−π
2
− ε) ≥ sin(ln τ),

2τ cos ε ≤ −2τ sin(ln τ).

Ïîýòîìó
tm′∫
t∗
m′

e−2τ sin(ln τ)−(1+ 1
1+q

)τ dτ. ≥
tm′∫
t∗
m′

e(2 cos ε−(1+ 1
1+q

))τ dτ.

Òàê êàê ïðè r = 2 cos ε− 1− 1
1+q

> 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

tm′∫
t∗
m′

erτ dτ =
1

r
ertm′ (1− er(t∗m′−tm′ )) > Certm′ , ãäå C =

1

r
(1− e−re

3π
2 (1−e−ε)

) > 0,

òî òåì áîëåå ïðè tm′ ≥ e
3π
2

tm′∫
e
3π
2

e−2τ sin(ln τ)−uα(τ) dτ > Certm′ .
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Åñëè ïîëîæèòü Tm′ = tm′e
π, òî ïîëó÷èì

eTm′ sin(lnTm′ )

Tm′∫
e
3π
2

e−2τ sin(ln τ)−uα(τ) dτ ≥ Ce(1+re−π)Tm′ . (18)

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå x(·) ñèñòåìû (16) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèÿìè x1(t1) = 1, x2(t1) = 0. Èç
ôîðìóëû (17) äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû è íåðàâåíñòâà (18) ïîëó÷àåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ïîêàçàòåëü ýòîãî ðåøåíèÿ íå ìåíüøå, ÷åì 1 + re−π. Èòàê, åñëè α ∈ Pω, òî ó ñèñòåìû
óðàâíåíèé ẋ = Uα(t)x åñòü ðåøåíèå ñ ïîêàçàòåëåì áîëüøèì 1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè α ∈ Pω
ïîëó÷àåì λ1(Uα) = 1, λ1(Uα) < λ2(Uα).

Ïî êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Uα(·) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë
(εm)∞m=1 òàêîé, ÷òî

εm < min{tm − tm−1, 1},
∞∑
m=1

e(tm+εm)2εm 6 1

ïîñòðîèì ôóíêöèþ Aα(·) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Aα(t) =

{
Km · (t− tm − εm) + Uα(tm + εm), ïðè t ∈ [tm − εm; tm + εm];
Uα(t), ïðè îñòàëüíûõ t,

Km =
Uα(tm + εm)− Uα(tm − εm)

2εm
.

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïî t ∈ R+. Äåéñòâèòåëüíî, â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
Uα(·), êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò îáúåäèíåíèþ îòðåçêîâ

⋃
m

[tm − εm, tm + εm] ôóíêöèÿ Aα(·)

ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Uα(·), à íà ëþáîì èç îòðåçêîâ [tm − εm, tm + εm] ãðàôèê ôóíêöèè
Uα(·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê ïðÿìîé, êîòîðûé ñîåäèíÿåò òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (tm−
εm, Uα(tm − εm)) è òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (tm + εm, Uα(tm + εm)). Òàê êàê

∞∫
0

et
2‖Aα(t)− Uα(t)‖ dt =

∞∑
m=1

tm+εm∫
tm−εm

et
2‖Aα(t)−Bα(t)‖ dt 6

6 2 sup
t>0
‖Aα(t)− Uα(t)‖

∞∑
m=1

e(tm+εm)2εm 6 4,

â ñèëó ëåììû 2, òî ñèñòåìà ẏ = Aα(t)y ëÿïóíîâñêè ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ẋ = Uα(t)x, à
ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîãî α ∈ B âåðíî ðàâåíñòâî Dλ(Aα(·)) = Dλ(Uα(·)).

Îòîáðàæåíèå α 7→ Aα(·) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü d(α, β) = 1
m+1

,
ò. å. α1 = β1, . . . , αm = βm, òîãäà íà îòðåçêå [0; tm] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Uα(t) = Uβ(t), à
ñëåäîâàòåëüíî Aα(t) = Aβ(t) íà îòðåçêå [0; tm − 1]. Òàê êàê

sup
t≥tm−1

‖Aα(t)− diag {Aα(t)}‖ ≤ e−(tm−1),

òî ïîëó÷àåì

sup
t≥0
‖Aα(t)− Aβ(t)‖ = sup

t≥tm−1
‖Aα(t)− diag {Aα(t)} − Aβ(t) + diag {Aβ(t)}‖ ≤ 2e−(tm−1)
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Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò

lim
α→β

sup
t≥0
‖Aα(t)− Aβ(t)‖ = 0.

Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå Φ : B →Mu
n îïðåäå-

ëÿåìîå ôîðìóëîé

α 7→ ẋ = Pα(t)x, Pα(t) = {3, . . . , 3, Aα(t), 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸}+ (λ− 1)E.

Ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è

0 = λ1(Pα) = · · · = λk−1(Pα) < λk(Pα) = λk+1(Pα) < λk+2(Pα) = λn(Pα) = 3, ïðè α ∈ Pω,
0 = λ1(Pα) = · · · = λk−1(Pα) < λk(Pα) < λk+1(Pα) < λk+2(Pα) = λn(Pα) = 3, ïðè α /∈ Pω.

Ñëåäîâàòåëüíî
Dλ(Φ(α)) = k + 1, ïðè α ∈ Pω
Dλ(Φ(α)) = k, ïðè α /∈ Pω.

Èòàê, ôóíêöèÿ Dλ(ϕ(α)) − k ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà Pω,
à ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðèíàäëåæèò âòîðîìó êëàññó Áýðà íà B. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
äîêàçûâàåò òåîðåìó 3.

Òî÷íûé êëàññ Áýðà êîíñòðóêòèâíîãî ïîêàçàòåëÿ íà ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ
ñèñòåì ñ ðàâíîìåðíîé è êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèÿìè. Íàðÿäó ñ ëèíåéíîé
ñèñòåìîé (1), äëÿ ôèêñèðîâàííîãî m > 1, ðàññìîòðèì âîçìóùåííóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó

ẏ = A(t)y + f(t, y), y ∈ Rn, t > 0, (19)

c íåïðåðûâíîé ïî t > 0 è íåïðåðûâíîé ïî

y ∈ Uρ(f) = {u ∈ Rn : ‖u‖ < ρ(f) < +∞}

âåêòîð-ôóíêöèåé f : R+ × Uρ(f)→ Rn, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

‖f(t, y)‖ 6 Nf‖y‖m, (t, y) ∈ R+ × Uρ(f). (20)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Fm � ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîð ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(20),

χ(y(·, y0)) = lim
t→+∞

1

t
ln ‖y(t, y0)‖

� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü ðåøåíèÿ y(t, y0) ñèñòåìû (19) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
y(0) = y0.

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó
sup
f∈Fm

lim
y0→0

χ(y(·, y0)), (21)

êîòîðàÿ îöåíèâàåò ñâåðõó õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (19).
Â ðàáîòå Í. À. Èçîáîâà [17] ðàññìîòðåí êîíñòðóêòèâíûé ïîêàçàòåëü ñèñòåìû (1)

ξα0 (A) = α, ξαk (A) = max
06i<k

{ln ‖XA(k, i)‖+mξαi },

Ωm(A) = lim
α→−∞

lim
k→+∞

1
k
ξαk (A).

(22)

Â òîé æå ðàáîòå [17] äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîñòè âåëè÷èíû (21), îíà ñîâïàäàåò
ñ êîíñòðóêòèâíûì ïîêàçàòåëåì ñèñòåìû (1).
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Òåîðåìà 4 ([18]). Äëÿ ëþáîãî n ∈ N è êàæäîãîm > 1 ôóíêöèÿ A 7→ Ωm(A) ïðèíàäëåæèò
âòîðîìó êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâàõ M c

n è M
u
n . Ïðè n ≥ 2 äëÿ êàæäîãî m > 1 îíà íå

ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó êëàññó íà ïðîñòðàíñòâàõ M c
n è M

u
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

Ψα(A) = lim
k→+∞

1

k
ξαk (A)

ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé. Ïóñòü α 6 β è k ∈ N, òîãäà

ξα0 (A) = α 6 β = ξβ0 (A),

ln ‖XA(1, 0)‖+mξα0 (A) 6 ln ‖XA(1, 0)‖+mξβ0 (A)⇒ ξα0 (A) 6 ξβ0 (A),

ln ‖XA(2, 0)‖+mξα0 (A) 6 ln ‖XA(2, 0)‖+mξβ0 (A)

ln ‖XA(2, 1)‖+mξα1 (A) 6 ln ‖XA(2, 1)‖+mξβ1 (A)

}
⇒ ξα2 (A) 6 ξβ2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ln ‖XA(k, 0)‖+mξα0 (A) 6 ln ‖XA(k, 0)‖+mξβ0 (A)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ln ‖XA(k, k − 1)‖+mξαk−1(A) 6 ln ‖XA(k, k − 1)‖+mξβk−1(A)

⇒
⇒ ξαk (A) 6 ξβk .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì Ψα(A) 6 Ψβ(A). Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëó (22) ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â âèäå

Ωm(A) = lim
α→−∞

lim
k→+∞

1

k
ξαk (A) = lim

m→∞
lim

k→+∞

1

k
ξ

(−m)
k (A) =

= inf
m∈N

lim
k→+∞

1

k
ξ

(−m)
k (A) = inf

m∈N
inf
s∈N

sup
k>s

1

k
ξ

(−m)
k (A) =

= lim
p→∞

min
16m6p

min
16s6p

lim
j→∞

max
s6k6j

1

k
ξ

(−m)
k (A).

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ A 7→ ξ
(−m)
k (A) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ïðîñòðàíñòâå

M c
n. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ A 7→ Ωm(A) ïðèíàäëåæèò âòîðîìó êëàññó Áýðà íà ýòîì

ïðîñòðàíñòâå M c
n.

Ïóñòü n ≥ 2. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ A 7→ Ωm(A) íå ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó êëàññó
Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå Mu

n . Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðàâèëüíîé ïî Ëÿïóíîâó ñèñòåìû

ẋ = A(t)x (23)

ñ îòðèöàòåëüíûì ñòàðøèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ωm(A) = λn(A).
Òàê êàê ñèñòåìà (23) ïðàâèëüíàÿ, òî ñóùåñòâóåò (ñì. [19, ñòð. 77]) îïåðàòîð-ôóíêöèÿ Q(·)
òàêàÿ, ÷òî

lim
t→∞

1

t
ln ‖Q(t)‖ = lim

t→∞

1

t
ln ‖Q−1(t)‖ = 0,

è îïåðàòîð Êîøè ñèñòåìû (23) èìååò âèä

XA(t, 0) = Q(t)diag{eλ1(A)t, . . . , eλn(A)t}.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

lim
t→∞

1

t
ln ‖Q−1(t)‖ = 0,
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òàê êàê, â ñèëó íåðàâåíñòâà
‖Q−1(t)‖ > ‖Q(t)‖−1,

èìååì

0 = lim
t→∞

1

t
ln ‖Q−1(t)‖ > lim

t→∞

1

t
ln ‖Q−1(t)‖ > − lim

t→∞

1

t
ln ‖Q(t)‖ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå Cε > 1, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > 0 âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

‖Q−1(t)‖ 6
√
Cεe

εt, ‖Q(t)‖ 6
√
Cεe

εt.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äëÿ îïåðàòîðà Êîøè ñèñòåìû (23) èìååì

‖XA(t, τ)‖ = ‖XA(t, 0)X−1
A (τ, 0)‖ =

= ‖Q(t)diag{eλ1(A)(t−τ), . . . , eλn(A)(t−τ)}Q−1(τ)‖ 6

6 Cεe
λn(A)(t−τ)+εt+ετ = Cεe

(λn(A)+ε)(t−τ)+ετ .

Ïðè ïîìîùè ìåòîäà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé äëÿ ðåøåíèÿ y(t, ·) ñèñòåìû (19)
ïîëó÷àåì

y(t, y0) = XA(t, 0)y0 +

t∫
0

XA(t, τ)f(τ, y(τ, y0)) dτ.

Îòñþäà

‖y(t, y0)‖ 6 ‖XA(t, 0)‖‖y0‖+

t∫
0

‖XA(t, τ)‖‖f(τ, y(τ, y0))‖ dτ 6

6 Cεe
(λn(A)+ε)t‖y0‖+ CεNf

t∫
0

e(λn(A)+ε)(t−τ)+ετ‖y(τ, y0)‖m dτ,

à ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
u(t) = ‖y(t, y0)‖e−(λn(A)+ε)t,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

u(t) 6 Cε‖y0‖+ CεNf

t∫
0

e(λn(A)+ε)(m−1)τ+ετum(τ) dτ.

Â ñèëó ëåììû Áèõàðè [20, ñòð. 198], ïðè ε < −λn(A)(m−1)
m

è y0, óäîâëåòâîðÿþùåì íåðàâåí-
ñòâó

(m− 1)‖y0‖m−1Cm
ε Nf

+∞∫
0

e(λn(A)+ε)(m−1)τ+ετ dτ < 1,

äëÿ íîðìû ðåøåíèÿ y(t, y0) ïîëó÷àåì

‖y(t, y0)‖ = u(t)e(λn(A)+ε)t 6

6
Cε‖y0‖e(λn(A)+ε)t(

1− (m− 1)‖y0‖m−1Cm
ε Nf

+∞∫
0

e(λn(A)+ε)(m−1)τ+ετ dτ

) 1
m−1

.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì

χ(y(·, y0)) = lim
t→+∞

1

t
ln ‖y(t, y0)‖ 6 λn(A) + ε.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε > 0, ïîëó÷àåì λn(A) = Ωm(A).
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = A(t)x,

A(t) = diag{
(
π sin(π

√
t)− 2 0

0 −π sin(π
√
t)− 2

)
,−3, . . . ,−3︸ ︷︷ ︸

n−2

}.

Óñòàíîâëåíî [13, ñòð. 187], ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû A óäîâëåòâîðÿþò ðàâåí-
ñòâàì

λ1(A) = · · · = λn−2(A) = −3,

λn−1(A) = λn(A) = −2,

lim
t→∞

1

t

t∫
0

SpA(τ)d τ = (−3)(n− 2)− 4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà A ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Âåðõíèé öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü ýòîé
ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Ω(A) = −1, à íèæíèé öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü � ðà-
âåíñòâó ω(A) = −3. Óñòàíîâëåíî [21, ñòð. 85], ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ẏ = B(t)y òàêàÿ,
÷òî

lim
t→∞
‖A(t)−B(t)‖ = 0, λn−1(B) = ω(A) = −3.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà ïîëó÷àåì

−1 = Ω(A) > λn(B) > lim
t→∞

1

t

t∫
0

SpB(τ)d τ + 3(n− 2)− λ1(B) = −1,

ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ẏ = B(t)y ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ωm :
Mn → R ïðèíàäëåæèò ïåðâîìó êëàññó Áýðà íà ïðîñòðàíñòâå Mu

n . Òîãäà, â ñèëó [9, 10],
ïîëó÷àåì Ωm(A) = Ωm(B). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ωm(A) = λn(A) = −2 è Ωm(B) = λn(B) =
−1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó 4.
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Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç è ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèé èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Âëàñîâ Â.Â.1, Ðàóòèàí Í.À.2, Øàìàåâ À.Ñ.3

Ïðîâåäåí ñïåêòðàëüíûé àíàëèç è ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â òåïëîôèçèêå, òåî-

ðèè âÿçêîóïðóãîñòè è àêóñòèêå, åñòåñòâåííî ïðèâîäÿùèå ê èññëåäîâàíèþ óêàçàííûõ

èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1 Ââåäåíèå.

Ðÿä çàäà÷ èç îáëàñòåé òåîðèè ãåòåðîãåííûõ ñðåä, âÿçêîóïðóãîñòè, êèíåòè÷åñêîé òåîðèè
ãàçîâ, íåñòàíäàðòíûõ ìîäåëåé òåïëîïðîâîäíîñòè è ìíîãèõ äðóãèõ ïðèâîäÿò íåîáõîäèìî-
ñòè èññëåäîâàíèÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåëîêàëüíûìè ÷ëåíàìè òèïà
ñâåðòêè. Òàêèì óðàâíåíèÿì è ñèñòåìàì óðàâíåíèé ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ðîñ-
ñèéñêèõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ. Óñëîâíî, òàêèå ðàáîòû ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà.

Ê ïåðâîìó êëàññó ìîæíî îòíåñòè ðàáîòû, â êîòîðûõ âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû
óêàçàííîãî òèïà. Ïðè ýòîì â ðÿäå ðàáîò âûâîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷åñêè-
ìè ìåòîäàìè íà îñíîâå ìîäåëåé, êîòîðûå óæå íå ïîäâåðãàþòñÿ êðèòèêå è ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êàê àêñèîìû (ñì. [32]). Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåòåðîãåííàÿ ñðåäà, ñîñòîÿùàÿ
èç óïðóãîé è æèäêîé ôàç. Ïåðâàÿ ôàçà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé òåîðèè óïðó-
ãîñòè, à âòîðàÿ ôàçà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé, õàðàêòåðèçóþùåé âÿçêóþ ñæèìàåìóþ æèä-
êîñòü. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó - õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó
âêëþ÷åíèé æèäêîñòè â óïðóãóþ ôàçó, âÿçêîñòü òàêæå ìîæåò áûòü ìàëûì ïàðàìåòðîì,
ñâÿçàííûì îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè âêëþ÷åíèé.

Â ðÿäå ðàáîò ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ èíòåãðàëüíûìè ñëàãàåìûìè òèïà ñâåðòêè ïîÿâ-
ëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, êàê ìîäåëè òåõ èëè èíûõ

1Âëàñîâ Âèêòîð Âàëåíòèíîâè÷, vikmont@yandex.ru, ïðîôåññîð, êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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ìåõàíè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé (ñì. [20], [39]). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, çäåñü ìîæíî
ïðèâåñòè çàäà÷è âÿçêîóïðóãîñòè, à òàêæå ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé òåïëîïðîâîäíî-
ñòè ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâîãî ôðîíòà.

Êî âòîðîìó êëàññó ñëåäóåò îòíåñòè ðàáîòû, â êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè
îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèç óêàçàííûõ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé: äîêàçûâàþòñÿ
òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé, ïðîâîäèòñÿ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç,
èçó÷àþòñÿ êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé è äð.

Íàèáîëåå ïðîñòûì äëÿ èçó÷åíèÿ â äàííîì êëàññå, ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

u̇t = αu′′xx +K(t) ∗ u′′xx (1)

ãäå α = const > 0, K(t) =
∞∑
i=1

cie
−γit, ci > 0, γi+1 > γi > 0, γi → +∞, ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè u|t=0 = u0(x), u|x=0 = u|x=1 = 0.
Â ðàáîòàõ [36], [37], [45], [38], [35] óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) îáëàäàþò

íîâûìè èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñâîéñòâ ÿäðà ñâåðò-
êè è íå èìåþò ìåñòà äëÿ

”
êëàññè÷åñêèõ“ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íå ñîäåðæàùèõ

èíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ. Ïîâåäåíèå ðåøåíèé, à òàêæå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà óêàçàííîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå-
íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ci} è {γi} ïðè i → +∞. Êðîìå òîãî, êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â
ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâàõ è ïîâåäåíèè ðåøåíèé ñóùåñòâóåò ïðè α = 0 è α > 0. Èíòåðåñíîé
îñîáåííîñòüþ äàííîãî òèïà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó íåãî îäíîâðåìåííî ñâîéñòâ, õà-
ðàêòåðíûõ êàê äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî, òàê è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà óðàâíåíèé, ïðè÷åì,
â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ci}, {γi} è çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α, ”

ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå“ è

”
ïàðàáîëè÷åñêèå“ ñâîéñòâà ïðèñóòñòâóþò â

”
áîëüøåé“ èëè

”
ìåíüøåé“

ñòåïåíè. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îòíåñòè äàííûé êëàññ óðàâíåíèé ê íåêîòîðîìó ïðîìåæó-
òî÷íîìó

”
ïàðàáî-ãèïåðáîëè÷åñêîìó“ òèïó. Â ñëó÷àå α = 0 óðàâíåíèå (1) áîëåå òÿãîòååò ê

óðàâíåíèÿì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå α > 0 � ê óðàâíåíèÿì ïàðà-
áîëè÷åñêîãî òèïà, ïðè÷åì â òîì è â äðóãîì ñëó÷àå â ìíîæåñòâå ðåøåíèé ïðèñóòñòâóþò
ýêñïîíåíöèàëüíî-çàòóõàþùèå áåç êîëåáàíèé ðåøåíèÿ, à òàêæå îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ,
íî â ñëó÷àå α > 0 ïðîñòðàíñòâî îñöèëëèðóþùèõ ðåøåíèé êîíå÷íîìåðíî.

Óðàâíåíèå âèäà (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòåéøèé îäíîìåðíûé âàðèàíò ìîäåëåé,
ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêà â ñìåñè äâóõ ñëàáîâÿçêèõ æèäêîñòåé (â ýòîì ñëó÷àå α = 0 ñì.
[49]), ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â óïðóãîé ïîðèñòîé ñðåäå (α = 0
äëÿ ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè è α > 0 äëÿ æèäêîñòè êîíå÷íîé âÿçêîñòè, ñì. [50]), ïðè ýòîì
ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè:
åñëè α = 0 è K(t) - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ (íå îáÿçàòåëüíî, ÿâëÿþùàÿñÿ ñóììîé ýêñïîíåíò), òî
óðàâíåíèå (1) îòâå÷àåò ìîäåëè òåïëîïðîâîäíîñòè ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíîâîãî ôðîíòà (òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Ãóðòèíà-Ïèïêèíà, ñì. [11], [20] �[21], [39]);
åñëè α > 0 è K(t) - ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ íåêîòîðîìó êëàññó (íå îáÿçàòåëüíî, ÿâ-
ëÿþùàÿñÿ ñóììîé ýêñïîíåíò), òî óðàâíåíèå (1) îòâå÷àåò ìîäåëè âÿçêîóïðóãîñòè (ñì. [22]
�[25]).

Èíòåðåñåí òàêæå ñëó÷àé, êîãäà

K(t) =

∫
eλtdµ(λ)

ãäå µ(λ) - ìåðà ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè. ßäðà ñâåðòêè óêàçàí-
íîãî âèäà âîçíèêàþò, â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîñòðîåíèè óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ñðåäû, ñîñòîÿùåé
èç óïðóãîãî êàðêàñà è âÿçêîé æèäêîñòè (ñì. [28] �[31], [40]).
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Ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå â äàííîé ðàáîòå, ïðèìåíèìû òàêæå äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíå-
íèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, àíàëîãè÷íûõ (1) ñ èíòåãðàëüíûìè ñëàãàåìûìè òèïà âîëü-
òåððîâîé ñâåðòêè, òàêæå ïðåäñòàâëÿþùèõ áîëüøîé èíòåðåñ. Òàê, íàïðèìåð, óðàâíåíèå
ïÿòîãî ïîðÿäêà óêàçàííîãî âèäà îïèñûâàåò ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ òðóáîïðîâîäîâ ñ âÿç-
êîé, äâèæóùåéñÿ æèäêîñòüþ [42], [48].

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò â ìíîãî÷èñëåííûõ
ïðèëîæåíèÿõ, öåëåñîîáðàçíåå è åñòåñòâåííåé ðàññìàòðèâàòü èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå (àáñòðàêòíûå
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ), êîòîðûå ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîãóò áûòü ðåàëèçî-
âàíû êàê èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð A, ôèãóðèðóþùèé
â äàëüíåéøåì, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí, â ÷àñòíîñòè, êàê A2y = −y′′(x), ãäå x ∈ (0, π),
y(0) = y(π) = 0, ëèáî êàê A2y = −∆y ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G.
Òàêæå, âîçìîæåí ñëó÷àé Ay = −y′′(x), ãäå x ∈ (0, π), y(0) = y(π) = 0, èëè Ay = −∆y ñ
óñëîâèÿìè Äèðèõëå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G. Â îáùåì ñëó÷àå, îïåðàòîð A ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàí êàê ýëëèïòè÷åñêèé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G â
ïðîñòðàíñòâå L2(G). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ
èçó÷åíèþ ðàçðåøèìîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ è, â ÷àñòíîñòè, â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. [1] �[18],
[21] �[25], [1] �[18], [35] �[38], [43], [44]), à òàêæå áèáëèîãðàôèþ ýòèõ ðàáîò).

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé èí-
òåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà èõ ñèìâîëîâ. Äëÿ
ýòîãî ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé óêàçàííûõ óðàâíåíèé â âèäå ñóì-
ìû ñëàãàåìûõ îòâå÷àþùèì âåùåñòâåííîé è íåâåùåñòâåííîé ÷àñòÿì ñïåêòðà îïåðàòîð-
ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëàìè ýòèõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ íîâûìè äëÿ äàííîãî êëàññà èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áîëüøàÿ ÷àñòü
èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè è îöåíêàõ ðåøåíèé
èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü ðàáîòû è óêàçàííóþ â íèõ áèáëèîãðàôèþ, ïîñâÿùåííûå èñ-
ñëåäîâàíèþ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ãëàâíîé ÷àñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àá-
ñòðàêòíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå (ñì. [1] �[16]). Èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ, ãëàâíîé ÷àñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, èçó÷åíû
â ìåíüøåé ñòåïåíè (ñì. [13] �[18] [22] �[25], [35] �[38], [43], [44]).

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû âûðàæåíèå âèäà D . E ïîäðàçóìåâàåò íåðàâåíñòâî D ≤
cE, âûïîëíåííîå ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé c, âûðàæåíèå D ≈ E îçíà÷àåò
D . E . D. Ìû èñïîëüçóåì ñèìâîëû := è =: äëÿ ââåäåíèÿ íîâûõ âåëè÷èí.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A � ñàìîñîïðÿæåííûé ïîëîæèòåëü-
íûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå H, èìåþùèé êîìïàêòíûé îáðàòíûé. Ïðåâðà-
òèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Dom(Aβ) îïåðàòîðà Aβ, β > 0 â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî Hβ,
ââåäÿ íà Dom(Aβ) íîðìó ‖ · ‖β = ‖Aβ · ‖, ýêâèâàëåíòíóþ íîðìå ãðàôèêà îïåðàòîðà Aβ.

Îáîçíà÷èì {en}∞n=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòàâëåííûé èç ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì an: Aen = anen, n ∈ N. Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ an óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè: 0 < a1 6 a2 6 ... 6 an...;
an → +∞ ïðè n→ +∞.
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Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

u(n)(t) :=
dnu(t)

dtn
, n ∈ N.

×åðåç W n
2,γ (R+, A

n) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà âåêòîð-ôóíêöèé íà ïîëóîñè
R+ = (0,∞) ñî çíà÷åíèÿìè â H, ñíàáæåííîå íîðìîé

‖u‖Wn
2,γ(R+,An) ≡

(∫ ∞
0

e−2γt
(∥∥u(n)(t)

∥∥2

H
+ ‖Anu(t)‖2

H

)
dt

)1/2

, γ ≥ 0.

Ïðè n = 0 ïîëàãàåì W 0
2,γ (R+, A

0) ≡ L2,γ (R+, H), ïðè γ = 0 áóäåì ïèñàòü W n
2,0 = W n

2 .
Ïîäðîáíåå î ïðîñòðàíñòâàõ W n

2,γ (R+, A
n) ñì. ãë. I ìîíîãðàôèè [19].

Íà ïîëóîñè R+ = (0,∞) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äëÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

dv(t)

dt
+

∫ t

0

K(t− s)A2v(s)ds = f(t), t ∈ R+, (2)

v(+0) = ψ0. (3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ K(t) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

K(t) =

∫ ∞
0

e−tτ

τ
dµ(τ), (4)

ãäå dµ � ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ, íåïðåðûâíàÿ ñïðàâà
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ µ. Èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ñòèëüòüåñà. Ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

K(0) =

∫ ∞
0

dµ(τ)

τ
<∞, (5)

ãäå íîñèòåëü µ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (d0,+∞), d0 > 0. Â ðÿäå ñëó÷àåâ áóäåò òàêæå
ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèå

−K(1)(0) =

∫ ∞
0

dµ(τ) ≡ Varµ|∞0 < +∞, (6)

Ñèìâîëîì óðàâíåíèÿ (2) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ

L(λ) = λI + K̂(λ)A2,

ãäå

ˆK(λ) =

∫ ∞
0

dµ(τ)

τ(λ+ τ)

ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè ÿäðà ñâåðòêè K(t).

Âíà÷àëå ïðèâåäåì ðåçóëüòàò î êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (2), (3).
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3 Êîððåêòíàÿ ðàçðåøèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîð - ôóíêöèþ v íàçîâåì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2), (3), åñëè
îíà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 1

2,γ(R+, A
2) äëÿ íåêîòîðîãî γ > 0, óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ (2) ïî÷òè âñþäó íà ïîëóîñè R+, à òàêæå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (3).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ Aq′(t) ∈ L2,γ1 (R+, H) ïðè íåêîòîðîì γ1 ≥ 0, q(0) = 0
è âûïîëíåíî óñëîâèå (5). Òîãäà,
1) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (6) è ψ0 ∈ H2, òî äëÿ ëþáîãî γ > γ1 çàäà÷à (2), (3) îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå W 1

2,γ (R+, A
2) è äëÿ åå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖v‖W 1
2,γ(R+,A2) ≤ d

(
‖Aq′(t)‖L2,γ(R+,H) +

∥∥A2ψ0

∥∥
H

)
(7)

ñ ïîñòîÿííîé d, íå çàâèñÿùåé îò âåêòîð-ôóíêöèè q è âåêòîðà ψ0;
2) åñëè óñëîâèå (6) íå âûïîëíåíî è ψ0 ∈ H3, òî äëÿ ëþáîãî γ > γ1 çàäà÷à (2), (3) îäíî-
çíà÷íî ðàçðåøèìà â ïðîñòðàíñòâå W 1

2,γ (R+, A
2) è äëÿ åå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖v‖W 1
2,γ(R+,A2) ≤ d

(
‖Aq′(t)‖L2,γ(R+,H) +

∥∥A3ψ0

∥∥
H

)
(8)

ñ ïîñòîÿííîé d, íå çàâèñÿùåé îò âåêòîð-ôóíêöèè q è âåêòîðà ψ0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â íåäàâíî îïóáëèêîâàííîé ðàáîòå àâòîðîâ [45].
Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî íàø ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î êîððåêòíîé
ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîä-
õîäà, èñïîëüçîâàííîãî Ë. Ïàíäîëôè â ðàáîòå [21]. Ë. Ïàíäîëôè èçó÷àåò ðàçðåøèìîñòü â
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà êîíå÷íîì èíòåðâà-
ëå (0, T ) ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé t, â òî âðåìÿ êàê â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå ðàçðåøèìîñòü
èçó÷àåòñÿ â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ÑîáîëåâàW n

2,γ(R+, A
n) íà ïîëóîñè R+. Êðîìå òîãî, ÿä-

ðî ñâåðòêè â ðàáîòàõ Ë. Ïàíäîëôè ïðåäïîëàãàåòñÿ ãëàäêèì. Â ðàáîòå ðàññìîòðåí òàêæå
ñëó÷àé, êîãäà ÿäðî ñâåðòêè èìååò îñîáåííîñòü â íóëå, ÷òî ñóùåñòâåííî äëÿ ïðèëîæåíèé
ê çàäà÷àì ìåõàíèêè.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 î ðàçðåøèìîñòè ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ïîëó÷åííûå
â ðàáîòå îöåíêè îïåðàòîð-ôóíêöèè L−1(λ), à òàêæå ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâ W n

2,γ(R+, A
n),

L2,γ(R+, H) è òåîðåìà Ïýëè-Âèíåðà.
Îòìåòèì ðàáîòó [46], â êîòîðîé èçó÷àþòñÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòî-

ðîãî ïîðÿäêà. Ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûõ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà àâòîðû èñ-
ñëåäóþò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî
óáûâàíèÿ ÿäðà K(t) óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîå óáûâàíèå ðåøåíèé ïðè t→ +∞.

Â ðàáîòàõ [22]�[23] òàêæå èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, àâòîðû ïðèâîäÿò ðÿä çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ïðèëîæåíèÿõ (òåîðèÿ
âÿçêîóïðóãîñòè), êîòîðûå ïðèâîäÿò ê èçó÷åíèþ ýòîãî âèäà óðàâíåíèé.

4 Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç.

Cïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîð-ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëàìè ðàññìàòðèâàåìûõ èí-
òåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðîâîäèëñÿ â ðàáîòàõ [15], [18], [33]�[38] â ñëó÷àå,
êîãäà ÿäðî K(t) ïðåäñòàâèìî â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè èëè ðÿäà èç óáûâàþùèõ ýêñ-
ïîíåíò ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ (ñì. [47]).

90



Âëàñîâ Â.Â., Ðàóòèàí Í.À., Øàìàåâ À.Ñ., Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ëåììà 1. [Øâàðö] Ïóñòü àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f îòîáðàæàåò âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü C+ â ñåáÿ. Òîãäà óðàâíåíèå z = f(z) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ è, åñëè òàêîå
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî |f ′(w)| < 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå f � ýëëèïòè÷åñêîå äðîáíî-
ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Òåîðåìà 2. [Denjoy�Wol�] Ïóñòü àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f îòîáðàæàåò âåðõíþþ ïî-
ëóïëîñêîñòü C+ â ñåáÿ è f íå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ω ∈ C+ ∪ {∞} òàêàÿ, ÷òî èòåðàöèè f ∗n
ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ê ω íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ â C+. Óãëîâîé ïðåäåë lim

z→ω
f(z) ñó-

ùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ω = f(ω). Áîëåå òîãî, óãëîâàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(ω)
ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |f ′(ω)| ≤ 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5), (6) è ìåðà dµ èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü,
ïðèíàäëåæàùèé îòðåçêó [d1, d2], 0 < d1 < d2. Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé
|λ| ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

ˆK(λ) =
B

λ
− C

λ2
+ o

(
1

λ2

)
, |λ| → +∞, (9)

ãäå

B =

∫ d2

d1

dµ(τ)

τ
, C =

∫ d2

d1

dµ(τ).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò àñèìïòîòèêó íåâåùåñòâåííîé ÷àñòè ñïåêòðà îïåðàòîð ôóíê-
öèè L(λ) â ñëó÷àå, êîãäà ìåðà dµ èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5), (6) è ìåðà dµ èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü,
òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ an íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ

±
n (λ−n = λ+

n )
îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ) èìåþò ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó

λ±n = ±i
√
K(0)an +

K′(0)

2K(0)
+O

(
1

an

)
, an → +∞. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñóæåíèå ln(λ) := (L(λ)en, en) = λ + a2
nK̂(λ) îïåðàòîð-

ôóíêöèè L(λ) íà îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîð en. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì ñ÷åòíûé íàáîð ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ln(λ), n ∈ N. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

λ = fn(λ), (11)

ãäå fn(λ) := −a2
nK̂(λ). Ôóíêöèÿ fn(λ) îòîáðàæàåò âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü C+ â ñåáÿ è, ïî

ëåììå Øâàðöà, óðàâíåíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî

Re
(
λ+ a2

nK̂(λ)
)

= Reλ+ a2
n

d2∫
d1

τ + Reλ

τ |λ+ τ |2
dµ(t) > 0

ïðè Reλ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 2, óðàâíåíèå (11) èìååò êîðíè â ëåâîé ïîëóïëîñ-
êîñòè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè íåâåùåñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ (11), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëå-
íèå (9), ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå

λn = fn(λn) = a2
n

(
B

λn
− C

λ2
n

+ o

(
1

λ2
n

))
, |λ| → +∞.
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Îòñþäà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

λ3
n + a2

nBλn − a2
nC + o(1) = 0. (12)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) â âèäå

λn = i
√
Ban + d+ o

(
1

an

)
, an → +∞ (13)

ñ íåèçâåñòíûì êîýôôèöèåíòîì d. Ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèå (13) â óðàâíåíèå (12) è, ïðè-
ðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè a2

n, ïîëó÷àåì d = K′(0)/(2K(0)).
Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Â ðàáîòå [45] ïîëó÷åí òàêæå ðåçóëüòàò î ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ)
â ñëó÷àå, êîãäà ìåðà dµ èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü.

Ëåììà 3. Ïóñòü ìåðà dµ èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, ïðèíàäëåæàùèé îòðåç-
êó [d1, d2], 0 < d1 < d2. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ω > 0, ÷òî â ïîëóïëîñêîñòè
{λ ∈ C : Reλ < −ω} îïåðàòîð-ôóíêöèÿ L(λ) îáðàòèìà, ò.å. ñïåêòð ýòîé îïåðàòîð-
ôóíêöèè ëåæèò â ïîëîñå {λ ∈ C : −ω < Reλ < 0}.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (5) è ìåðà dµ èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, ïðè-
íàäëåæàùèé îòðåçêó [d1, d2], 0 < d1 < d2. Òîãäà ñïåêòð îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ) ïðåä-
ñòàâèì â âèäå

σ(L) := σR ∪ σI (14)

ãäå σR è σI � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü è íåâåùåñòâåííàÿ ÷àñòè ñïåêòðà îïåðàòîð-ôóíêöèè
L(λ), ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì σR ∈ [−d2,−d0], ãäå 0 6 d0 < d2,

σI =
{
λ±n ∈ C\R, λ−n = λ+

n |n ∈ N
}
,

ãäå λ±n � íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ), èìåþùèå
àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (10), â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (11). Ôóíêöèÿ fn(λ) := −a2
nK̂(λ) îòîáðàæàåò

âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü C+ â ñåáÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå Øâàðöà, óðàâíåíèå (11)
èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Ñîãëàñíî ëåììå 2, óðàâíåíèå (11) ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ an èìååò êîðåíü λ

+
n â ëåâîé âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îêîí÷àíèÿ

äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî σR ∈ [−d2,−d0], ãäå 0 6 d0 < d2. Â ñàìîì
äåëå, äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Re ln(λ) = x

1 +
a2
n

x2 + y2

 d2∫
d1

dµ(τ)

τ
−

d2∫
d1

x+ τ

(x+ τ)2 + y2
dµ(τ)

 ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî Re ln(λ) > 0 ïðè Re(λ) = x > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè Re(λ) =
x < −d2, äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x = −u ïîëó÷àåì

|Re ln(λ)| =

∣∣∣∣∣∣−u
1 +

a2
n

u2 + y2

 d2∫
d1

dµ(τ)

τ
+

d2∫
d1

x− τ
(u− τ)2 + y2

dµ(τ)

∣∣∣∣∣∣ >
> d2

∣∣∣∣∣∣1 +
a2
n

u2 + y2

d2∫
d1

dµ(τ)

τ

∣∣∣∣∣∣ > 0.

ðàâíîìåðíî ïî n ∈ N.
Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
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5 Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé.

Íà îñíîâå òåîðåìû 4 î ñòðóêòóðå ñïåêòðà îïåðàòîð-ôóíêöèè L, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå
ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (3). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: un(t) = (u(t), en), ϕn = (ϕ, en),
σR � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ñïåêòðà îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ). Ðàññìîòðèì òàêîé îòðåçîê
[β0, β1] ⊂ R, ÷òî σR ⊂ [−d2,−d0] ⊂ [−β1,−β0]. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé êîíòóð: Γ = Γ+ ∪ Γ− ∪ Γ0 ∪ Γ1, ãäå

Γ+ = {x+ iy ∈ C | − β1 6 x 6 −β0, y = y0, y0 > 0} ,

Γ− = {x+ iy ∈ C | − β1 6 x 6 −β0, y = −y0, y0 > 0} ,

Γ0 = {x+ iy ∈ C |x = −β0, |y| 6 y0} ,

Γ1 = {x+ iy ∈ C |x = −β1, |y| 6 y0} .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü â óðàâíåíèè (2) f(t) ≡ 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4. Òîãäà
ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(t) = uI(t) + uR(t), (15)

ãäå

uI(t) =
1√
2π

∞∑
n=1

Re

[
exp (λ+

n t)

l′n(λ+
n )

]
ϕnen,

uR(t) =
1√
2π

∫
Γ

L−1(λ)ϕeλtdλ.

λ+
n � íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ), èìåþùèå àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó 4. Ðåøå-
íèå çàäà÷è (2), (3) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(t) =
1√
2π

γ+i∞∫
γ−i∞

û(λ)eλtdλ =
1√
2π

γ+i∞∫
γ−i∞

L−1(γ)ϕeλtdλ, t > 0.

Çàôèêñèðóåì âåêòîð en è ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ âåêòîð-ôóíêöèè u(t) íà îäíîìåðíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîð en:

un(t) =
1√
2π

γ+i∞∫
γ−i∞

ûn(λ)eλtdλ =
1√
2π

γ+i∞∫
γ−i∞

ϕne
λt

ln(λ)
dλ, (16)

ãäå ûn(λ) = (û(λ), en), ϕn = (ϕ, en). Ñîãëàñíî òåîðåìå 4, â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèÿ

ûn(λ) =
ϕn
ln(λ)

èìååò ïðîñòûå ïîëþñû â òî÷êàõ λ±n , à òàêæå îñîáûå òî÷êè íà îòðåçêå [−d2,−d0], ãäå
0 6 d0 < d2.
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Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ un(t) ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå:

un(t) =
2√
2π

Re

[
exp (λ+

n t)

l′n(λ+
n )

]
ϕn +

1√
2π

∫
Γ

ϕne
λt

ln(λ)
dλ. (17)

Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ðàññìîòðèì êîíòóð, ïðîõîäèìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè:

ΓR,γ = {λ ∈ C | Reλ = γ, −R < Imλ < R} ∪ CR,
ãäå R > 0,

CR =
{
λ ∈ C | |λ| = R, | arg λ| > α = arcsin

γ

R

}
.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî n ∈ N∫
CR

l−1
n (λ)eλtdλ→ 0, t > 0, R→ +∞. (18)

Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (9) ôóíêöèè ˆK(λ) ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣ ˆK(λ)
∣∣∣ 6 const

|λ|+ 1

âíå êðóãà {λ ∈ C | |λ| < R} äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà R. Îòñþäà, ïðè ôèêñèðîâàííîì
n ∈ N, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

|ln(λ)| =
∣∣∣λ+ a2

nK̂(λ)
∣∣∣ > |λ| − a2

n

|λ|+ 1
> |λ| − 1

2
,

èç êîòîðîé ïðè |λ| > 2a2
n ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

1

|ln(λ)|
6
const

|λ|
. (19)

Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ëåììû Æîðäàíà ñëåäóåò, ÷òî∫
CR,Reλ<0

l−1
n (λ)eλtdλ→ 0, t > 0, R→ +∞. (20)

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ∫
CR,Reλ>0

l−1
n (λ)eλtdλ→ 0, t > 0, R→ +∞. (21)

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (19), ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

λ∈CR,
Reλ>0

l−1
n (λ)eλtdλ

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6 2

∫
λ∈CR,
Reλ>0

∣∣l−1
n (λ)

∣∣ ∣∣eλt∣∣ |dλ| 6 2R

R

π/2∫
π/2−α

eR cosϕtdϕ =

= 2

α∫
0

eR sinψtdψ 6 2

α∫
0

e2Rψtdψ = 2
e2Rψt

2Rt

∣∣∣∣arcsin γ
R

0

= 2
e2R arcsin γ

R
t

2Rt
→ 0, R→ +∞.

Èç ñîîòíîøåíèé (20), (21) ñëåäóåò (18). Èç (18), òåîðåìû 4 î ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà è
èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Êîøè ïîëó÷àåì èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå (15).

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.
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Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4. Òîãäà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèé uI(t) è
uR(t) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè

‖uI(t)‖H 6 Ceκt‖ϕ‖H , ‖uR(t)‖H 6 Cξ(t)
θ(y0)

|y0|4
∥∥A−2ϕ

∥∥
H
.

ãäå κ = sup
n∈N

Reλ+
n ,

ξ(t) =
e−d1t − e−d2t

t
, θ(y0) =

d2∫
d1

dµ(τ)

τ(τ 2 + y2
0)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñ îöåíêè íîðìû âåêòîð-ôóíêöèè uI(t) â ïðîñòðàíñòâå H. Îöå-
íèì ñíèçó âåëè÷èíó l′n(λ+

n ), èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó λ+
n , çàäàííóþ ôîðìóëîé (10). Íåïî-

ñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâ

∣∣l′n(λ+
n )
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣1− a2
n

d2∫
d1

dµ(τ)

τ(τ + λ+
n )2

∣∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣∣1 +

1

2

d2∫
d1

(1− 2τ 2/a2
n) dµ(τ)

τ(1 + τ 2/a2
n)2

∣∣∣∣∣∣ > 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

‖uI(t)‖2
H =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

Re

[
exp (λ+

n t)

l′n(λ+
n )

]
ϕnen

∥∥∥∥∥
2

H

6
∞∑
n=1

∣∣∣∣exp (λ+
n t)

l′n(λ+
n )

∣∣∣∣2|ϕn|2 =

=
∞∑
n=1

exp (2 Reλ+
n t)

|l′n(λ+
n )|2

|ϕn|2 6
∞∑
n=1

exp
(
2 Reλ+

n t
)
|ϕn|2 6 C exp(2κt) ‖ϕ‖2

H , (22)

ãäå κ = sup
n∈N

Reλ+
n .

Ïåðåéäåì ê îöåíêå âåêòîð ôóíêöèè uR(t). Îöåíèì ôóíêöèþ l
(−1)
n (λ) íà êîíòóðå Γ.

Îáîçíà÷èì λ = s + iy, s ∈ [−d2,−d1]. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

|ln(λ)|2 =

∣∣∣∣∣∣s+ a2
n

d2∫
d1

(s+ τ)dµ(τ)

τ((s+ τ)2 + y2
0)

+ iy0

1− a2
n

d2∫
d1

dµ(τ)

τ((s+ τ)2 + y2
0)

∣∣∣∣∣∣ >
> y0a

2
n

d2∫
d1

dµ(τ)

τ((s+ τ)2 + y2
0)
. (23)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

D1 = s+ a2
n

d2∫
d1

(s+ τ)dµ(τ)

τ((s+ τ)2 + y2
0)
,

D2 = y0

1− a2
n

d2∫
d1

dµ(τ)

τ((s+ τ)2 + y2
0)

 .
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Òîãäà

l−1
n (λ)

∣∣
λ=s+iy0

=
D1 − iD2

D2
1 +D2

2

. (24)

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ∈ N ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó

|D2| = |y0|

∣∣∣∣∣∣1− a2
n

d2∫
d1

dµ(τ)

τ((s+ τ)2 + y2
0)

∣∣∣∣∣∣ > |y0| a2
n

d2∫
d1

dµ(τ)

τ((s+ τ)2 + y2
0)
>

> |y0| a2
n

d2∫
d1

dµ(τ)

τ(τ 2 + y2
0)

= |y0| a2
nθ(y0), (25)

ãäå

θ(y0) =

d2∫
d1

dµ(τ)

τ(τ 2 + y2
0)
> 0.

C äðóãîé ñòîðîíû,

|D2| = |y0|

∣∣∣∣∣∣1− a2
n

d2∫
d1

dµ(τ)

τ((s+ τ)2 + y2
0)

∣∣∣∣∣∣ 6 |y0|

1 +
a2
n

d1y2
0

d2∫
d1

dµ(τ)

 6 2 |y0| a2
n

d1y2
0

d2∫
d1

dµ(τ),

|D1| =

∣∣∣∣∣∣s+ a2
n

d2∫
d1

(s+ τ)dµ(τ)

τ((s+ τ)2 + y2
0)

∣∣∣∣∣∣ 6 d2 + a2
n

d2∫
d1

d2dµ(τ)

d1y2
0

6
2d2a

2
n

d1y2
0

d2∫
d1

dµ(τ). (26)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó ÷èñëèòåëÿ â ïðåäñòàâëåíèè (24)

|D1 + iD2| 6 |D1|+ |D2| 6 2a2
n

(d2 + y0)

d0y2
0

d2∫
d1

dµ(τ). (27)

Íà îñíîâàíèè îöåíîê (25), (27) ïðåäñòàâëåíèÿ (24) ïîëó÷àåì

∣∣l−1
n (λ)

∣∣ 6 2a2
n(d2 + y0)/d0y

2
0

d2∫
d1

dµ(τ)

|y0|2a4
nθ

2(y0)
=

1

a2
n

2 (d2 + y0)

d0y4
0θ

2(y0)

d2∫
d1

dµ(τ)

 =
θ1(y0)

a2
ny

4
0

, (28)

ãäå

θ1(y0) =
2 (d2 + y0)

d0θ2(y0)

d2∫
d1

dµ(τ).

Îöåíèì òåïåðü èíòåãðàë∫
Γ

l−1
n (λ)eλtdλ, λ = s+ iy0, dλ = ds.
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Èìååì∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

l−1
n (λ)eλtdλ

∣∣∣∣∣∣ 6 2

−d1∫
−d2

est
∣∣l−1
n (s+ iy0)

∣∣ ds 6 2
θ1(y0)

a2
ny

4
0

−d1∫
−d2

estds =

= 2
e−d1t − e−d2t

t

θ1(y0)

a2
ny

4
0

= 2ξ(t)
θ1(y0)

a2
ny

4
0

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

‖uR(t)‖2
H =

∥∥∥∥∥∥ 1√
2π

∫
Γ

L−1(λ)ϕeλtdλ

∥∥∥∥∥∥
2

H

=

∥∥∥∥∥∥ 1√
2π

∞∑
n=1

∫
Γ

ϕne
λt

l2n(λ)
dλ

 en

∥∥∥∥∥∥
2

H

=

=
1√
2π

∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

ϕne
λt

l2n(λ)
dλ

∣∣∣∣∣∣
2

6 Cξ2(t)
θ2

1(y0)

y8
0

∞∑
n=1

a−4
n |ϕn|

2 6 Cξ2(t)
θ2

1(y0)

y8
0

∥∥A−2ϕ
∥∥2
. (29)

Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü â çàäà÷å (2) (3) ϕ = 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4. Òîãäà ñèëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(t) = wI(t) + wR(t),

ãäå

wI(t) =
1√
2π

∞∑
n=1

 t∫
0

[
exp(λ+

n (t− τ))

l′n(λ+
n )

+
exp(λ−n (t− τ))

l′n(λ−n )

]
fn(τ)dτ

ϕnen,

wR(t) =
1√
2π

t∫
0

∫
Γ

L−1(λ)eλ(t−τ)dλ

fn(τ)dτ,

λ±n � íåâåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-ôóíêöèè L(λ), èìåþùèå àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (10).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Di Blasio G., Parabolic Volterra equations of convolution type // J. Integral Equations
Appl. 1994, V. 6, p. 479�508.

[2] Di Blasio G., Kunisch K., Sinestari E. L2�regularity for parabolic partial
integrodi�erential equations with delays in the highest order derivatives // J. Math. Anal.
Appl. 1984, V. 102, p. 38�57.

[3] Di Blasio G., Kunisch K., Sinestari E. Stability for abstract linear functional di�erential
equations // Izrael.J. Mathematics. 1985, V. 50, �3, p. 231�263.

[4] Kunisch K., Mastinsek M. Dual semigroups and structual operators for partial di�erential
equations with unbounded operators acting on the delays // Di�er. Integral Equations,
1990, V.3, �4, p. 733�756.

97



Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

[5] Kunisch K., Shappacher W. Necessary conditions for partial di�erential equations with
delay to generate l0�semigroup // J. Di�er. Equations, 1983, V.50, p. 49�79.

[6] Wu J. Semigroup and integral form of class of partial di�erential equations with in�nite
delay // Di�er. Integr. Equations, 1991, V.4, �6, p. 1325�1351.

[7] Wu J. Theory and applications of partial functional di�erential equations // Appl. Math.
Sci. New York: Springer-Verlag, 1996, V.119

[8] Vlasov V. V. On the solvability and properties of solutions of functional-di�erential
equations in Hilbert spaces // Sbornik Mathem. 1995, V. 186, �8, p. 67�92.

[9] Vlasov V. V. On the solvability and estimates of solutions of functional-di�erential
equations in Sobolev spaces // Proc. Steklov Math. Inst. 1999, V.227, p. 109�121.

[10] Vlasov V. V. On the solvability of abstract parabolic equations with aftere�ect // Dokl.
Ross. Akad. Nauk. 2007, V.415, �2, p. 151�152.

[11] Miller R. K. An integrodi�erential equation for rigid heat conductors with memory // J.
Math. Anal. Appl. 1978, V.66, p. 313�332.

[12] Miller R. K., Wheeler R. L. Well-posedness and stability of linear Volterra
interodi�erential equations in abstract spaces. // Funkcialaj Ekvac. 1978, V.21, p. 279�
305.

[13] Vlasov V. V., Shmatov K. I. On the solvability of delayed hyperbolic equations in Hilbert
spaces // Proc. Steklov Math. Inst. 2003, V.243, p. 127�137.

[14] Medvedev D. A., Vlasov V. V., Wu J. Solvability and structural properties of abstract
neutral functional di�erential equations // Functional Di�erential Equations 2008, V.15,
�3-4, p. 249�272.

[15] Vlasov V. V., Wu J. Solvability and Spectral Analysis of Abstract Hyperbolic equations
with delay // Functional Di�erential Equations 2009, V.16, �4, p. 751�768.

[16] Vlasov V. V., Medvedev D. A. Functional-di�erential equations in Sobilev spaces and
related problems of spectral theory // Contemporary Math. Fundamental Directions 2008,
V.30, p. 3�173. (English translation Journ. of Math. Sc. 2010, V.164, �5, p. 659 � 841)

[17] Miller R. K. Volterra Integral Equation in Banach Space // Funkcialaj Ekvac. 1975,
V.18, p. 163�194.

[18] V. V. Vlasov, Wu J., G. R. Kabirova Correct Solvability and Spectral Properties of
Abstract Hyperbolic Equations with Aftere�ect. // Contemporary Math. Fundamental
Directions 2010, V.35, p. 44�59.

[19] J. L. Lions and E. Magenes Nonhomogeneous Boundary-Value Problems and Applications
// Springer-Verlag, Berlin � Heidelberg � New York, 1972.

[20] Gurtin M. E., Pipkin A. C. Theory of heat conduction with �nite wave speed // Arch.
Rat. Mech. Anal. 1968, V.31, p. 113�126.

[21] Pandol� L. The controllability of the Gurtin-Pipkin equations: a cosine operator approach.
// Appl. Math. Optim. 2005, V.52, p. 143�165.

98



Âëàñîâ Â.Â., Ðàóòèàí Í.À., Øàìàåâ À.Ñ., Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

[22] Desch W., Miller R. K. Exponential stabilization of Volterra Integrodi�erential equations
in Hilbert space. // J. Di�erential Equations 1987, V.70, p. 366�389.

[23] Miloslavskii A.I. Spectral properties of the operator pencil arising in the visco-elasticity
// Available from Ukr. VINITI, No. 1229-UK87 (Kharkov).

[24] Miloslavskii A.I. Spectral Analysis of Small Oscillations of Visco-elastic Hereditary
Medium // Preprint, Harkov, 1989.

[25] Kopachevsky N. D., Krein S. G. Operator approach to Linear // Problems of
Hydrodynamics. Vol. 2. Nonself adjoint Problems for Viscous Fluids. Berlin: Basel-Boston,
2003.

[26] D. A. Kosmodemyanskiy, A. S. Shamaev Spectral properties of some problems in
mechanics of strongly inhomogeneous media. // Contemporary Math. Fundamental
Directions 2006, V.17, p. 88�109 (English translation in Journal of Mathematical Sciences
2008, V.149, �6, p. 1679�1700.)

[27] Ivanov S., Pandol� L. Heat equations with memory: lack of controllability to the rest. //
Jornal of Mathematical analysis and applications 2009, V.355, p. 1�11.

[28] Vlasov V. V., Gavrikov A. A., Ivanov S. A., Knyazkov D. U., Samarin V. A., Shamaev
A. S. Spectral properties of the combined medies // Modern problems of Mathematics
and Mechanics 2009, V. 1, p. 134�155.

[29] Rautian N. A. On the structure and properties of solutions of integro-di�erential equations
arising in thermal physics and acoustics. // Mathematical Notes 2011, V. 90, �3-4, p.
455 � 459.

[30] Zhikov V. V. On an extension of the method of two-scale convergence and its applications.
// Sbornik: Mathematics. 2000, V.191, �7, p. 31 � 72.

[31] Zhikov V. V. On a method of two-scale convergence. // Tr. Semin. Im. Petrovskogo. 2003,
V.23, p. 149 � 187.

[32] Sanches-Palencia E. Non-Homogeneous Media and Vibration Theory. // New York:
Springer-Verlag, 1980.

[33] S. Ivanov and T. Sheronova Spectrum of the Heat Equation with Memory // arXiv: math.
CV/ 0912.1818v1.

[34] S. A. Ivanov Spectrum of the Heat Equation with Memory // arXiv: math. CV/1002.2831

[35] Vlasov V. V., Rautian N. A. Well-De�ned Solvability and Spectral Analysis of Abstract
Hyperbolic. // Tr. Semin. Im. Petrovskogo. 2011, V. 28, �3, p. 15 � 46. (English
translation in Journal of Mathematical Sciences 2011, V. 179, �3, p. 390 � 415.)

[36] Vlasov V. V., Rautian N. A., Shamaev A. S. Solvability and Spectral Analysis of Integro-
Di�erential Equations Arising in the Theory of Heat Transfer and Acoustics.// Doklady
Mathematics 2010, V.82, �2, p. 684� 687.

99



Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

[37] Vlasov V. V., Rautian N. A., Shamaev A. S. Spectral Analysis and Correct solubility
of an abstract integrodiferential equations Arising in the Theory of Heat Transfer and
Acoustics. // Current Problems in Mathematics: Fundamental Directions. 2011, V. 39,
p. 36 � 65

[38] Vlasov V. V., Rautian N. A. Correct solvability of integro-di�erential equations arising in
the theory of heat transfer and acoustics. // Functial Di�erential Equations 2012, V. 19,
�1-2, p. 207 � 224.

[39] Lykov A. V. Problems of Heat and Mass Transfer // Minsk, 1976

[40] Sandrakov G. V. Multiphase homogenized di�usion models for problems with several
parameters. // Izvestiya: Mathematics. 2007, V.71, �6, p. 119 � 172.

[41] Eremenko A., Ivanov S. Spectra of the Gurtin-Pipkin Type Equations. // SIAM J. Math.
Anal. 2011, V.43, p. 2296 � 2306.

[42] Ìèëîñëàâñêèé À. È. Î ñïåêòðå íåóñòîé÷èâîñòè îïåðàòîðíîãî ïó÷êà. // Ìàòåì. çà-
ìåòêè. 1991, Ò. 49, �4, C. 88�94.

[43] Ðàóòèàí Í. À. Î ñòðóêòóðå è ñâîéñòâàõ ðåøåíèé èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, âîçíèêàþùèõ â òåïëîôèçèêå è àêóñòèêå. // Ìàòåì. çàìåòêè, 2011, Ò. 90, �3,
C. 470�473

[44] Âëàñîâ Â. Â., Ìåäâåäåâ Ä. À., Ðàóòèàí Í. À. Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà è èõ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç.// Ïîä ðåäàêöèåé
Â. À. Ñàäîâíè÷åãî. Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè. 2011, Ò. VIII.
Ìàòåìàòèêà. Âûïóñê 1. Ì.: Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

[45] Âëàñîâ Â. Â., Ðàóòèàí Í. À., Øàìàåâ À. Ñ. Èññëåäîâàíèå îïåðàòîðíûõ ìîäåëåé, âîç-
íèêàþùèõ â çàäà÷àõ íàñëåäñòâåííîé ìåõàíèêè. // Òðóäû Øåñòîé Ìåæäóíàðîäíîé
êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì (Ìîñêâà, 14-21 àâãóñòà, 2011). ×àñòü 1, Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåí-
òàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. 2012, V.45, p. 43 � 61.

[46] Rivera J. M., Naso M. G., Vegni F. M. Asymptotic behavior of the energy for a class
weakly-dissipative second order systems with memory. // Math. Anal. Appl. 2007, V.286,
p. 692 � 704.

[47] Shapiro J. Composition operators and classical function theory. // Springer, 1993.

[48] Àêóëåíêî Ë. Ä., Êîðîâèíà Ë. È., Íåñòåðîâ Ñ. Â. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ó÷àñòêà
òðóáîïðîâîäà // Èçâ. ÐÀÍ. ÌÒÒ. 2011, �1, Ñ. 172�187

[49] Øàìàåâ À. Ñ., Øóìèëîâà Â. Â. Óñðåäíåíèå óðàâíåíèé àêóñòèêè äëÿ ÷àñòè÷íî ïåð-
ôîðèðîâàííîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ âÿçêîé æèäêîñòüþ // Äîêë. ÐÀÍ. 2011,
Ò. 436, �2., Ñ.199 � 202.

[50] Øàìàåâ À. Ñ., Øóìèëîâà Â. Â. Óñðåäíåíèå óðàâíåíèé àêóñòèêè äëÿ âÿçêîóïðóãîãî
ìàòåðèàëà ñ êàíàëàìè, çàïîëíåííûìè âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòüþ // Èçâåñòèÿ
ÐÀÍ. ÌÆÃ. 2011, �2, Ñ. 92 � 103.

100



Âëàñîâ Â.Â., Ðàóòèàí Í.À., Øàìàåâ À.Ñ., Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

[51] Øóìèëîâà Â. Â. Óñðåäíåíèå óðàâíåíèé àêóñòèêè äëÿ ÷àñòè÷íî ïåðôîðèðîâàííîãî
âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ êàíàëàìè, çàïîëíåííûìè æèäêîñòüþ // Ñîâðåìåííàÿ ìà-
òåìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. 2011, Ò. 39, Ñ. 185 � 198.

[52] Øàìàåâ À. Ñ., Øóìèëîâà Â. Â. Óñðåäíåíèå óðàâíåíèé àêóñòèêè äëÿ ïîðèñòîãî âÿç-
êîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòüþ, çàïîëíåííîãî âÿçêîé æèäêîñòüþ
// Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2012, Ò. 48, �8, Ñ. 1174-1186.

101



Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

Î êîëåáëåìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé

òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ ïîëîæèòåëüíûì ïîòåíöèàëîì

Äóëèíà Ê.Ì.1, Êîð÷åìêèíà Ò.À.2

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

y′′ + p(x, y, y′) |y|k sgn y = 0,

ãäå k > 0, à ôóíêöèÿ p (x, y, y′) ïîëîæèòåëüíà. Ïîêàçàíî, ÷òî âñå íåòðèâèàëüíûå

ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ, èññëåäîâàíî èõ ïî-

âåäåíèå âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Ýìäåíà-Ôàóëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ + p(x, y, y′) |y|k sgn y = 0, k > 0. (1)

Â ðàáîòå [1] ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåí-
íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå p = p(x). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ, èçëîæåííûõ
â ðàáîòå [2], â ñëó÷àå p(x, y, y′) < 0 â ðàáîòå [3] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ìàêñèìàëüíî
ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé ñ çàäàííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, è ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ
âñåõ ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ðàáîòû [2], áóäåì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â
ñëó÷àå p(x, y, y′) > 0.

Âåçäå äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ p(x, y, y′) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ, ðàâíîìåðíî ïî x ëèïøèöåâà ïî ïîñëåäíèì äâóì àðãóìåíòàì è óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâàì

0 < m ≤ p(x, y, y′) ≤M < +∞. (2)

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè {(y(x), y′(x))} ⊂ R2, ïîðîæäåííûå íåòðèâèàëüíûìè ðåøåíè-
ÿìè óðàâíåíèÿ (1). Ðàçîáüåì ïðîñòðàíñòâî R2 íà 4 ïåðåñåêàþùèõñÿ òîëüêî ïî ãðàíèöàì

1Äóëèíà Êñåíèÿ Ìèõàéëîâíà, sun-ksi@mail.ru, àñïèðàíò, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ
èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

2Êîð÷åìêèíà Òàòüÿíà Àëåêñàíäðîâíà, krtaalex@gmail.com, ñòóäåíò, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôà-
êóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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çàìêíóòûõ ìíîæåñòâà â ñîîòâåòñòâèè ñî âñåâîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè çíàêîâ îáåèõ êî-
îðäèíàò èõ òî÷åê. Ââåäåì äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷åíèÿ[

+
+

]
,

[
+
−

]
,

[
−
−

]
,

[
−
+

]
.

Ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíèö ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç[
+
0

]
,

[
0
−

]
,

[
−
0

]
,

[
0
+

]
.

Íàïðèìåð, [
+
−

]
= {(y0, y1) ∈ R2 : y0 ≥ 0, y1 ≤ 0},[

0
+

]
= {(y0, y1) ∈ R2 : y0 = 0, y1 ≥ 0}.

2 Êîëåáëåìîñòü ðåøåíèé

Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ ëþáûì íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1),
íå ìîæåò ïðè âîçðàñòàíèè è óáûâàíèè àðãóìåíòà îñòàâàòüñÿ â îäíîì èç ââåäåííûõ âûøå
ìíîæåñòâ [

+
+

]
,

[
+
−

]
,

[
−
−

]
,

[
−
+

]
.

Ëåììà 1. Ïóñòü y(x) � íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1). Òîãäà íè ñàìî ðåøåíèå, íè åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå ìîãóò ñîõðàíÿòü ïî-
ñòîÿííûé çíàê â îêðåñòíîñòè ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñàìîãî ðåøåíèÿ, äëÿ ïåðâîé ïðîèç-
âîäíîé îíî àíàëîãè÷íî.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíàõ x→ −x è y(x)→ −y(x) óðàâíåíèå (1) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå
òîãî æå òèïà, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðåøåíèå âáëèçè ïðàâîé ãðàíèöû îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå y(x) çàäàíî íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå
(a, b) è ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè b. Òîãäà â ñèëó âèäà
óðàâíåíèÿ (1) â ýòîé îêðåñòíîñòè âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ îòðèöàòåëüíà, à, çíà÷èò,
åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîíîòîííî óáûâàåò, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîíå÷íûé èëè áåñ-
êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè x → b − 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ çíàêî-
ïîñòîÿííîé â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè b. Ïîýòîìó ñàìî ðåøåíèå y(x) ìîíîòîííî â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè b è ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó èëè áåñêîíå÷íîìó
ïðåäåëó ïðè x→ b− 0.

Ïóñòü b < +∞. Åñëè ðåøåíèå y(x) (à, çíà÷èò, è y′′(x)) èëè åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, òî, èíòåãðèðóÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âòîðóþ èëè ïåðâóþ
ïðîèçâîäíóþ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðåäåëû ðåøåíèÿ è åãî ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé äîëæíû áûòü êîíå÷íûìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîé ïðîäîëæåííîñòè
ðåøåíèÿ âïðàâî. Åñëè æå ïðåäåëû ðåøåíèÿ è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé áåñêîíå÷íû, òî îíè
äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûé çíàê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ (1).

Ïóñòü òåïåðü b = +∞. Åñëè ðåøåíèå y(x) (à, çíà÷èò, è y′′(x)) èëè åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ èìååò íåíóëåâîé ïðåäåë, òî, èíòåãðèðóÿ íà âñåé îáëàñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ âòîðóþ
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èëè ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîñòü âñåõ ïðåäåëîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå îíè äîëæíû èìåòü îäèíàêîâûé çíàê, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ (1). Åñëè æå
ïðåäåëû ðåøåíèÿ è åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ðàâíû íóëþ, òî ñàìî ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè
ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè ïîëîæèòåëüíî è ìîíîòîííî óáûâàåò ê íóëþ, à åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîä-
íàÿ îòðèöàòåëüíà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ê íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ,
êàê è ñàìî ðåøåíèå, ïîëîæèòåëüíà è óáûâàåò ê íóëþ â îêðåñòíîñòè ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ (1).

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Âñå íåòðèâèàëüíûå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1),
êàê è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå, ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ ïðè âîçðàñòàíèè è ïðè óáûâà-
íèè àðãóìåíòà, ïðè÷åì, íóëè xj ðåøåíèÿ è íóëè x

′
j åãî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ÷åðåäóþòñÿ,

òî åñòü,
· · · < xj−1 < x′j < xj < x′j+1 < . . . , j ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîâåäåíèå
ðåøåíèé ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà.

Ïîêàæåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ ïðîèçâîëüíûì íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì y(x)
óðàâíåíèÿ (1), ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà ìîæåò ïåðåõîäèòü ìåæäó ââåäåííûìè âûøå
ìíîæåñòâàìè òîëüêî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:[

+
+

]
−−−→

[
+
−

]
x y[
−
+

]
←−−−

[
−
−

] .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò òî÷êà (y(x), y′(x)) ïðèíàäëåæèò âíóòðåí-

íîñòè ìíîæåñòâà

[
+
+

]
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y(x) > 0, y′(x) > 0, è, â ñèëó óðàâíåíèÿ (1),

y′′(x) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå y(x) ïîëîæèòåëüíî è âîçðàñòàåò, à åãî ïåðâàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ y′(x) ïîëîæèòåëüíà è óáûâàåò, ïîêà òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ ðåøåíèåì y(x),

ëåæèò âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà

[
+
+

]
. Òîãäà ëèáî y′(x) îáðàòèòñÿ â íóëü, è ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ òðàåêòîðèÿ âûéäåò íà ãðàíèöó

[
+
0

]
ìíîæåñòâà

[
+
+

]
, ëèáî y′(x) íå îáðà-

òèòñÿ â íóëü, íî áóäåò èìåòü íåîòðèöàòåëüíûé ïðåäåë ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà, òî
åñòü, ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ áóäåò çíàêîïîñòîÿííà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1. Òàêèì îáðà-
çîì, âîçìîæåí òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ ðåøåíèåì y(x), âûõîäèò íà

ãðàíèöó

[
+
0

]
, òî åñòü, ðåøåíèå y(x) ïîëîæèòåëüíî è èìååò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì â íåêî-

òîðîé òî÷êå x′0, ïðè÷åì, â ñèëó óðàâíåíèÿ (1), y
′′(x′0) < 0. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0 ïðè

x ∈ (x′0, x
′
0 + δ) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ y(x) > 0, y′(x) < 0, òî åñòü, ðàññìàòðèâàåìàÿ

òðàåêòîðèÿ ïîïàäàåò âî âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà

[
+
−

]
.

Òåïåðü y(x) > 0, y′(x) < 0, è, â ñèëó óðàâíåíèÿ (1), y′′(x) < 0. Çíà÷èò, ðåøåíèå y(x)
ïîëîæèòåëüíî è óáûâàåò, à åãî ïðîèçâîäíàÿ y′(x) îòðèöàòåëüíà è óáûâàåò, ïîêà òðàåê-
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òîðèÿ îñòàåòñÿ âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà

[
+
−

]
. Âíîâü â ñèëó ëåììû 1 ðåøåíèå y(x)

íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà, à, çíà÷èò, îáðàòèòñÿ
â íóëü â íåêîòîðîé òî÷êå x0 > x′0, è òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ ýòèì ðåøåíèåì, âûéäåò

íà ãðàíèöó

[
0
−

]
. Ïîñêîëüêó y′(x0) < 0, òî äëÿ íåêîòîðîãî δ̃ > 0 ïðè x ∈ (x0, x0 + δ̃)

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ y(x) < 0, y′(x) < 0, è ðàññìàòðèâàåìàÿ òðàåêòîðèÿ ïîïàäàåò

âî âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà

[
−
−

]
.

Òåïåðü y(x) < 0, y′(x) < 0. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ

ðåøåíèåì y(x), ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà ïîïàäàåò íà ãðàíèöó

[
−
0

]
, òî åñòü, â íåêîòî-

ðîé òî÷êå x′1 > x0 > x′0 ðåøåíèå y(x) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Çàòåì ïðè âîçðàñòàíèè

àðãóìåíòà òðàåêòîðèÿ ïîïàäàåò âî âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà

[
−
+

]
, â ñèëó ëåììû 1 âû-

õîäèò íà ãðàíèöó

[
0
+

]
â íåêîòîðîé òî÷êå x1 > x′1 > x0 > x′0, ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèò âî

âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà

[
+
+

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ, ïîðîæäåííàÿ íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(1), ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà ìîæåò ïåðåõîäèòü ìåæäó ìíîæåñòâàìè[

+
+

]
,

[
+
−

]
,

[
−
−

]
,

[
−
+

]
òîëüêî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå: [

+
+

]
−−−→

[
+
−

]
x y[
−
+

]
←−−−

[
−
−

] .

Ïðè ýòîì, â ñèëó ëåììû 1 òðàåêòîðèÿ íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ íè â îäíîì èç ýòèõ ìíî-
æåñòâ ïðè âîçðàñòàíèè àðãóìåíòà. Òàêèì îáðàçîì, êàê è ðåøåíèå y(x), òàê è åãî ïåðâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ y′(x) ÿâëÿþòñÿ êîëåáëþùèìèñÿ, ïðè÷åì íóëè xj ðåøåíèÿ è íóëè x

′
j åãî ïåð-

âîé ïðîèçâîäíîé ÷åðåäóþòñÿ, òî åñòü,

· · · < xj−1 < x′j < xj < x′j+1 < . . . , j ∈ Z

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3 Ïîâåäåíèå ðåøåíèé

Èñïîëüçóÿ âèä óðàâíåíèÿ (1) è óñëîâèå (2) îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè p(x, y, y′), îöåíèì îò-
íîøåíèå çíà÷åíèé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëÿõ xj ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1) è îòíîøåíèå çíà÷åíèé ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â åãî ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýêñòðåìóìàõ x′j.
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Ëåììà 2. Ïóñòü y(x) � íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ Z ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà√

m

M
≤
∣∣∣∣y′ (xj+1)

y′ (xj)

∣∣∣∣ ≤
√
M

m
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî y′(xj) < 0. Çàìå-
òèì, ÷òî

0 = |y(xj)|k+1 − |y(xj+1)|k+1 = −(k + 1)

y(xj+1)∫
y(xj)

|y|k−1y dy,

è, â ñèëó óðàâíåíèÿ (1)

−(k + 1)

y(xj+1)∫
y(xj)

|y|k−1y dy = (k + 1)

xj+1∫
xj

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx =

= (k + 1)

x′j+1∫
xj

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx+ (k + 1)

xj+1∫
x′j+1

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx. (3)

Â ñèëó òîãî, ÷òî y′(xj) < 0, èìååì y′(x) < 0 è y′′(x) > 0 ïðè x ∈ (xj, x
′
j+1), à ïðè

x ∈ (x′j+1, xj+1) èìååì y′(x) > 0 è y′′(x) > 0. Òî åñòü, y′′ y′

p(x, y, y′)
< 0 ïðè x ∈ (xj, x

′
j+1), è

y′′ y′

p(x, y, y′)
> 0 ïðè x ∈ (x′j+1, xj+1).

Îöåíèì ñâåðõó âûðàæåíèå (3):

(k + 1)

x′j+1∫
xj

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx+ (k + 1)

xj+1∫
x′j+1

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx ≤

≤ k + 1

M

x′j+1∫
xj

y′′ y′ dx+
k + 1

m

xj+1∫
x′j+1

y′′ y′ dx =

=
k + 1

M

y′(x′j+1)∫
y′(xj)

y′ dy′ +
k + 1

m

y′(xj+1)∫
y′(x′j+1)

y′ dy′ =
k + 1

2M
(y′)

2

∣∣∣∣x′j+1

xj

+
k + 1

2m
(y′)

2

∣∣∣∣x′j+1

xj

=

= −k + 1

2M
(y′(xj))

2
+
k + 1

2m
(y′(xj+1))

2
,

îòêóäà

0 ≤ −k + 1

2M
(y′(xj))

2
+
k + 1

2m
(y′(xj+1))

2
,

k + 1

2M
(y′(xj))

2 ≤ k + 1

2m
(y′(xj+1))

2
,

è, íàêîíåö, √
m

M
|y′(xj)| ≤ |y′(xj+1)| .
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Òåïåðü îöåíèì âûðàæåíèå (3) ñíèçó:

(k + 1)

x′j+1∫
xj

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx+ (k + 1)

xj+1∫
x′j+1

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx ≥

≥ k + 1

m

x′j+1∫
xj

y′′ y′ dx+
k + 1

M

xj+1∫
x′j+1

y′′ y′ dx =

=
k + 1

m

y′(x′j+1)∫
y′(xj)

y′ dy′ +
k + 1

M

y′(xj+1)∫
y′(x′j+1)

y′ dy′ =
k + 1

2m
(y′)2

∣∣∣∣x′j+1

xj

+
k + 1

2M
(y′)2

∣∣∣∣x′j+1

xj

=

= −k + 1

2m
(y′(xj))

2
+
k + 1

2M
(y′(xj+1))

2
,

îòêóäà

0 ≥ −k + 1

2m
(y′(xj))

2
+
k + 1

2M
(y′(xj+1))

2
,

k + 1

2m
(y′(xj))

2 ≥ k + 1

2M
(y′(xj+1))

2
,

è √
M

m
|y′(xj)| ≥ |y′(xj+1)| .

Òàêèì îáðàçîì, √
m

M
|y′ (xj)| ≤ |y′ (xj+1)| ≤

√
M

m
|y′ (xj)| ,

è, íàêîíåö, √
m

M
≤
∣∣∣∣y′ (xj+1)

y′ (xj)

∣∣∣∣ ≤
√
M

m
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó íóëè xj è ýêñòðåìóìû x′j íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìàëüíî
ïðîäîëæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ÷åðåäóþòñÿ, òî y′ (xj+1) y′ (xj) < 0 äëÿ ëþáîãî
j ∈ Z, è óòâåðæäåíèå ëåììû 2 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

−
√
M

m
≤ y′ (xj+1)

y′ (xj)
≤ −

√
m

M
.

Ëåììà 3. Ïóñòü y(x) � íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî j ∈ Z ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(m
M

) 2
k+1 ≤

∣∣∣∣∣y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
) ∣∣∣∣∣ ≤

(
M

m

) 2
k+1

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî y(x′j) > 0. Çàìå-
òèì, ÷òî

|y(x′j)|k+1 = |y(x′j)|k+1 − |y(xj)|k+1 = −(k + 1)

y(xj)∫
y(x′j)

|y|k−1y dy = (k + 1)

xj∫
x′j

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx.

Ïîñêîëüêó y(x′j) > 0, òî íà èíòåðâàëå (x′j, xj) èìååì y′(x) < 0 è y′′(x) < 0, òî åñòü,
y′′ y′

p(x, y, y′)
> 0 ïðè x ∈ (x′j, xj). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî îöåíèòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

k + 1

M

xj∫
x′j

y′′ y′ dx ≤ (k + 1)

xj∫
x′j

y′′ y′

p(x, y, y′)
dx ≤ k + 1

m

xj∫
x′j

y′′ y′ dx,

òîãäà

k + 1

M

y′(xj)∫
y′(x′j)

y′ dy′ ≤ |y(x′j)|k+1 ≤ k + 1

m

y′(xj)∫
y′(x′j)

y′ dy′,

è
k + 1

2M
(y′(xj))

2 ≤ |y(x′j)|k+1 ≤ k + 1

2m
(y′(xj))

2
. (4)

Â ñèëó îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â ëåììå 2, èìååì

k + 1

2M

m

M
(y′(xj+1))

2 ≤ |y(x′j)|k+1 ≤ k + 1

2m

M

m
(y′(xj+1))

2
.

Äàëåå, ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâà (4) ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîãî j ∈ Z, òî òàêæå ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

k + 1

2M
(y′(xj+1))

2 ≤ |y(x′j+1)|k+1 ≤ k + 1

2m
(y′(xj+1))

2
,

2m

k + 1
|y(x′j+1)|k+1 ≤ (y′(xj+1))

2 ≤ 2M

k + 1
|y(x′j+1)|k+1,

è òîãäà

m(k + 1)

2M2

2m

k + 1

∣∣y(x′j+1)
∣∣k+1 ≤ |y(x′j)|k+1 ≤ M(k + 1)

2m2

2M

k + 1

∣∣y(x′j+1)
∣∣k+1

,

m2

M2

∣∣y(x′j+1)
∣∣k+1 ≤ |y(x′j)|k+1 ≤ M2

m2

∣∣y(x′j+1)
∣∣k+1

,

ñëåäîâàòåëüíî, (
m

M

) 2
k+1 ∣∣y(x′j+1)

∣∣ ≤ |y(x′j)| ≤
(
M

m

) 2
k+1 ∣∣y(x′j+1)

∣∣ ,
è (

m

M

) 2
k+1

≤

∣∣∣∣∣y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
) ∣∣∣∣∣ ≤

(
M

m

) 2
k+1

.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 2. Ïîñêîëüêó íóëè xj è ýêñòðåìóìû x′j íåòðèâèàëüíîãî ìàêñèìàëüíî

ïðîäîëæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ÷åðåäóþòñÿ, òî y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
)
< 0 äëÿ ëþáîãî

j ∈ Z, è óòâåðæäåíèå ëåììû 3 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

−
(
M

m

) 2
k+1

≤
y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
) ≤ −(m

M

) 2
k+1

.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Mj = max
x∈[xj , xj+1]

p (x, y(x), y′(x)) , mj = min
x∈[xj , xj+1]

p (x, y(x), y′(x)) , j ∈ Z.

Èç ëåìì 2 è 3 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî j ∈ Z ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

−

√
Mj

mj

≤ y′ (xj+1)

y′ (xj)
≤ −

√
mj

Mj

,

−
(

M2
j

mjmj−1

) 1
k+1

≤
y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
) ≤ −( m2

j

MjMj−1

) 1
k+1

.

Ñëåäñòâèå 2. Â ñëó÷àå p(x, y, y′) ≡ p0 > 0 âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå M = m = p0, è â ñèëó ëåìì 2 è 3 äëÿ ëþáîãî j ∈ Z
ñïðàâåäëèâî:

1 ≤
∣∣∣∣y′ (xj+1)

y′ (xj)

∣∣∣∣ ≤ 1,

1 ≤

∣∣∣∣∣y
(
x′j+1

)
y
(
x′j
) ∣∣∣∣∣ ≤ 1,

òî åñòü ∣∣y (x′j)∣∣ =
∣∣y (x′j+1

)∣∣ , |y′ (xj)| = |y′ (xj+1)| ,
è â ñèëó çàìå÷àíèé 1 è 2

y
(
x′j
)

= −y
(
x′j+1

)
, y′ (xj) = −y′ (xj+1) .

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî j ∈ Z

y (xj) = y (xj+2) = 0, y′ (xj) = y′ (xj+2) ,

è
y
(
x′j
)

= y
(
x′j+2

)
, y′

(
x′j
)

= y′
(
x′j+2

)
= 0,

Ðàññìîòðèì íåòðèâèàëüíîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå ðåøåíèå y(x) çàäà÷è Êîøè
äëÿ óðàâíåíèÿ y′′ + p0|y|k sgn y = 0 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y (xj) = 0, y′ (xj) = B, B 6= 0.

109



Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè

Îáîçíà÷èì T = xj+2−xj. Ïîñêîëüêó y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ y′′+p0|y|k sgn y = 0,
òî y′′(x + T ) + p0|y(x + T )|k sgn y(x + T ) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, y(x + T ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òàê êàê â òî÷êå xj èìååì

y (xj + T ) = y (xj+2) = 0, y′ (xj) = y (xj + T ) = y′ (xj+2) = B,

òî y(x) è y(x+T ) � äâà ðåøåíèÿ îäíîé è òîé æå çàäà÷è Êîøè, è â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, y(x) ≡ y(x+ T ). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå y(x) � ïåðèîäè÷åñêîå.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû ðàáîòû [2], èññëåäóåì ïîâåäåíèå íåòðèâèàëüíûõ ìàêñèìàëüíî
ïðîäîëæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) âáëèçè îáåèõ ãðàíèö îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü y(x) � íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ôóíêöèÿ p(x, y, y′)
íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, ðàâíîìåðíî ïî x ëèïøèöåâà ïî y, y′ è óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (2), êðîìå òîãî, ðàâíîìåðíî ïî y, y′ ñòðåìèòñÿ ê p+ > 0 ïðè
x→ +∞ è ê p− > 0 ïðè x→ −∞.

Òîãäà y(x) îïðåäåëåíî íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ïðè j → ±∞ ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-
øåíèÿ:

1)
y′(xj+1)

y′(xj)
→ −1,

2)
y(x′j+1)

y(x′j)
→ −1,

3)
xj+1−xj
xj+2−xj+1

→ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñóùåñòâëÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â îöåíêàõ, ïðèâåäåííûõ â ñëåä-
ñòâèè 1, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâûõ äâóõ óòâåðæäåíèé òåîðåìû. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïðåäåë |y′(xj)| ïðè j → +∞. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Q = lim

j→+∞
|y′(xj)|.

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðè j → +∞. Ñëó÷àé j → −∞ èññëåäó-
åòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè
z′′ = −(p+ + φ(x))|z|k sgn z,
z(0) = 0,
z′(0) = q,

ãäå φ(x) ∈ C0 [0,+∞) (òî åñòü, φ(x) → 0 ïðè x → +∞), è òàêàÿ, ÷òî φ(x) > −p+. Ïî
òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè z(q, φ)
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, è â ñèëó ëåììû 1 ýòî ðåøåíèå � êîëåáëþùååñÿ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ξ1(q, φ) ïåðâûé íóëü ðåøåíèÿ ñïðàâà îò îñè îðäèíàò, ξ2(q, φ) � âòîðîé íóëü ðåøåíèÿ
ñïðàâà îò îñè îðäèíàò. Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè è òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìî-
ñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ïðàâîé ÷àñòè, ôóíêöèè ξ1(q, φ) è ξ2(q, φ)
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè.

Âîçüìåì zj(x) = lj y(x+ xj), lj = ±1. Òîãäà zj(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

z′′j = −(p+ + φj(x))|zj|k sgn zj,
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ãäå
φj(x) = p(x+ xj, y(x+ xj), y

′(x+ xj))− p+,

ïðè÷åì, zj(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

zj(0) = lj y(xj) = 0, z′j(0) = lj y
′(xj) 6= 0.

Îáîçíà÷èì z′j(0) = qj. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû φj(x) → 0 ïðè j → +∞ â
ïðîñòðàíñòâå C0 [0,+∞).

Íàéäåì ïîëîæèòåëüíûå íóëè zj(x). Åñëè zj(x) = 0, òî y(x + xj) = 0, ïîýòîìó ïåðâûé
íóëü ñïðàâà îò îñè îðäèíàò óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x+xj = xj+1. Îáîçíà÷èì åãî ξ1(qj, φj).
Àíàëîãè÷íî, âòîðîé íóëü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ x + xj = xj+2. Îáîçíà÷èì åãî ξ2(qj, φj).
Òîãäà

xj+1 = xj + ξ1(qj, φj),

xj+2 = xj + ξ2(qj, φj).

Âûáåðåì lj = sgn y′(xj) 6= 0, òîãäà

qj = y′(xj) sgn y
′(xj) = |y′(xj)| → Q ïðè j → +∞,

ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ξ1(q, φ) è ξ2(q, φ), ïðè j → +∞ ïîëó÷àåì

xj+1 − xj
xj+2 − xj+1

=
ξ1(qj, φj)

ξ2(qj, φj)− ξ1(qj, φj)
→ ξ1(Q, 0)

ξ2(Q, 0)− ξ1(Q, 0)
=

x̃j+1 − x̃j
x̃j+2 − x̃j+1

= 1,

ãäå x̃j � íóëè êîëåáëþùåãîñÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′′ + p+|y|k sgn y = 0,

òî åñòü, ïðè φ(x) ≡ 0.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè íóëÿìè ðåøåíèÿ y(x) ñòàáèëèçèðóåòñÿ

ïðè j → ±∞, è, çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëåíî íà âñåé
÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îñöèëëÿöèîííàÿ òåîðåìà äëÿ ìíîãîòî÷å÷íîé
êðàåâîé çàäà÷è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

Êóëàåâ Ð.×.1

Â ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè

ôóíêöèè Ãðèíà ðàçðûâíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, îïè-

ñûâàþùåé ìàëûå äåôîðìàöèè öåïî÷êè æåñòêî ñî÷ëåíåííûõ ñòåðæíåé ñ óïðóãèìè

îïîðàìè â ìåñòàõ ñî÷ëåíåíèÿ è óïðóãî çàùåìëåííîé íà êðàÿõ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ îïðå-

äåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè îïîð, ïðè êîòîðûõ ôóíê-

öèÿ âëèÿíèÿ ïîëîæèòåëüíà âíóòðè ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è âíå êîòîðîãî ó íåå

òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî çíàêîïîñòîÿíñòâà. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè

Ãðèíà ýêâèâàëåíòíà åå îñöèëëÿöèîííîñòè è íå çàâèñèò îò óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ êîí-

öîâ.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîòî÷å÷íàÿ ðàçðûâíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îáûêíîâåííî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ÿâëÿþùàÿñÿ ìîäåëüþ ñòåðæíåâîé
êîíñòðóêöèè. Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá îñöèëëÿöèîííîñòè ôóíêöèè Ãðèíà.

Íàïîìíèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà êâàäðàòå [a, b]× [a, b] ôóíêöèÿ G(x, s) íàçûâàåòñÿ îñ-
öèëëÿöèîííûì ÿäðîì (èëè ÿäðîì Êåëëîãà) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

(Gu)(x) =

b∫
a

G(x, s)u(s)q(s) ds,

åñëè ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . âûïîëíåíû óñëîâèÿ

G(x, s) > 0, a < x, s < b

G

(
x1 . . . xk
x1 . . . xk

)
> 0, a < x1 < . . . < xk < b.

G

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
> 0,

a < x1 < . . . < xk < b;
a < s1 < . . . < sk < b.

Îñöèëëÿöèîííûå ÿäðà ïðèìå÷àòåëüíû òåì, ÷òî èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ òàêèìè
ÿäðàìè îáëàäàþò êîìïëåêñîì çàìå÷àòåëüíûõ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ
êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ è íàçûâàåìûõ îñöèëëÿöèîííûìè.

1Êóëàåâ Ðóñëàí ×åðìåíîâè÷, kulaev@smath.ru, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèêÞæíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
èíñòèòóòà ÂÍÖ ÐÀÍ, äîöåíò ÑÎÃÓ.
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Âïåðâûå îñöèëëÿöèîííûå ÿäðà áûëè èññëåäîâàíû Êåëëîãîì [20],[21], è äàëåå òåîðèÿ
òàêèõ ÿäåð áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ Ô.Ð. Ãàíòìàõåðà è Ì.Ã. Êðåéíà [2], [11]. Èçó÷åíèþ
çíàêîðåãóëÿðíûõ è îñöèëëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé Ãðèíà äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çà-
äà÷ ïîñâÿùåíû ðàáîòû À.Þ. Ëåâèíà è Ã.Ä. Ñòåïàíîâà [12], [16]�[18], à òàêæå, ðàáîòû Ñ.
Êàðëèíà è È. Øåíáåðãà [19], [22]. Âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ ôóíêöèåé Ãðèíà ðàçðûâíûõ
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî (è áîëüøåãî) ïîðÿäêà ïîñâÿùåí öåëûé öèêë ðà-
áîò Þ. Â. Ïîêîðíîãî, À. Â. Áîðîâñêèõ è Ê. Ï. Ëàçàðåâà, â êîòîðûõ èçó÷àëèñü âîïðîñû î
ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé Ãðèíà ðàçðûâíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ê êëàññàì îñöèëëÿöèîííûõ è
çíàêîðåãóëÿðíûõ ÿäåð [8]�[10], [13]�[15]. Â ÷àñòíîñòè, â [13], [14] óñòàíîâëåíà êâàçèîñöèë-
ëÿöèîííîñòü ôóíêöèè Ãðèíà íåêëàññè÷åñêîé çàäà÷è Âàëëå�Ïóññåíà, à â ðàáîòå [15] áû-
ëà äîêàçàíà îñöèëëÿöèîííîñòü ôóíêöèè âëèÿíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, ìîäåëèðóþùåé ìàëûå
äåôîðìàöèè öåïî÷êè øàðíèðíî ñî÷ëåíåííûõ ñòåðæíåé. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ çíàêîðåãó-
ëÿðíîñòè ôóíêöèè Ãðèíà ðàçðûâíûõ êðàåâûõ çàäà÷, îáîáùàþùèå èçâåñòíûé ðåçóëüòàò
Êàëàôàòè�Ãàíòìàõåðà�Êðåéíà [12], ôîðìóëèðóþòñÿ â ðàáîòå [7].

Â öåíòðå âíèìàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû ìîäåëü êîíñòðóêöèè ðàñòÿíóòîé öåïî÷êè èç
æåñòêî ñîåäèíåííûõ ñòåðæíåé, óïðóãî ïîäïåðòûõ â ìåñòàõ ñî÷ëåíåíèÿ. Äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîé íàìè çàäà÷è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ çíàêîðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè âëèÿíèÿ, ñôîð-
ìóëèðîâàííûå â ðàáîòå [7], íå âûïîëíÿþòñÿ. Áîëåå òîãî, åñëè êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè
óïðóãèõ îïîð äîñòàòî÷íî âåëèêè, òî ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå,
òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Â äàííîé ñòàòüå ôîðìóëèðóþòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè
ôóíêöèè âëèÿíèÿ, â êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ æåñòêî-
ñòè îïîð, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ âëèÿíèÿ ïîëîæèòåëüíà âíóòðè ñâîåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ è âíå êîòîðîãî ó íåå òåðÿåòñÿ ñâîéñòâî çíàêîïîñòîÿíñòâà. Óêàçàííîå ìíîæåñòâî
îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ, ÷òî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ýôôåê-
òèâíóþ êîìïüþòåðíóþ ïðîâåðêó çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè Ãðèíà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè âëèÿíèÿ ýêâèâàëåíòíà åå îñöèëëÿöèîííîñòè. Ïðè ýòîì ïîêà-
çàíî, ÷òî îñöèëëÿöèîííîñòü ôóíêöèè íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòîâ óñëîâèé, çàäàâàåìûõ
íà ãðàíèöå.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïóñòü Γ = (a, b) \ {ai}ni=1, ãäå a < a1 < . . . < an < b. Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ áóäåì ñ÷èòàòü
a = a0, b = an+1. ×åðåç C[Γ] îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî�íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
äîïóñêàþùèõ ðàçðûâû òîëüêî ïåðâîãî ðîäà è òîëüêî â òî÷êàõ ai ïðè i = 1, n, òîãäà äëÿ
ôóíêöèè u(x) ∈ C[Γ], ïîä u(ai ± 0) áóäåì ïîíèìàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëû. ×åðåç
Ck[Γ] îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé èç C[Γ], èìåþùèõ k ïðîèçâîäíûõ, òàêæå ïðèíàä-
ëåæàùèõ C[Γ].

Íà Γ ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Lu ≡ (p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = f(x), x ∈ Γ, (1)

ñíàáæåííîå â òî÷êàõ a è b êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u(a) + α(a)D3u(a) = 0, β(a)u′′(a)− ϑ(a)u′(a) = 0, (2a)

u(b)− α(b)D3u(b) = 0, β(b)u′′(b) + ϑ(b)u′(b) = 0, (2b)
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à â òî÷êàõ ai (i = 1, n) � óñëîâèÿìè ñîãëàñîâàíèÿ

u(ai − 0)− u(ai + 0) = 0, u′(ai − 0)− u′(ai + 0) = 0,

(pu′′)(ai − 0)− (pu′′)(ai + 0) = 0, D3u(ai − 0)−D3u(ai + 0)− δiu(ai) = 0.
(3)

ãäå ÷åðåç D3u â (3) îáîçíà÷åíà òðåòüÿ êâàçèïðîèçâîäíàÿ (p(x)u′′)′ − q(x)u′.
Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è (1)�(3) ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå

óñëîâèÿ:

• p ∈ C2[Γ], inf
x∈Γ

p(x) > 0, q ∈ C1[Γ], q > 0 íà Γ, f ∈ C[Γ];

• α(·), ϑ(·), β(·) > 0, ϑ(·) + β(·) 6= 0;

• δi > 0 äëÿ âñåõ i = 1, n. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî 1 6 i 6 n ìû äîïóñêàåì ðàâåíñòâî
δi = +∞, ïîäðàçóìåâàÿ ïîä ýòèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïîñëåäíåãî èç óñëîâèé (3):

lim
δi→+∞

[D3u(ai − 0)

δi
− D3u(ai + 0)

δi
− u(ai)

]
= −u(ai) = 0.

Çàäà÷à (1)�(3) îïèñûâàåò ìàëûå äåôîðìàöèè öåïî÷êè æåñòêî ñî÷ëåíåííûõ ñòåðæíåé
ñ óïðóãèìè îïîðàìè (íàïðèìåð, ïðóæèíàìè) â ìåñòàõ ñî÷ëåíåíèÿ. Ïðè ýòîì ÷èñëà δi â
óñëîâèÿõ (3) çàäàþò êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè îïîð, à óñëîâèÿ (2) îõâàòûâàþò âñå èç-
âåñòíûå ñëó÷àè çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ñòåðæíåé.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ î çíàêîðåãóëÿðíûõ ñâîéñòâàõ ôóíê-
öèè Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3). Åñëè âî âñåõ óñëîâèÿõ (3) ïîëîæèòü δi = +∞, òî ìû
ïîïàäàåì íà ñëó÷àé èçó÷åííîé â ðàáîòå [15] çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ Ãðèíà îáëàäàåò
îñöèëëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ìíîãî÷ëåí ñïåöèàëüíîãî âèäà. Åñëè
æå âî âñåõ óñëîâèÿõ (3) δi = 0, òî âûïîëíåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå çíàêîðåãóëÿðíîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Ãðèíà [7], îçíà÷àþùåå åå îöèëëÿöèîííîñòü. Ïîýòîìó äëÿ íàñ
íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé êîãäà 0 < δi < +∞ äëÿ âñåõ i. Íèæå áóäóò
äàíû íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè è îñöèëëÿöèîííîñòè ôóíêöèè
Ãðèíà.

2 Íåâûðîæäåííîñòü è ñàìîñîïðÿæåííîñòü

êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3).

Òåîðåìà 1. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè
f(x) ∈ C[Γ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è (1)�(3). Óìíîæèì ôóíêöèþ
u(x) íà Lu(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Γ.∫

Γ

Lu · u dx =

∫
Γ

(pu′′)′′u− (qu′)′u dx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì∫
Γ

Lu · u dx =
[
uD3u− pu′′u′

]x=b

x=a
+

+
n∑
i=1

[
uD3u− pu′′u′

]x=ai−0

x=ai+0
+

∫
Γ

p(u′′)2 + q(u′)2 dx = 0.

(2.1)
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Ïðèâëåêàÿ óñëîâèÿ (2), (3), ïîëó÷èì

0 =

∫
Γ

Lu · u dx = u(b)D3u(b)− u(a)D3u(a) + p(a)u′′(a)u′(a)− p(b)u′′(b)u′(b)+

+
n∑
i=1

u(ai)
[
D3u(ai − 0)−D3u(ai + 0)

]
+

∫
Γ

p(u′′)2 + q(u′)2 dx =

= u(b)D3u(b)− u(a)D3u(a) + p(a)u′′(a)u′(a)− p(b)u′′(b)u′(b)+

+
n∑
i=1

δi[u(ai)]
2 +

∫
Γ

p(u′′)2 + q(u′)2 dx.

Â ñèëó ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (1) è óñëîâèé (2), (3), âñå ñëàãàåìûå ñïðà-
âà íåîòðèöàòåëüíû, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíû íóëþ. Áîëåå òîãî, èç óñëîâèÿ inf

x∈Γ
p(x) > 0

ñëåäóåò, ÷òî u′′ ≡ 0 íà Γ, ò. å. u(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà êàæäîì èíòåðâàëå (ai, ai+1),
i = 0, n, ðàâíàÿ íóëþ â òî÷êàõ a è b. Òîãäà èç óñëîâèé (3) äëÿ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäó-
åò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) íå ìîæåò èìåòü â âåðøèíàõ ai, i = 1, n íåòðèâèàëüíûé ýêñòðåìóì,
ñëåäîâàòåëüíî u(x) ≡ 0 íà Γ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x), w(x)� äâå ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè êëàññà C4[Γ], óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2), (3). Óìíîæèì ôóíêöèþ w(x) íà Lu(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî
Γ. ∫

Γ

Lu · w dx =

∫
Γ

(pu′′)′′w − (qu′)′w dx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, è, ïðèâëåêàÿ óñëîâèÿ (2), (3), èìååì∫
Γ

Lu · w dx =

∫
Γ

Lw · u dx+ w(b)D3u(b)− w(a)D3u(a)+

+p(a)u′′(a)w′(a)− p(b)u′′(b)w′(b) +
n∑
i=1

δiu(ai)w(ai)−

−
[
u(b)D3w(b)− u(a)D3w(a) + p(a)w′′(a)u′(a)− p(b)w′′(b)u′(b) +

n∑
i=1

δiu(ai)w(ai)
]
.

(2.2)

Åñëè â óñëîâèÿõ (2) α(a) = 0 èëè ϑ(a)β(a) = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé òî÷êå âíåèí-
òåãðàëüíûå ñëàãàåìûå â (2.2) ðàâíû íóëþ. Åñëè α(a) 6= 0 èëè ϑ(a)β(a) 6= 0, òî, èñïîëüçóÿ
(2a), ïîëó÷àåì

u(a)D3w(a)− w(a)D3u(a) = −α(a)D3u(a)D3w(a) + α(a)D3w(a)D3u(a) = 0,

p(ai)u
′′(a)w′(a)− p(a)w′′(a)u′(a) = p(a)

[w′(a)

β(a)
β(a)u′′(a)− w′′(a)u′(a)

]
=

= −p(a)u′(a)

β(a)
[ϑ(a)w′(a)− β(a)w′′(a)] = 0.
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Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ âíåèíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ òî÷êå b. Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

b∫
a

Lu · w dx =

b∫
a

Lw · u dx,

à çíà÷èò, çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé.

Çàìå÷àíèå 1. 2.1 Òåîðåìû 1 è 2 îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè åñëè ïðè íåêîòîðûõ 1 6 i 6 n
ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû δi = +∞.

3 Ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà

Èç òåîðåìû 1 ñðàçó âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3). Áîëåå
òîãî, îáùèå ñâîéñòâà ôóíêöèé Ãðèíà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàçðûâíûõ êðàåâûõ
çàäà÷ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 1 ([5]). Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (1)�(3) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) ôóíêöèÿ G(x, s) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïî x äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âïëîòü äî ãðàíèöû íà êàæäîì èç ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ [ai, ai+1]× [aj, aj+1] (i 6= j) è íà êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå äèàãîíàëüþ
x = s ðàçáèâàþòñÿ êâàäðàòû [ai, ai+1]× [ai, ai+1];

2) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s ∈ Γ, ôóíêöèÿ G(x, s) ïî x óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîä-
íîìó óðàâíåíèþ (1) íà Γ \ {s};

3) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s ∈ Γ, ôóíêöèÿ G(x, s) ïî x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
(2), (3);

4) ôóíêöèÿ G(x, s) íà äèàãîíàëè x = s ∈ Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè

âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ∂G(x,s)
∂x

, ∂2G(x,s)
∂x2

è óñëîâèþ ñêà÷êà òðåòüåé êâàçèïðîèç-
âîäíîé ïî x

D3G(s+ 0, s)−D3G(s− 0, s) = 1;

5) ôóíêöèÿ G(x, s) óñëîâèÿìè 1)�4) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Óòâåðæäåíèÿ 2) è 3) ëåììû 1 îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïðè êàæäîì s ∈ Γ.
×òî êàñàåòñÿ ñâîéñòâ ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è (1)-(3) ïðè s = ai, i = 0, n+ 1, òî îíè äàþòñÿ
â ñëåäóþùåé ëåììå î ïðåäåëüíûõ ñðåçêàõ. Íàïîìíèì [5, Ãë. 6], ÷òî ïðåäåëüíûìè ñðåçêàìè
ôóíêöèè Ãðèíà G(x, s) ìû íàçûâàåì åå ïðåäåëû ïðè s→ ai + 0 èëè s→ ai − 0, îñòàâëÿÿ
çà íèìè îáîçíà÷åíèÿ G(x, ai ± 0).

Ëåììà 2 ([5]). Ïóñòü G(x, s) � ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (1)�(3). Òîãäà åå ïðåäåëüíûå ñðåçêè
G(x, ai ± 0) ïðè íåêîòîðîì i, 1 6 i 6 n, óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà Γ;
2) îíè óäîâëåòâîðÿþò êðàåâûì óñëîâèÿì (2), (3) â òî÷êàõ aj, îòëè÷íûõ îò ai;
3) G(x, ai − 0) ≡ G(x, ai + 0) íà Γ;
4) ïðè δi < +∞ â òî÷êå ai ôóíêöèÿ G(x, ai) óäîâëåòâîðÿåò ïåðâûì òðåì èç óñëîâèé

(3), à òàêæå íåîäíîðîäíîìó óñëîâèþ

D3G(ai − 0, ai)−D3G(ai + 0, ai)− δiG(ai, ai) = −1

5) ïðè δi = +∞ ïðåäåëüíàÿ ñðåçêà G(x, ai) ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ.
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Ïóñòü G0(x, s) � ôóíêöèÿ Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) â ñëó÷àå êîãäà âñå êîýôôè-
öèåíòû δi â óñëîâèÿõ (3) ðàâíû íóëþ. Íå ñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè δi = 0, i = 1, n,
âûïîëíåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ çíàêîðåãóëÿðíîñòè ÿäðà G0(x, s), ñôîðìóëèðîâàííûå â
ðàáîòå [7]. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ a < x1 < x2 < . . . < xk < b è a < s1 < s2 < . . . < sk < b
àññîöèèðîâàííûå ÿäðà

G0

(
x1 x2 . . . xk
s1 s2 . . . sk

)
= det‖G0(xi, sj)‖kj,m=1.

ôóíêöèè G0(x, s) íåîòðèöàòåëüíû, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâ xi = si, i = 1, k ïîëîæèòåëüíû.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � íàéòè ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3),
äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà âñå ÷èñëà δi < +∞, ÷åðåç àññîöèèðîâàííûå ÿäðà ôóíêöèè G0(x, s). Äëÿ
ýòîãî áóäåì èñêàòü âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè G(x, s) â âèäå

G(x, s) = G0(x, s)−
n∑
i=1

G0(x, ai)ψi(s), (3.1)

ãäå ψi(s) �íåêîòîðûå ôóíêöèè.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1), 2) è 4) ëåììû 1. Ïîäáåðåì

ôóíêöèè ψi(s) òàê, ÷òîá G(x, s) óäîâëåòâîðÿëà è óñëîâèþ 3). Òîãäà èç ñâîéñòâà 5) òîé æå
ëåììû áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ôîðìóëà (3.1) äåéñòâèòåëüíî äàåò ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè
Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3).

Óñëîâèÿ (2) äëÿ ôóíêöèè G(·, s) ïðè s ∈ Γ âûïîëíåíû â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè G0(x, s).
Óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ u(x), u′(x) è (pu′′)(x) â òî÷êàõ ai âûïîëíåíû ïî òîé æå ïðè-
÷èíå. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñ òðåòüèìè êâàçèïðîèçâîäíûìè èç
(3). Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòü (3.1) â ýòè óñëîâèÿ, ïîëó÷èì

D3G0(aj − 0, s)−D3G0(aj + 0, s)− δjG0(aj, s)−

−
n∑
i=1

(
D3G0(aj − 0, ai)−D3G0(aj + 0, ai)− δjG0(aj, ai)

)
ψi(s) = 0, j = 1, n.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðåäåëüíûõ ñðåçîê ôóíêöèè G0(x, s) (ëåììà 2), ïîëó÷èì

n∑
i=1

(
δjG0(aj, ai) + δij

)
ψi(s) = δjG0(aj, s), j = 1, n, (3.2)

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (3.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ψi(s). Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìîòðèì îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè ψi(s):

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
δ1G0(a1, a1) + 1 δ1G0(a1, a2) . . . δ1G0(a1, an)
δ2G0(a2, a1) δ2G0(a2, a2) + 1 . . . δ2G0(a2, an)

. . . . . . . . . . . .
δnG0(an, a1) δnG0(an, a2) . . . δnG0(an, an) + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò èç òåîðèè îïðåäåëèòåëåé (ñì., íàïðèìåð, [3]), èìååò ìåñòî
ïðåäñòàâëåíèå:

∆ = 1 +
n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 ai2 . . . aik
ai1 ai2 . . . aik

)
. (3.3)
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Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî âñå àññîöèèðîâàííûå ÿäðà ôóíêöèè G0(x, s), âõîäÿùèå â (3.3),
ïîëîæèòåëüíû, à, çíà÷èò, ∆ > 0 è ñèñòåìà (3.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆s
j îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåìûé èç ∆ çàìåíîé j � òîãî ñòîëáöà íà

ñòîëáåö 
δ1G0(a1, s)

. . .
δjG0(aj, s) + 1

. . .
δnG0(an, s)

 ,

à ÷åðåçMjj � ìèíîð îïðåäåëèòåëÿ ∆, ïîëó÷àåìûé âû÷åðêèâàíèåì èç íåãî j �òîé ñòðîêè è
j �òîãî ñòîëáöà. Òîãäà, ñ ó÷åòîì (3.3), ôóíêöèè ψj(s) ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì

ψj(s) =
∆s
j −Mjj

∆
=

1

∆

[
1 +

n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)s
j

−

−1−
n−1∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n
j 6∈{i1,...,ik}

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)]
=

=
1

∆

[
n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)s
j

−

−
n−1∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n
j 6∈{i1,...,ik}

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)]
,

(3.4)

ãäå

G0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)s
j

= G0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)
,

åñëè íè îäèí èç íîìåðîâ i1, . . . , ik íå ðàâåí j, è

G0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)s
j

= G0

(
ai1 . . . aim−1 aj aim+1 . . . aik
ai1 . . . aim−1 s aim+1 . . . aik

)
, (3.5)

åñëè im = j ïðè 1 6 m 6 k.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.4) â ïðàâóþ ÷àñòü (3.1) è, èñïîëüçóÿ (3.3), ïîëó÷èì

G(x, s) =
1

∆

[
G0(x, s) +

n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)
G0(x, s)−

−
n∑
j=1

n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)s
j

G0(x, aj)+

+
n∑
j=1

n−1∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n
j 6∈{i1,...,ik}

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)
G0(x, aj)

]
=
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=
1

∆

[
G0(x, s) +

n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)
G0(x, s)−

−
n∑
j=1

n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n
j∈{i1,...,ik}

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)s
j

G0(x, aj)

]
=

=
1

∆

[
G0(x, s) +

n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δik

(
G0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)
G0(x, s)−

−
k∑
j=1

G0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)s
ij

G0(x, aj)

)]
.

Ìåíÿÿ â àññîöèèðîâàííûõ ÿäðàõ, ñòîÿùèõ ïîä çíàêîì ñóììû ïî j, ñòîëáöû ìåñòàìè, ñ
ó÷åòîì (3.5), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

G(x, s) =
1

∆

[
G0(x, s) +

n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n
j∈{i1,...,ik}

δi1δi2 . . . δik

(
G0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)
G0(x, s)−

−
k∑
j=1

(−1)k−jG0(x, aij)G0

(
ai1 . . . aij−1

aij . . . aik−1
aik

ai1 . . . aij−1
aij+1

. . . aik s

))]
=

=
1

∆

[
G0(x, s) +

n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 ai2 . . . aik x
ai1 ai2 . . . aik s

)]
. (3.6)

4 Ïðåäñòàâëåíèå àññîöèèðîâàííûõ ÿäåð

ôóíêöèè Ãðèíà

Íàøà äàëüíåéøàÿ öåëü èçó÷èòü çíàêîâûå ñâîéñòâà àññîöèèðîâàííûõ ÿäåð ôóíêöèè Ãðè-
íà çàäà÷è (1)�(3). È äëÿ íà÷àëà ìû âûâåäåì ôîðìóëû, âûðàæàþùèå àññîöèèðîâàííûå
ÿäðà ôóíêöèè Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ÷åðåç àññîöèèðîâàííûå ÿäðà ôóíêöèé Ãðèíà
"óïðîùåííûõ"çàäà÷.

Ïóñòü, ïî�ïðåæíåìó, G0(x, s) � ôóíêöèÿ Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) â ñëó÷àå êîãäà
âñå êîýôôèöèåíòû δj â óñëîâèÿõ (3) ðàâíû íóëþ. ×åðåç Gi(x, s) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ Ãðè-
íà çàäà÷è (1)�(3) äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà â óñëîâèÿõ (3) âñå êîýôôèöèåíòû δj, êðîìå íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî δi, ðàâíû íóëþ. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç Gi1...ik(x, s), 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n,
áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è (1)�(3) äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà â óñëîâèÿõ (3) êîýô-
ôèöèåíòû δi1 , . . . , δik îòëè÷íû îò íóëÿ, à âñå îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
k = n ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ G1...n(x, s) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Ãðèíà G(x, s) èñõîäíîé
çàäà÷è.

Òåîðåìà 3. Äëÿ àññîöèèðîâàííûõ ÿäåð ôóíêöèè Ãðèíà Gi(x, s) çàäà÷è (1)�(3) èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
=

1

∆i

[
G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+ δiG0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)]
, (4.1)

ãäå ∆i = 1 + δiG0(ai, ai), 1 6 i 6 n, k = 1, 2, 3, . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè k = 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç (3.6). Äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû äëÿ k > 2 áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî k. Ïóñòü k = 2. Èç ôîðìóëû (3.6) ñëåäóåò

Gi

(
x1 x2

s1 s2

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
G0

(
x1

s1

)
+ δiG0

(
ai x1

ai s1

)
G0

(
x1

s2

)
+ δiG0

(
ai x1

ai s2

)
G0

(
x2

s1

)
+ δiG0

(
ai x2

ai s1

)
G0

(
x2

s2

)
+ δiG0

(
ai x2

ai s2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

∆2
i

.

Ðàñêëàäûâàÿ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåì

Gi

(
x1 x2

s1 s2

)
=

1

∆2
i

[
G0

(
x1

s1

)
+ δiG0

(
ai x1

ai s1

)][
G0

(
x2

s2

)
+ δiG0

(
ai x2

ai s2

)]
−

− 1

∆2
i

[
G0

(
x1

s2

)
+ δiG0

(
ai x1

ai s2

)][
G0

(
x2

s1

)
+ δiG0

(
ai x2

ai s1

)]
.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ∆2
i è ðàñêðîåì ñêîáêè.

∆2
i ·Gi

(
x1 x2

s1 s2

)
= G0

(
x1

s1

)
G0

(
x2

s2

)
−G0

(
x1

s2

)
G0

(
x2

s1

)
+

+δiG0

(
x1

s1

)
G0

(
ai x2

ai s2

)
− δiG0

(
x1

s2

)
G0

(
ai x2

ai s1

)
+

+δiG0

(
x2

s2

)
G0

(
ai x1

ai s1

)
− δiG0

(
x2

s1

)
G0

(
ai x1

ai s2

)
+

+δ2
i

[
G0

(
ai x1

ai s1

)
G0

(
ai x2

ai s2

)
−G0

(
ai x1

ai s2

)
G0

(
ai x2

ai s1

)]
.

Ñâîðà÷èâàÿ ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ, è ðàñêðûâàÿ òðåòüå è ÷åòâåðòîå, ïîëó÷èì

G0

(
x1 x2

s1 s2

)
+ δiG0

(
ai
ai

)
G0

(
x1 x2

s1 s2

)
+

+δi

[
G0

(
ai
s2

)
G0

(
x1

s1

)
G0

(
x2

ai

)
+G0

(
ai
s1

)
G0

(
x1

s2

)
G0

(
x2

ai

)]
+

+δiG0

(
x2

s2

)
G0

(
ai x1

ai s1

)
− δiG0

(
x2

s1

)
G0

(
ai x1

ai s2

)
+

+δ2
i

[
G0

(
ai x1

ai s1

)
G0

(
ai x2

ai s2

)
−G0

(
ai x1

ai s2

)
G0

(
ai x2

ai s1

)]
.

Âî âòîðîé ñòðîêå âûíîñèì îáùèé ìíîæèòåëü è ñâîðà÷èâàåì, à ê ÷åòâåðòîé ñòðîêå ïðè-
ìåíÿåì äåòåðìèíàíòíîå òîæäåñòâî Ñèëüâåñòðà

G0

(
x1 x2

s1 s2

)[
1 + δiG0

(
ai
ai

)]
− δiG0

(
x2

ai

)
G0

(
ai x1

s2 ai

)
+

+δiG0

(
x2

s2

)
G0

(
ai x1

ai s1

)
− δiG0

(
x2

s1

)
G0

(
ai x1

ai s2

)
+

+δ2
iG0

(
ai
ai

)
G0

(
ai x1 x2

ai s1 s2

)
= G0

(
x1 x2

s1 s2

)
∆i + δiG0

(
x2

ai

)
G0

(
ai x1

ai s2

)
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+δiG0

(
x2

s2

)
G0

(
ai x1

ai s1

)
− δiG0

(
x2

s1

)
G0

(
ai x1

ai s2

)
+

+δ2
iG0

(
ai
ai

)
G0

(
ai x1 x2

ai s1 s2

)
= G0

(
x1 x2

s1 s2

)
∆i + δiG0

(
ai x1 x2

ai s1 s2

)
∆i.

Äåëÿ íà ∆2
i , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Gi

(
x1 x2

s1 s2

)
=

1

∆i

[
G0

(
x1 x2

s1 s2

)
δiG0

(
ai x1 x2

ai s1 s2

)]
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà (4.1) âåðíà äëÿ k−1 è ðàññìîòðèì àññîöèèðîâàííîå ÿäðî
k�ãî ïîðÿäêà.

Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
= det

∥∥∥∥ 1

∆i

(
G0

(
xm
sj

)
+ δiG0

(
ai xm
ai sj

))∥∥∥∥k
m,j=1

.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ÷åðåç G0

(
x \ xm
s \ sj

)
áóäåì îáîçíà÷àòü àññîöèèðîâàííîå ÿäðî, ñ÷è-

òàåìîå íà íàáîðàõ, ïîëó÷àåìûõ èç x1, . . . , xk è s1, . . . , sk, âû÷åðêèâàíèåì ýëåìåíòîâ xm è sj

ñîîòâåòñòâåííî. Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè

è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè:

Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
=

k∑
j=1

(−1)j+1

∆i

G0

(
x1

sj

)
G

(
x \ x1

s \ sj

)
+

+δi

k∑
j=1

(−1)j+1

∆i

G0

(
a1 x1

a1 sj

)
G

(
x \ x1

s \ sj

)
=

=
k∑
j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
x1

sj

)[
G0

(
x \ x1

s \ sj

)
+ δiG0

(
ai x \ x1

ai s \ sj

)]
+

+δi

k∑
j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
ai x1

ai sj

)[
G0

(
x \ x1

s \ sj

)
+ δiG0

(
ai x \ x1

ai s \ sj

)]
.

Ðàçäåëèì êàæäóþ ñóììó íà äâå. Òîãäà ïåðâóþ èç ïîëó÷àåìûõ ÷åòûðåõ ñóìì ìîæíî ñâåð-
íóòü, à âî âòîðîé ñóììå êàæäîå ñëàãàåìîå ðàçëîæèòü ïî ïåðâîé ñòðîêå è âûäåëèòü ïåðâûå
ñëàãàåìûå â îòäåëüíóþ ñóììó.

1

∆2
i

G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+ δiG0(a1, a1)

k∑
j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
x1

sj

)
G0

(
x \ x1

s \ sj

)
+

+δi

k∑
j=1

G0

(
x1

sj

)∑
m6=j

(−1)j+m

∆2
i

G0

(
ai
sm

)
G0

(
x \ x1

ai s \ sj, sm

)
+

+δi

k∑
j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
ai x1

ai sj

)
G0

(
x \ x1

s \ sj

)
+

+δ2
i

k∑
j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
ai x1

ai sj

)
G0

(
ai x \ x1

ai s \ sj

)
.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

k∑
j=1

(−1)j+1

∆2
i

G0

(
x1

sj

)
G0

(
x \ x1

s \ sj

)
= G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
è

k∑
j=1

G0

(
x1

sj

)∑
m 6=j

(−1)j+mG0

(
ai
sm

)
G0

(
x \ x1

ai s \ sj, sm

)
+

k∑
j=1

(−1)j+1G0

(
ai x1

ai sj

)
G0

(
x \ x1

s \ sj

)
= G0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)
,

èìååì äàëåå
1

∆i

G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+

δi
∆2
i

G0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)
+

+
δ2
i

∆2
i

G0

(
ai
ai

) k∑
j=1

(−1)j+1G0

(
x1

sj

)
G0

(
ai x \ x1

ai s \ sj

)
−

− δ2
i

∆2
i

k∑
j=1

(−1)j+1G0

(
x1

ai

)
G0

(
ai
sj

)
G0

(
ai x \ x1

ai s \ sj

)
.

Ñâîðà÷èâàÿ ïîñëåäíþþ ñóììó, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó:

Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
=

1

∆i

G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+

δi
∆2
i

G0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)
+

+
δ2
i

∆2
i

G0

(
ai
ai

)
G0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)
+
δ2
i

∆2
i

G0

(
x1

ai

)
G0

(
ai ai x2 . . . xk
ai s1 s2 . . . sk

)
.

Çäåñü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Gi

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
=

1

∆i

G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+

δi
∆i

G0

(
ai x1 . . . xk
ai s1 . . . sk

)
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äàëåå ìû óñòàíîâèì ôîðìóëó, âûðàæàþùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà G(x, s) ÷åðåç ôóíêöèè
Ãðèíà Gi1...ik(x, s), 1 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 n "óïðîùåííûõ"çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Gj(x, s). Èç ôîðìóëû (4.1) ñëåäóåò, ÷òî

Gj

(
x
s

)
=

1

∆j

G0

(
x
s

)
+

δj
∆j

G0

(
aj x
aj s

)
,

Gj

(
ai1 . . . aik x
ai1 . . . aik s

)
=

1

∆j

G0

(
ai1 . . . aik x
ai1 . . . aik s

)
+

δj
∆j

G0

(
ai1 . . . aik aj x
ai1 . . . aik aj s

)
,

(4.2)
ãäå ∆j = 1 + δjG0(aj, aj).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãðèíà G(x, s) èñõîäíîé çàäà÷è è âîñïîëüçóåìñÿ åå ïðåäñòàâëå-
íèåì (3.6) ÷åðåç ôóíêöèþ G0(x, s).

G(x, s) =
1

∆

[
G0(x, s) +

n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n

δi1δi2 . . . δikG0

(
ai1 ai2 . . . aik x
ai1 ai2 . . . aik s

)]
.
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Ðàñêðîåì ñóììó ïî k. Òîãäà, óìíîæàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ∆, à çàòåì,
ïåðåãðóïïèðîâûâàÿ ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

G0

(
x
s

)
+
∑

16i16n

δi1G0

(
ai1 x
ai1 s

)
+

∑
16i1<i26n

δi1δi2G0

(
ai1 ai2 x
ai1 ai2 s

)
+ . . .

+
∑

16i1<...<in−16n

δi1 . . . δin−1G0

(
ai1 . . . ain−1 x
ai1 . . . ain−1 s

)
+ δ1 . . . δnG0

(
a1 . . . an x
a1 . . . an s

)
=

=

[
G0

(
x
s

)
+ δ1G0

(
a1 x
a1 s

)]
+
∑

26i16n

δi1

[
G0

(
ai1 x
ai1 s

)
+ δ1G0

(
ai1 a1 x
ai1 a1 s

)]
+

+
∑

26i1<i26n

δi1δi2

[
G0

(
ai1 ai2 x
ai1 ai2 s

)
+ δ1G0

(
ai1 ai2 a1 x
ai1 ai2 a1 s

)]
+ . . .

∑
26i1<...<in−26n

δi1 . . . δin−2

[
G0

(
ai1 . . . ain−2 x
ai1 . . . ain−2 s

)
+ δ1G0

(
ai1 . . . ain−2 a1 x
ai1 . . . ain−2 a1 s

)]
+

+δ2 . . . δn

[
G0

(
a2 . . . an x
a2 . . . an s

)
+ δ1G0

(
a2 . . . an a1 x
a2 . . . an a1 s

)]
.

Èñïîëüçóÿ (4.2), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

G(x, s) =
∆1

∆

[
G1

(
x
s

)
+
∑

26i16n

δi1G1

(
ai1 x
ai1 s

)
+

+
∑

26i1<i26n

δi1δi2G1

(
ai1 ai2 x
ai1 ai2 s

)
+ . . .+

∑
26i1<...<in−26n

δi1 . . . δin−2G1

(
ai1 . . . ain−2 x
ai1 . . . ain−2 s

)
+ δ2 . . . δnG1

(
a2 . . . an x
a2 . . . an s

)]
.

Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ âûêëàäîê, íî óæå ñ ôóíêöèåé G1(x, s), ïîëó÷èì

G(x, s) =
∆1∆12

∆

[
G12

(
x
s

)
+
∑

36i16n

δi1G12

(
ai1 x
ai1 s

)
+

+
∑

36i1<i26n

δi1δi2G12

(
ai1 ai2 x
ai1 ai2 s

)
+ . . .+

∑
36i1<...<in−36n

δi1 . . . δin−3G12

(
ai1 . . . ain−3 x
ai1 . . . ain−3 s

)
+ δ3 . . . δnG12

(
a3 . . . an x
a3 . . . an s

)]
,

ãäå ∆12 = 1 + δ2G1(a2, a2). Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ, â èòîãå ïîëó÷èì ôîðìóëó

G(x, s) =
∆1∆12∆23 . . .∆n−2,n−1

∆

[
G1...n−1

(
x
s

)
+ δnG1...n−1

(
ain x
ain s

)]
, (4.3)

â êîòîðîé ∆j,j+1 = 1 + δj+1G1...j(aj+1, aj+1), 1 6 j 6 n− 2.
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Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà èíäåêñîâ 1 6 j1 . . . jm 6 n, m < n, èìååò ìåñòî ôîðìóëà

G(x, s) = C

[
Gj1...jm(x, s) +

n−m∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n
il 6∈{j1,...,jm}

δi1δi2 . . . δikGj1...jm

(
ai1 ai2 . . . aik x
ai1 ai2 . . . aik s

)]
,

(4.4)
ãäå C �ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ôîðìóëà (4.4) ïîçâîëÿåò ôàêòîðèçîâàòü ôîðìóëó (3.6). Ñíà÷àëà, ïðè ïîìîùè ôóíê-
öèè G0(x, s) ìû ìîæåì ïîñòðîèòü, íàïðèìåð, ôóíêöèþ G1(x, s) (èëè ëþáóþ èç ôóíêöèé
Gj(x, s), 1 6 j 6 n). Çàòåì, ñ ïîìîùüþ óæå ïîñòðîåííîé ôóíêöèè G1(x, s), ñòðîèì ôóíê-
öèþ G12(x, s) (èëè ëþáóþ èç ôóíêöèé G1j(x, s), 1 6 j 6 n) è òàê äàëåå. Íà ïîñëåäíåì
øàãå ìû îêîí÷àòåëüíî ïðèìåíÿåì ôîðìóëó (4.3). Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, âìåñòå ñ ôîðìóëîé
(4.1) ïîçâîëÿåò ôàêòîðèçîâàòü ôîðìóëó äëÿ àññîöèèðîâàííûõ ÿäåð ôóíêöèè G(x, s):

Gj1...jm

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
= Cm

[
Gj1...jm−1

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+

+δjmGj1...jm−1

(
ajm x1 . . . xk
ajm s1 . . . sk

)]
,

(4.5)

â êîòîðîé Cm � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

5 Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåì 1 è 2 ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ñóùåñòâóåò è óäîâëåòâîðÿåò íà
[a, b]× [a, b] ñâîéñòâó ñèììåòðè÷íîñòè G(x, s) = G(s, x).

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (3.6) è ëåììó 3 ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 6. Ïóñòü 0 < δi < +∞ ïðè âñåõ 1 6 i 6 n. Òîãäà ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, s)
çàäà÷è (1)�(3) ïîëîæèòåëüíà íà ïîëóçàìêíóòûõ äèàãîíàëüíûõ êâàäðàòàõ (a, a1]×(a, a1],
[an, b) × [an, b) è íà âñåõ çàìêíóòûõ äèàãîíàëüíûõ êâàäðàòàõ [ai, ai+1] × [ai, ai+1], i =
1, n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç çíàêîðåãóëÿðíîñòè ÿäðà G0(x, s) ñëåäóåò åãî ñòðîãàÿ ïîëîæèòåëü-
íîñòü íà (a, b) × (a, b), à èç ëåììû 3 ñëåäóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü âñåõ àññîöèèðîâàííûõ
ÿäåð â ïðåäñòàâëåíèÿõ (3.3) è (3.6). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìàòðèâàÿ ÿäðî

G0

(
ai1 ai2 . . . aik x
ai1 ai2 . . . aik s

)
,

ïðè íåêîòîðîì m, 1 6 m 6 k áóäåì èìåòü aim 6 x, s 6 aim+1 . Òîãäà

G0

(
ai1 ai2 . . . aik x
ai1 ai2 . . . aik s

)
= G0

(
ai1 . . . aim x aim+1 . . . aik
ai1 . . . aim s aim+1 . . . aik

)
,

òàê êàê îïðåäåëèòåëü ñïðàâà ïîëó÷àåòñÿ k−m+1 � êðàòíîé ïåðåñòàíîâêîé ìåñòàìè ñòðîê
è k −m+ 1 � êðàòíîé ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëÿ, ñòîÿùåãî ñëåâà.
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Åñëè x èëè s ñîâïàäàþò ñ îäíîé èç òî÷åê aim , aim+1 , òî ðàññìàòðèâàåìîå àññîöèèðîâàí-
íîå ÿäðî ðàâíî íóëþ. Åñëè æå x, s ∈ (aim , aim+1), òî ýòî ÿäðî ïîëîæèòåëüíî íà îñíîâàíèè
ëåììû 3 ðåçóëüòàòà èç ìîíîãðàôèè [2], ñîãëàñíî êîòîðîìó, äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè îïðåäå-

ëèòåëÿ G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî áû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü

íåðàâåíòâà xi < si+2 è si < xi+2 äëÿ âñåõ i = 1, k − 2.
Òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç (3.3) è

(3.6).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü 0 < δ1 < +∞ è δi = 0 ïðè âñåõ 2 6 i 6 n. Òîãäà ôóíêöèÿ Ãðè-
íà G1(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ïîëîæèòåëüíà íà ïîëóçàìêíóòûõ äèàãîíàëüíûõ êâàäðàòàõ
(a, a1]× (a, a1], [a1, b)× [a1, b).

Ëåììà 4. Ïóñòü G(x, s) � ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (1)�(3). Åñëè δi < +∞ ïðè âñåõ 1 6
i 6 n, òî äëÿ ëþáîãî s ∈ (a, b) ñðåçêà gs(·) = G(·, s) íå èìååò íà (a, b) êðàòíûõ íóëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü x0 ∈ (a, b] � êðàòíûé íóëü ôóíêöèè
gs(x). Èç òåîðåìû 6 ñëåäóåò x0 6= s. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, x0 < s è ai 6 x0 6 ai+1

ïðè íåêîòîðîì i. Òîãäà íà îòðåçêå [a, x0] ôóíêöèÿ gs(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2a) è óñëîâèÿì (3) â òî÷êàõ aj, j = 1, i, à â
òî÷êå x0 � óñëîâèÿì gs(x0) = g′s(x0) = 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, òàêàÿ çàäà÷à íåâûðîæäåíà,
ïîýòîìó gs(x) ≡ 0 íà [a, x0]. Òîãäà èç òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè Êîøè ñíà÷àëà ëåãêî ñëåäóåò
òîæäåñòâî gs(x) ≡ 0 íà [a, ai+1], à çàòåì èç òîé æå òåîðåìû Êîøè è óñëîâèé (3) óæå ëåãêî
ïîëó÷èòü òîæäåñòâî gs(x) ≡ 0 íà [ai+1, s], ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 6.

Ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4, ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïðè íåêîòîðûõ 1 6 i1 < . . . < ik 6 n â óñëîâèÿõ (3) ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå êîýôôèöèåíòû δij = +∞ (j = 1, k), òî äëÿ êàæäîãî s ∈ (a, b) \ {ai1 , . . . , aik} ñðåçêà
gs(·) = G(·, s) íå èìååò íà (a, b) êðàòíûõ íóëåé.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè íåêîòîðîì 1 6 i 6 n â óñëîâèè (3) ñîîòâåòñòâóþùèé êîýô-
ôèöèåíò δi = +∞, òî äëÿ êàæäîãî s ∈ Γ ñðåçêà gs(·) = G(·, s) ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç òî÷êó ai.

Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷ó (1)-(3) ñ n òî÷êàìè ai
ìîæíî ôàêòîðèçîâàòü è ñâåñòè ê n ïîñëåäîâàòåëüíûì çàäà÷àì òèïà (1)�(3) ó êîòîðûõ
âñå êîýôôèöèåíòû δi êðîìå îäíîãî ðàâíû íóëþ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ñâîéñòâà ôóíê-
öèè Ãðèíà G(x, s) îáùåé çàäà÷è (1)�(3) ñî ñâîéñòâàìè ôóíêöèé Ãðèíà Gi(x, s) "óïðîùåí-
íûõ"çàäà÷. Ïîýòîìó ñíà÷àëà ìû óñòàíîâèì óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè G1(x, s).
Â íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé îäíî-
ðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (1) ñ íåïðåðûâíûìè íà îòðåçêå [ξ, η] êîýô-
ôèöèåíòàìè. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ýòè ñâîéñòâà, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.

Èíòåðâàë (ξ, η) íàçûâàåòñÿ ïðîìåæóòêîì çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè, åñëè íà ýòîì
èíòåðâàëå ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò çíàê è íå òîæäåñòâåííà íóëþ.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) ∈ C[ξ, η], èìåþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé, èìååò k ïåðåìåí
çíàêà è ïèøóò S(u) = k, åñëè [ξ, η] ìîæåò áûòü ðàçáèò íà k + 1 ïðîìåæóòîê çíàêîïîñòî-
ÿíñòâà ôóíêöèè òàê, ÷òî íà ñîñåäíèõ ïðîìåæóòêàõ u(x) èìååò ðàçíûé çíàê. Äëÿ u(x) ≡ 0
îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ S(u) = −1.
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×åðåç S(x1, x2, . . . , xm) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà â íàáîðå íåíóëåâûõ ÷è-
ñåë x1, x2, . . . , xm. Ïóñòü u ∈ C[ξ, η] è èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé íà [ξ, η]. ×åðåç σu(x±0)
îáîçíà÷èì çíàê u(x) ñïðàâà (ñëåâà) îò òî÷êè x.

Ïóñòü ui(x) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) òàêàÿ, ÷òî ui(ξ) =
δij, i, j = 1, 4, à Wi(x) � âðîíñêèàíû ñèñòåìû ui(x). Ïîëîæèì 1 = W0(x) è ïðåäñòàâèì
äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà (1) íà [ξ, η] â ôàêòîðèçîâàííîì âèäå Ôðîáåíèóñà�Ïîéà
[[23]]:

Lu ≡ W4(x)

W3(x)

d

dx

W 2
3 (x)

W2(x)W4(x)

d

dx

W 2
2 (x)

W1(x)W3(x)

d

dx

W 2
1 (x)

W0(x)W2(x)

d

dx

u

W1(x)
.

Âîçìîæíîñòü òàêîé ôàêòîðèçàöèè, îáîñíîâûâàåòñÿ íåîñöèëëÿöèåé äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà L è èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì Ïîéà [6, 23].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

D0u =
u

W1(x)
, D1u =

W 2
1 (x)

W0(x)W2(x)

d

dx

u

W1(x)
,

D2u =
W 2

2 (x)

W1(x)W3(x)

d

dx

W 2
1 (x)

W0(x)W2(x)

d

dx

u

W1(x)
, k = 1, 4.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå ôóíêöèé ui(x), âñå âðîíñêèàíû Wi(x) ðàâíû â òî÷êå ξ
åäèíèöå è

D0u(ξ) = u(ξ), D1u(ξ) = u′(ξ), D2u(ξ) = u′′(ξ).

Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ (1) íà îòðåçêå [ξ, η] ðåçóëüòàò
ðàáîòû [7], êîòîðûé ìû ñôîðìóëèðóåì â ñëåäóþùåì âèäå:

Ëåììà 5 ([7]). Ïóñòü u(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà [ξ, η] óäîâëåòâîðÿ-
þùåå óñëîâèþ S(σu(ξ + 0),−σu′(ξ + 0), σu′′(ξ + 0),−σD3u(ξ + 0)) > 2. Òîãäà S(u) 6 1.

Òåîðåìà 7. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ Ãðèíà G1(x, s) çàäà÷è (1)�(3) áûëà ïîëîæèòåëüíà
íà (a, b)× (a, b) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

σG1(b− 0, a+ 0) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü σG1(b − 0, a + 0) > 0. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå σG1(x, a + 0) > 0
ïðè âñåõ x ∈ (a, b). Èç ñëåäñòâèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî G1(x, s) > 0 ïðè ëþáûõ x, s ∈ (a, a1], à èç
óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè σG(x0, a + 0) < 0 ïðè íåêîòîðîì x0 ∈ (a1, b), òî ïðè s
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê a ñðåçêà gs(·) = G(·, s) èìååò íà îòðåçêå (a1, b) äâà ðàçëè÷íûõ íóëÿ,
ò.å. S(ga+0) > 1. Íî èç íåðàâåíñòâà σG1(b− 0, a+ 0) > 0 è èç óñëîâèé (2b) ñëåäóåò ñîîòíî-
øåíèå S(σga+0(b + 0),−σg′a+0(b + 0), σg′′a+0(b + 0),−σD3ga+0(b + 0)) > 2, äàþùåå, ñîãëàñíî
ëåììå 5, S(ga+0) > 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî σG1(x, a + 0) > 0 ïðè
âñåõ x ∈ (a, b).

Òåïåðü èç ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè G1(x, s) ñëåäóåò, ÷òî σG1(a + 0, s) > 0 ïðè âñåõ
s ∈ (a, b), à èç ñëåäñòâèÿ 1 ñëåäóåò σG1(s− 0, s) > 0 ïðè òåõ æå s.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òåîðåìà íå âåðíà. Òîãäà èç ëåììû 4 ñëåäóåò ñóùåñòâîâà-
íèå òî÷êè (x0, s0) ∈ (a, b) × (a, b) â êîòîðîé ôóíêöèÿ G1(x, s) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå
çíà÷åíèå. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè Ãðèíà è ñëåäñòâèÿ 1, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî a1 < x0 < s0 < b è G(x0, s0) = G(s0, x0) < 0. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Ãðèíà
íà òðåóãîëüíèêå a < x < s < b è íåðàâåíñòâ σG1(a + 0, s) > 0, σG1(s − 0, s) > 0 ïðè
s ∈ (a, b) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè (ξ, η) èç òðåóãîëüíèêà a < x < s < b òàêîé, ÷òî
G(ξ, η) = ∂G

∂x
(ξ, η) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ ëåììû 4.
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Òåîðåìà 8. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G1(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ïîëîæèòåëüíà íà (a, b)× (a, b) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà δ1 ∈ Σ1 = [0, δ], ãäå

δ−1 = lim
(x,s)→(b−0,a+0)

G0

(
a1 x
s a1

)
G0(x, s)

. (5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (4.1) ïðè k = 1 è ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè G0(x, s) íà
(a, b)× (a, b) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà G1(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ïîëîæèòåëüíà íà (a, b)×
(a, b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ (x, s) ∈ (a, b)×(a, b) äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå

(b, a) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî G(x,s)
G0(x,s)

> 0. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (4.1) äëÿ ôóíêöèè

G1(x, s), ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè (x, s)→ (b−0, a+ 0). Òîãäà, ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå
ïðåäåëà â (4.1), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, çàäàþùåå ìíîæåñòâî Σ1:

1− δ1 lim
x→b−0
s→a+0

G0

(
a1 x
s a1

)
G0(x, s)

> 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåë â (5.1) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì
ðàáîòû [13](ñì. òàêæå [14]), ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðè τ → +0 è σ → +0 èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà

G(x, a+ τ) = ϕa(x)
τ θa

θa!
+ o(τ θa), x ∈ (a+ τ, b),

G(x, b− σ) = ϕb(x)
σθb

θb!
+ o(σθb), s ∈ (a, b− σ),

G(b− σ, a+ τ) = ϕ
(θa)
b (a)

τ θaσθb

θa!θb!
+ o(σθbτ θa).

(5.2)

Â ôîðìóëàõ (5.2) ñ÷èòàåì, ÷òî

θ(·) =


0, α(·) 6= 0;

1, α(·) = 0, β(·) 6= 0;

2, α(·) = β(·) = 0;

à ôóíêöèè ϕa(x) è ϕb(x) âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé θa è θb èç ôóíäàìåíòàëü-
íîé ñèñòåìû ðåøåíèé vj(x), j = 1, 4, óðàâíåíèÿ (1) íà èíòåðâàëå (a, b), óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèÿì li(vj) = δij, ãäå li(·) �ôóíêöèîíàëû îïðåäåëÿþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2).

Èìååì

lim
x→b−0
s→a+0

G0

(
a1 x
s a1

)
G0(x, s)

= lim
x1→b−0
s1→a+0

G0(a1, s)G0(x, a1)

G0(x, s)
−G0(a1, a1).

Ñîãëàñíî (5.2)

lim
τ→+0
σ→+0

G0(a1, a+ σ)G0(b− τ, a1)

G0(b− τ, a+ σ)
−G0(a1, a1) =

= lim
τ→+0
σ→+0

ϕa(a1)σθaϕb(a1)τ θb

θa!ϕb(s)τ θb
−G0(a1, a1).
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Ðàñêëàäûâàÿ ϕb(s) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

δ−1 =
ϕa(a1)ϕb(a1)

ϕ
(θa)
b (a)

−G0(a1, a1) =: �(a1).

Ïðè ýòîì ϕ
(θa)
b (a) 6= 0, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ ϕb(x) îêàæåòñÿ ðåøåíèåì

íåâûðîæäåííîé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è, ò. å. ϕb(x) ≡ 0.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Lu ≡ uIV íà Γ = (0, 3.5) \ {1} (n = 1, a1 = 1 ) ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè u(0) = u′(0) = 0, u(3.5) = u′(3.5) = 0 è óñëîâèÿìè (3) â òî÷êå a1 = 1.
Â ýòîì ñëó÷å ïîëó÷àåì, ÷òî Σ1 = [0, δ], ãäå δ ≈ 16.464. Ò. å. ïðè 0 6 δ1 6 δ ôóíêöèÿ Ãðèíà
ïîëîæèòåëüíà íà âñåì êâàäðàòå 0 < x, s < 3.5, à ïðè δ1 > δ ôóíêöèÿ Ãðèíà ïîëîæèòåëüíà
íà äèàãîíàëüíûõ êâàäðàòàõ è ìåíÿåò çíàê íà ïðÿìîóãîëüíèêàõ 0 < x < 1, 1 < s < 3.5 è
0 < s < 1, 1 < x < 3.5. Ïðè δ1 → +∞ êðèâàÿ N, ðàçäåëÿþùàÿ îáëàñòè ïîëîæèòåëüíîñòè
è îòðèöàòåëüíîñòè ôóíêöèè Ãðèíà â íèæíåì ïðÿìîóãîëüíèêå 1 6 x 6 3.5, 0 6 s 6 1,
íà÷èíàåò ñòðåìèòüñÿ ê ñòîðîíàì x = 1 è s = 1 ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, ñîõðàíÿÿ ñòðîãóþ
ìîíîòîííîñòü êàê ïî x, òàê è ïî s, à â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå δ = +∞ êðèâàÿ N ñîâïàäàåò ñ
ýòèìè ñòîðîíàìè. Ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè âåäåò ñåáÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà è â
ïðÿìîóãîëüíèêå 0 6 x 6 1, 1 6 s 6 3.5.

6 Óñëîâèÿ îñöèëëÿöèîííîñòè ôóíêöèè Ãðèíà

Â äàííîì ïóíêòå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ïîëîæè-
òåëüíà, òî îíà îáëàäàåò îñöèëëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ ýòîãî íàì áóäåò íåîáõîäèìî
ïðîàíàëèçèðîâàòü çíàêè àññîöèèðîâàííûõ ÿäåð ôóíêöèè G(x, s), êîòîðûå âûðàæàþòñÿ
÷åðåç àññîöèèðîâàííûå ÿäðà ôóíêöèé Ãðèíà "óïðîùåííûõ"çàäà÷ ïî ôîðìóëå (4.5). À ïî-
ñêîëüêó ñàìîé "ïðîñòîé"èç íèõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êîãäà âñå δi = 0, òî ìû ñíà÷àëà èçó÷èì
íåêîòîðûå ñâîéñòâà àññîöèèðîâàííûõ ÿäåð

G0

(
x1 x2 . . . xk
s1 s2 . . . sk

)
= det‖G0(xi, sj)‖ki,j=1.

ôóíêöèè Ãðèíà G0(x, s). Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå ôóíêöèÿ G0(x, s) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëÿ-
öèîííûì ÿäðîì, ñëåäîâàòåëüíî, âñå åå àññîöèèðîâàííûå ÿäðà, ñîîòâåòñòâóþùèå óïîðÿäî-
÷åííûì íàáîðàì ïåðåìåííûõ x è s, íåîòðèöàòåëüíû.

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Ωk :=

{(
x1 x2 . . . xk
s1 s2 . . . sk

)
:
a < x1 < x2 < . . . < xk < b; xi < si+2,
a < s1 < s2 < . . . < sk < b; si < xi+2,

i = 1, k − 2

}
.

Èç ðåçóëüòàòîâ ìîíîãðàôèè [2] ñëåäóåò(
x1 x2 . . . xk
s1 s2 . . . sk

)
∈ Ωk ⇐⇒ G0

(
x1 x2 . . . xk
s1 s2 . . . sk

)
> 0.

Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî íàáîðà 1 6 i1 < i2 < . . . < im 6 k, m 6 k, ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ(
x1 x2 . . . xk
s1 s2 . . . sk

)
∈ Ωk =⇒

(
xi1 xi2 . . . xim
si1 si2 . . . sim

)
∈ Ωm
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Ïóñòü a1 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (a, b). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωk(a1; i) ìíîæå-

ñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ

(
x1 x2 . . . xk
s1 s2 . . . sk

)
∈ Ωk, äëÿ êîòîðûõ(

x1 . . . xi−1 a1 xi xi+1 . . . xk
s1 . . . si−1 si a1 si+1 . . . sk

)
∈ Ωk+1

Ëåììà 6. Îòíîøåíèå

(−1)i−j+1

G0

(
x1 . . . xj−1 xj xj+2 . . . xk
s1 . . . sj−1 a1 sj+2 . . . sk

)
G0

(
x1 . . . xj−1 xj xj+2 . . . xk
s1 . . . sj−1 sj sj+2 . . . sk

)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ìíîæåñòâå Ωk(a1; i) ïî ïåðåìåííîé xj ïðè j > i è ìîíîòîííî
óáûâàåò ïðè j 6 i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé j > i.

Ïóñòü

(
x1 . . . xj−1 x′j xj+1 . . . xk
s1 . . . sj−1 sj sj+1 . . . sk

)
è

(
x1 . . . xj−1 x′′j xj+1 . . . xk
s1 . . . sj−1 sj sj+1 . . . sk

)
äâà

ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòà èç Ωk(a1; i), ïðè÷åì x′j < x′′j . Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà
Ωk(a1; i)

G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . . xj−1 x′j x′′j xj+1 . . .
. . . si−1 a1 si . . . sj−2 sj−1 sj sj+1 . . .

)
> 0.

Ïåðåñòàâëÿÿ ñòîëáöû ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ìåñòàìè, ïîëó÷èì

G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . . xj−1 x′j x′′j xj+1 . . .
. . . si−1 a1 si . . . sj−2 sj−1 sj sj+1 . . .

)
=

(−1)i−j+1G0

(
. . . xj−1 x′j x′′j xj+1 . . .
. . . sj−1 sj a1 sj+1 . . .

)
.

Ïðèìåíèì ê ïîñëåäíåìó îïðåäåëèòåëþ äåòåðìèíàíòíîå òîæäåñòâî Ñèëüâåñòðà [1].

(−1)i−j+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
G

(
. . . xj−1 x′j xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
G

(
. . . xj−1 x′j xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
G

(
. . . xj−1 x′′j xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
G

(
. . . xj−1 x′′j xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

G

(
. . . xj−1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj+1 . . .

) .

Â îïðåäåëèòåëå âòîðîãî ïîðÿäêà âûíåñåì çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà.
Èìååì

(−1)i−j+1

G0

(
. . . xj−1 x′j xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 x′′j xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj+1 . . .

) ×

×

G0

(
. . . xj−1 x′′j xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 x′′j xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

) − G0

(
. . . xj−1 x′j xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 x′j xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
 ,
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Âñå òðè îïðåäåëèòåëÿ, ñòîÿùèå ïåðåä ñêîáêîé, ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

(−1)i−j+1

G0

(
. . . xj−1 x′′j xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 x′′j xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

) − G0

(
. . . xj−1 x′j xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 x′j xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
 > 0,

äàþùåå âìåñòå ñ x′j < x′′j , óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ j > i.

Ïóñòü òåïåðü j 6 i. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ

(
x1 . . . xj−1 x′j xj+1 . . . xk
s1 . . . sj−1 sj sj+1 . . . sk

)
è(

x1 . . . xj−1 x′′j xj+1 . . . xk
s1 . . . sj−1 sj sj+1 . . . sk

)
èç Ωk(a1; i) (x′j < x′′j ) ìû ðàññìàòðèâàåì îïðåäåëè-

òåëü

G0

(
. . . xj−1 x′j x′′j xj+1 . . . xi−1 xi xi+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 sj+2 . . . si a1 si+1 . . .

)
> 0.

Ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ñòîëáöû, ïðèâîäèì åãî ê âèäó

(−1)i−jG0

(
. . . xj−1 x′j x′′j xj+1 . . . xi−1 xi . . .
. . . sj−1 sj a1 sj+1 . . . si−1 xi . . .

)
,

à äàëåå ïîâòîðÿåì òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ G0(x, s) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðè÷íîñòè , òî, ìåíÿÿ ñòðîêè
è ñòîëáöû ìåñòàìè è ïåðåîáîçíà÷àÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ëåììà 7. Îòíîøåíèå

(−1)i−j+1

G0

(
x1 . . . xj−1 a1 xj+2 . . . xk
s1 . . . sj−1 sj sj+2 . . . sk

)
G0

(
x1 . . . xj−1 xj xj+2 . . . xk
s1 . . . sj−1 sj sj+2 . . . sk

)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ìíîæåñòâå Ωk(a1; i) ïî ïåðåìåííîé sj ïðè j > i è ìîíîòîííî
óáûâàåò ïðè j 6 i.

Òåîðåìà 9. Îòíîøåíèå

�ki =

G0

(
. . . xi−1 a1 xi xi+1 . . . xk
. . . si−1 si a1 si+1 . . . sk

)
G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . . xk
. . . si−1 si si+1 . . . sk

)
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ìíîæåñòâå Ωk(a1; i) ïî ïåðåìåííûì xi, xi+1, . . . , xk è
si+1, . . . , sk è ìîíîòîííî óáûâàåò ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xi−1 è s1, . . . , si.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî �ki ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ìíîæåñòâå Ωk(a1; i) ïî ïå-
ðåìåííîé xj ïðè j > i è ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè j < i.

Ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ñòðîêè è ñòîëáöû â ÷èñëèòåëå �ki , èìååì

�ki =

G0

(
. . . xi−1 a1 xi xi+1 . . .
. . . si−1 si a1 si+1 . . .

)
G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . .
. . . si−1 si si+1 . . .

) =

G0

(
. . . xj−1 a1 xj xj+1 . . .
. . . sj−1 sj a1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 xj xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

) .
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Ïðèìåíÿÿ äåòåðìèíàíòíîå òîæäåñòâî Ñèëüâåñòðà, ïîëó÷èì

�ki =

∣∣∣∣∣∣∣∣
G0

(
. . . xj−1 a1 xj . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 a1 xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 xj xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 xj xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

G0

(
. . . xj−1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 xj xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

) .
(6.1)

Âûíîñèì ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà è ïîñëå ñîêðàùåíèÿ
ïîëó÷àåì

�ki =

G0

(
. . . xj−1 a1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj+1 . . .

) ×

×

G0

(
. . . xj−1 xj xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 xj xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

) − G0

(
. . . xj−1 a1 xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 a1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
 .

(6.2)

Åñëè i = j, òî îïðåäåëèòåëè

G0

(
. . . xj−1 a1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
, G0

(
. . . xj−1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj+1 . . .

)

ïîëîæèòåëüíû. Ïðè ýòîì îíè è íå çàâèñÿò îò xj. Äðîáü

G0

 . . . xj−2 a1 xj+1 . . .
. . . sj−2 a1 sj+1 . . .


G0

 . . . xj−1 a1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .


òàêæå îò xj íå çàâèñèò. Ïîýòîìó, â ñèëó ëåììû 6, âûðàæåíèå �ki ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî
ïåðåìåííîé xj.

Åñëè æå i 6= j, òî, ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ

G0

(
. . . xj−1 a1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
, ñòîÿùåãî â ÷èñëèòåëå äðîáè, ïåðåä ñêîáêîé ñ ðàçíî-

ñòüþ â (6.2), ïîëó÷àåì

�ki =

(−1)i−j+1G0

(
. . . xi−1 a1 xi+1 . . .
. . . si−1 si si+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj+1 . . .

) ×

×

G0

(
. . . xj−1 xj xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 xj xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

) − G0

(
. . . xj−1 a1 xj+1 . . .
. . . sj−1 a1 sj+1 . . .

)
G0

(
. . . xj−1 a1 xj+1 . . .
. . . sj−1 sj sj+1 . . .

)
 .

È òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ xj ïðè i 6= j òàêæå ñëåäóåò èç
ëåììû 6.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîíîòîííîñòè ïî ïåðåìåííûì sj ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî, ñ òîé ëèøü
ðàçíèöåé, ÷òî â (6.1) íóæíî âûíåñòè çà çíàê îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ýëåìåíòû
âòîðîé ñòðîêè è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 7.
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Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è ëþáîãî i 6 k

sup
Ωk(a1;i)

�ki = lim
B

G0

(
. . . xi−1 a1 xi xi+1 . . .
. . . si−1 si a1 si+1 . . .

)
G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . .
. . . si−1 si si+1 . . .

) ,

ãäå áàçà B îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé

x1 → a+ 0, . . . , xi−1 → a+ 0, xi → b− 0, . . . , xk → b− 0,

s1 → a+ 0, . . . , si → a+ 0, si+1 → b− 0, . . . , sk → b− 0,(
x1 x2 . . . xk
s1 s2 . . . sk

)
∈ Ωk(a1; i).

Åñëè ÷åðåç Ω∗k(a1; i) îáîçíà÷èòü ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ Ωk, äëÿ êîòîðûõ(
x1 . . . xi−1 xi a1 xi+1 . . . xk
s1 . . . si−1 a1 si si+1 . . . sk

)
∈ Ωk+1,

òî èç ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè Ãðèíà G0(x, s) ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è ëþáîãî i 6 k

sup
Ω∗k(a1;i)

(
�ki
)∗

= lim
B∗

G0

(
. . . xi−1 xi a1 xi+1 . . .
. . . si−1 a1 si si+1 . . .

)
G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . .
. . . si−1 si si+1 . . .

) ,

ãäå áàçà B∗ îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé

x1 → a+ 0, . . . , xi → a+ 0, xi+1 → b− 0, . . . , xk → b− 0,

s1 → a+ 0, . . . , si−1 → a+ 0, si → b− 0, . . . , sk → b− 0,(
x1 x2 . . . xk
s1 s2 . . . sk

)
∈ Ω∗k(a1; i).

Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèÿ sup
Ωk(a1;i)

�ki . íå çàâèñÿò îò k, i è, âîîáùå, ðàâíû äðóã

äðóãó. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé k = i = 1. Èìååì

sup
Ω1(a1;1)

�1
1 = lim

x1→b−0
s1→a+0

G0

(
a1 x1

s1 a1

)
G0(x1, s1)

= lim
x1→b−0
s1→a+0

G0(a1, s1)G0(x1, a1)

G0(x1, s1)
−G0(a1, a1).

Ñîãëàñíî (4.3)

sup
Ω1(a1;1)

�1
1 = lim

τ1→+0
σ1→+0

G0(a1, a+ σ1)G0(b− τ1, a1)

G0(b− τ1, a+ σ1)
−G0(a1, a1) =

lim
τ1→+0
σ1→+0

ϕa(a1)σθa1 ϕb(a1)τ θb1

θa!ϕb(s1)τ θb1

−G0(a1, a1).

Ðàñêëàäûâàÿ ϕb(s1) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

sup
Ω1(a1;1)

�1
1 =

ϕa(a1)ϕb(a1)

ϕ
(θa)
b (a)

−G0(a1, a1) =: �(a1).

132



Êóëàåâ Ð.×., Îñöèëëÿöèîííàÿ òåîðåìà äëÿ ìíîãîòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

Òåîðåìà 10. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k è ëþáîãî i 6 k

sup
Ωk(a1;i)

�ki = sup
Ω∗k(a1;i)

(
�ki
)∗

= �(a1) =
ϕa(a1)ϕb(a1)

ϕ
(θa)
b (a)

−G0(a1, a1). (6.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ðàâåíñòâî sup
Ωk(a1;i)

�ki = �(a1), à âòîðîå ðàâåíñòâî áóäåò

ñëåäîâàòü èç ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè G0(x, s).
Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ k = 2. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,

i = 1 (ñëó÷àé i = 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ðàññìîòðèì

sup
Ω2(a1;1)

�2
1 = lim

B

G0

(
a1 x1 x2

s1 a1 s2

)
G0

(
x1 x2

s1 s2

) .

Ïðèìåíÿÿ äåòåðìèíàíòíîå òîæäåñòâî Ñèëüâåñòðà, èìååì

sup
Ω2(a1;1)

�2
1 = lim

B

∣∣∣∣∣∣∣∣
G0

(
a1 x2

s1 s2

)
G0

(
a1 x2

a1 s2

)
G0

(
x1 x2

s1 s2

)
G0

(
x1 x2

a1 s2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

G0(x2, s2)G0

(
x1 x2

s1 s2

) =

= lim
B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
G0

 a1 x2

s1 s2


G0(x2,s2)

G0

 a1 x2

a1 s2


G0(x2,s2)

G0

 x1 x2

s1 s2


G0(x2,s2)

G0

 x1 x2

a1 s2


G0(x2,s2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
G0

 x1 x2

s1 s2


G0(x2,s2)

.

(6.4)

Óñòàíîâèì ïîâåäåíèå ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëÿ, ñòîÿùåãî â ÷èñëèòåëå (6.4), êîãäà ÷èñëà
xj, sj íàõîäÿòñÿ âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíöîâ èíòåðâàëà (a, b).

G0

(
a1 b− τ2

a+ σ1 b− σ2

)
G0(b− τ2, b− σ2)

= G0(a1, a+ σ1)− G0(a1, b− σ2)G0(b− τ2, a+ σ1)

G0(b− τ2, b− σ2)
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû (5.2), à çàòåì ôîðìóðó Òåéëîðà, ïîëó÷àåì

G0

(
a1 b− τ2

a+ σ1 b− σ2

)
G0(b− τ2, b− σ2)

=
(
ϕa(a1) + ϕb(a1)

)σθa1

θa!
+ o(σθa1 ).

(6.5)

Àíàëîãè÷íî

G0

(
a1 b− τ2

a1 b− σ2

)
G0(b− τ2, b− σ2)

= G0(a1, a1) +
ϕ2
b(a)

ϕ
(θb)
b (b)

+ o(σθa1 ).
(6.6)
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G0

(
b− τ1 b− τ2

a+ σ1 b− σ2

)
G0(b− τ2, b− σ2)

=
ϕb(a+ σ1)

θb!

(
τ θb1 + τ θb2

G0(b− τ1, b− σ2)

G0(b− τ2, b− σ2)

)
+

ϕb(a+ σ1)

θb!
o(τ θb1 ) +

G0(b− τ1, b− σ2)

G0(b− τ2, b− σ2)
o(τ θb2 ) =

= ϕ
(θa)
b (a)

(
τ θb1 + τ θb2

G0(b− τ1, b− σ2)

G0(b− τ2, b− σ2)

)
σθa1

θa!θb!
+ o(σθa1 τ

θb
1 ).

(6.7)

G0

(
b− τ1 b− τ2

a1 b− σ2

)
G0(b− τ2, b− σ2)

=
ϕb(a1)

θb!

(
τ θb1 + τ θb2

G0(b− τ1, b− σ2)

G0(b− τ2, b− σ2)

)
+ o(τ θb1 ).

(6.8)

Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (6.5)�(6.8) â (6.4), ïîëó÷èì

sup
Ω2(a1;1)

�2
1 = lim

τj→+0
σj→+0

(
ϕa(a1)+ϕb(a1)

)
ϕb(a1)

θa!θb!

(
τ θb1 + τ θb2

G0(b−τ1,b−σ2)
G0(b−τ2,b−σ2)

)
σθa1

ϕ
(θa)
b (a)

θa!θb!

(
τ θb1 + τ θb2

G0(b−τ1,b−σ2)
G0(b−τ2,b−σ2)

)
σθa1

−

−G0(a1, a1)− ϕ2
b(a1)

ϕ
(θa)
b (a)

+ o(σθa1 τ
θb
1 ) =

ϕa(a1)ϕb(a1)

ϕ
(θa)
b (a)

−G0(a1, a1) = sup
Ω1(a1;1)

�1
1.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
sup

Ωk−1(a1;i)

�k−1
i = �(a1)

äëÿ âñåõ i 6 k − 1. Òîãäà

�ki =

G0

(
. . . xi−1 a1 xi xi+1 . . . xk
. . . si−1 si a1 si+1 . . . sk

)
G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . . xk
. . . si−1 si si+1 . . . sk

) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
G0

(
. . . xi−1 a1 xi . . . xk−1

. . . si−1 si a1 . . . sk−1

)
G0

(
. . . xi−1 a1 xi . . . xk−1

. . . si−1 si a1 . . . sk

)
G0

(
. . . xi−1 a1 xi . . . xk
. . . si−1 si a1 . . . sk−1

)
G0

(
. . . xi−1 a1 xi . . . xk
. . . si−1 si a1 . . . sk

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

G0

(
. . . xi−1 a1 xi . . . xk−2

. . . si−1 si a1 . . . sk−2

)
G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . . xk
. . . si−1 si si+1 . . . sk

) =

=

G0

(
. . . xi−1 xi . . . xk−2

. . . si−1 si . . . sk−2

)
G0

(
. . . xi−1 a1 xi . . . xk−2

. . . si−1 si a1 . . . sk−2

)×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣
G0

(
. . . xi−1 a1 xi . . . xk−1

. . . si−1 si a1 . . . sk−1

)
G0

(
. . . xi−1 a1 xi . . . xk−1

. . . si−1 si a1 . . . sk

)
G0

(
. . . xi−1 a1 xi . . . xk
. . . si−1 si a1 . . . sk−1

)
G0

(
. . . xi−1 a1 xi . . . xk
. . . si−1 si a1 . . . sk

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

G0

(
. . . xi−1 xi . . . xk−1

. . . si−1 si . . . sk−1

)
G0

(
. . . xi−1 xi . . . xk−1

. . . si−1 si . . . sk

)
G0

(
. . . xi−1 xi . . . xk
. . . si−1 si . . . sk−1

)
G0

(
. . . xi−1 xi . . . xk
. . . si−1 si . . . sk

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

=
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Óìíîæèì è ðàçäåëèì êàæäûé ýëåìåíò îïðåäåëèòåëÿ â ÷èñëèòåëå íà ýëåìåíò îïðåäåëè-
òåëÿ â çíàìåíàòåëå, ñòîÿùèé íà òîì æå ìåñòå. Òîãäà, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè
èìååì

sup
Ωk(a1;i)

�ki = lim
B

G0

(
. . . xi−1 a1 xi xi+1 . . . xk
. . . si−1 si a1 si+1 . . . sk

)
G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . . xk
. . . si−1 si si+1 . . . sk

) = lim
B

1

�(a1) + ε
×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣
G0

(
x1 . . . xk−2 xk−1

s1 . . . sk−2 sk−1

)
(�(a1) + ε11) G0

(
x1 . . . xk−2 xk−1

s1 . . . sk−2 sk

)
(�(a1) + ε12)

G0

(
x1 . . . xk−2 xk
s1 . . . sk−2 sk−1

)
(�(a1) + ε21) G0

(
x1 . . . xk−2 xk
s1 . . . sk−2 sk

)
(�(a1) + ε22)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
G0

(
x1 . . . xk−2 xk−1

s1 . . . sk−2 sk−1

)
G0

(
x1 . . . xk−2 xk−1

s1 . . . sk−2 sk

)
G0

(
x1 . . . xk−2 xk
s1 . . . sk−2 sk−1

)
G0

(
x1 . . . xk−2 xk
s1 . . . sk−2 sk

)
∣∣∣∣∣∣∣∣

,

ãäå ε, εjn� áåñêîíå÷íî ìàëûå ïî áàçå B âåëè÷èíû.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

sup
Ωk(a1;i)

�ki = �(a1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 11. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G1(x, s) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëÿöèîííûì ÿäðîì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíà ïîëîæèòåëüíà íà (a, b)× (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü íà G1(x, s) > 0 íà (a, b)× (a, b). Òîãäà èç òåîðåìû 8 ñëåäóåò, ÷òî

0 6 1 + δ1 lim
x1→b−0
s1→a+0

G0

(
a1 x1

a1 s1

)
G0(x1, s1)

= 1− δ1 lim
x1→b−0
s1→a+0

G0

(
a1 x1

s1 a1

)
G0(x1, s1)

èëè
1− δ1�(a1) > 0. (6.9)

Ðàññìîòðèì òåïåðü àññîöèèðîâàííîå ÿäðî ôóíêöèè G1(x, s) k�òîãî ïîðÿäêà. Ñîãëàñíî
(4.1)

signG1

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
= sign

[
G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+ δ1G0

(
a1 x1 . . . xk
a1 s1 . . . sk

)]
,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî G1

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
> 0 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

G0

(
x1 . . . xk
s1 . . . sk

)
+ δ1G0

(
a1 x1 . . . xk
a1 s1 . . . sk

)
> 0. (6.10)

Åñëè G0

(
a1 x1 . . . xk
a1 s1 . . . sk

)
> 0, òî, â ñèëó îñöèëëÿöèîííîñòè ÿäðà G0(x, s), íåðàâåí-

ñòâî (6.10) âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ìîæåò áûòü íàðóøåíî ëèøü â ñëó÷àå êîãäà
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G0

(
a1 x1 . . . xk
a1 s1 . . . sk

)
< 0, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âîçìîæíî ëèøü åñëè xi−1 < a1 < xi è

sj−1 < a1 < sj ïðè÷åì i 6= j. Åñëè i < j + 2 èëè j < i + 2, òî êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòà

ìîíîãðàôèè [2] G0

(
a1 x1 . . . xk
a1 s1 . . . sk

)
= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ñëó-

÷àè êîãäà ïðè íåêîòîðîì 1 6 i 6 k îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà xi−1 < a1 < xi
è si < a1 < si+1 èëè íåðàâåíñòâà xi < a1 < xi+1 è si−1 < a1 < si. Â ïåðâîì ñëó÷àå
íåðàâåíñòâî (6.10) î÷åâèäíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 k âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà

1− δ1 sup
Ωk(a1;i)

G0

(
. . . xi−1 a1 xi xi+1 . . . xk
. . . si−1 si a1 si+1 . . . sk

)
G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . . xk
. . . si−1 si si+1 . . . sk

) = 1− δ1 sup
Ωk(a1;i)

�ki > 0

è

1− δ1 sup
Ωk(a1;i)

G0

(
. . . xi−1 xi a1 xi+1 . . . xk
. . . si−1 a1 si si+1 . . . sk

)
G0

(
. . . xi−1 xi xi+1 . . . xk
. . . si−1 si si+1 . . . sk

) = 1− δ1 sup
Ω∗k(a1;i)

�ki > 0.

Íî èç òåîðåìû 10 ñëåäóþò ðàâåíñòâà

sup
Ωk(a1;i)

�ki = sup
Ω∗k(a1;i)

�ki = �(a1),

ñïðàâåäëèâûå ïðè ëþáûõ k ∈ N è 1 6 i 6 k, êîòîðûå âìåñòå ñ (6.10) ãàðàíòèðóþò íåîò-
ðèöàòåëüíîñòü âñåõ àññîöèèðîâàííûõ ÿäåð ôóíêöèè G1(x, s). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå âñåõ ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé ýòîãî ïàðàãðàôà ìû
èñïîëüçîâàëè òîëüêî ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè è îñöèëëÿöèîííîñòè ÿäðà G0(x, s).

Òåîðåìà 12. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëÿöèîííûì ÿäðîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîëîæèòåëüíà íà (a, b)× (a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 11, ôîðìóëû (4.5) è çàìå÷àíèÿ 2.

7 Ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè Ãðèíà â ñëó÷àå

êîãäà êîýôôèöèåíòû α(a) è α(b) â óñëîâèÿõ (2) ðàâíû

íóëþ

Ìû ïî�ïðåæíåìó ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó (1)�(3). Âñþäó â äàííîì è ïîñëåäóþùåì ïàðà-
ãðàôàõ ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â óñëîâèÿõ (2) α(a) = α(b) = 0.

Â íàøèõ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ìû íåîäíîêðàòíî áóäåì ññûëàòüñÿ íà ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò, êàñàþùèéñÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà îòðåçêå.

Òåîðåìà 13. [5] Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) Âñÿêîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà [ξ, η], óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u′(ξ)u′′(ξ) > 0, u′(η)u′′(η) 6 0
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ëèáî ïîñòîÿííî, ëèáî ñòðîãî ìîíîòîííî. Ïðè ýòîì, ðåøåíèå ñòðîãî âîçðàñòàåò (óáû-
âàåò èëè ïîñòîÿííî) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D3u < 0 (> 0 èëè = 0);

2) Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà [ξ, η] ñ óñëîâèÿìè

u′(ξ)u′′(ξ) > 0, u′(η)u′′(η) 6 0,

u(ξ) = 0, u(η)D3u(η) > 0

íåâûðîæäåííà è åå ôóíêöèÿ Ãðèíà ïîëîæèòåëüíà âíóòðè êâàäðàòà [ξ, η]× [ξ, η].

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è (1)�(3). Ñíà÷àëà ìû ñôîðìóëèðóåì äâà ñâîéñòâà
ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà Γ.

Ëåììà 8. Ïóñòü u(x) � íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà Γ, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2a) è (3). Òîãäà âûðàæåíèå uD3u− pu′′u′ íåïîëîæèòåëüíî ïðè
x = b− 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâëåêàÿ ôîðìóëó (2.1) è óñëîâèÿ (2a), (3), ïîëó÷èì∫
Γ

Lu · u dx =
[
uD3u− pu′′u′

]
x=b
−
[
uD3u− pu′′u′

]
x=a

+

+
n∑
k=1

δk[u(ak)]
2 +

∫
Γ

p(u′′)2 + q(u′)2 dx = 0.

Âåëè÷èíà
[
uD3u − pu′′u′

]
x=a

íåîòðèöàòåëüíà â ñèëó (2a), à èíòåãðàë íåîòðèöàòåëåí òàê

êàê p(x) > 0 è q(x) > 0, ñëåäîâàòåëüíî
[
uD3u− pu′′u′

]
x=b
6 0.

Ëåììà 9. Ïóñòü u(x) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà Γ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì (2a), (3) è óñëîâèÿì σu(b− 0) > 0, σu′′(b− 0) < 0. Åñëè δi < +∞ ïðè âñåõ 1 6 i 6 n,
òî σD3u(b− 0) < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Ïóñòü n = 0. Åñëè σu′(b −
0) > 0, òî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç σu(b−0) > 0 è òåîðåìû 13. Åñëè æå σu′(b−0) < 0, òî íà
èíòåðâàëå (a, b) íàéäåòñÿ òî÷êà ξ ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè u(x). Èç òåîðåìû
13 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) ñòðîãî âîçðàñòàåò íà (a, ξ) è D3u(x) < 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a, b).

Ïóñòü ëåììà âåðíà ïðè âñåõ n 6 k. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = k + 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
D3u(b− 0) > 0. Òîãäà, êàê ïîêàçûâàåò ëåììà 8, σu′(b− 0) < 0 è ôóíêöèÿ óáûâàåò ê òî÷êå
b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ áëèæàéøóþ ê b òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè u(x). Òîãäà u(x) > 0
íà [ξ, b), σu′′(ξ − 0) < 0. Åñëè ξ < ak+1, òî êàê ñëåäóåò èç óñëîâèé (3) è ïðåäïîëîæåíèÿ
D3u(b − 0) > 0, íà ïðîìåæóòêå [ξ, ak+1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî D3u(x) < 0. Â ýòîì
ñëó÷àå îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ u(ξ) > 0, σu′′(ξ − 0) < 0 è D3u(ξ − 0) >
0, ïðîòèâîðå÷àùèå ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæåí òîëüêî âàðèàíò
ξ ∈ [ak+1, b). Çäåñü òàêæå âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: à) u(ak+1) > 0 è á) u(ak+1) 6 0.

Ïóñòü u(ak+1) > 0. Òîãäà èç óñëîâèÿ (3) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî D3u(ak+1− 0) > 0, âëåêó-
ùåå âìåñòå ñ èíäóêöèîííûì ïðåäïîëîæåíèåì u′′(ak+1−0) > 0, à çíà÷èò è u′′(ak+1 +0) > 0.
Íî òîãäà íà ïðîìåæóòêå (ak+1, ξ) íàéäåòñÿ òî÷êà η òàêàÿ, ÷òî u′′(η) = 0 è u′(x) > 0 íà
(η, ξ). Èç òåîðåìû 13 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî D3u(x) < 0, ïðîòèâîðå÷àùåå ïðåäïîëîæåíèþ
D3u(b− 0) > 0.

Â ñëó÷àå á) íà [ak+1, ξ) íàéäåòñÿ òî÷êà η òàêàÿ, ÷òî u(η) = 0 è u(x) > 0 íà (η, ξ).
Èç ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî u′′(η)u′(η) > 0 è íà ïðîìåæóòêå (η, b) ìû ïðèõîäèì ê ñèòóàöèè
ðàññìîòðåííîé â ñëó÷àå n = 0. Ëåììà äîêàçàíà.
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Äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà
êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3).

Ëåììà 10. Ïóñòü G(x, s) � ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (1)�(3). Åñëè δi < +∞ ïðè âñåõ
1 6 i 6 n, òî äëÿ ëþáîãî s ∈ (a, b) è ëþáîãî i = 0, n ñðåçêà gs(·) = G(·, s) èìååò íà
[ai, ai+1] \ {a, b} íå áîëåå îäíîãî íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòðåçîê [ai, ai+1] ïðè íåêîòîðîì i, 0 6 i 6 n. Åñëè s ∈
[ai, ai+1], òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òåîðåìû 6. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà
a 6 ai < ai+1 < s (ñëó÷àé s < ai < ai+1 6 b ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Äëÿ i = 0
óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ëåìì 4 è 5.

Ïóñòü 0 < i < n. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî S(gs) 6 2 íà [ai, ai+1]. Ïóñòü ξ � áëèæàéøèé ê
êîíöó ai íóëü ôóíêöèè gs(x) íà îòðåçêå [ai, ai+1], ò. å. ëèáî ξ = ai, ëèáî (ai, ξ) � ïðîìåæóòîê
çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè gs(x). Òîãäà èç ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
g′s(ξ−0)g′′s (ξ−0) > 0, à çíà÷èò, è ñîîòíîøåíèå S(σD0gs(ξ+0),−σD1gs(ξ+0), σD2gs(ξ+0)) =
2. Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî S(gs) 6 1 íà (ξ, ai+1) è çíà÷èò, S(gs) 6 2 íà [ai, ai+1].

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íå âåðíî. Òîãäà ôóíêöèÿ gs(x) èìååò
íà [ai, ai+1] äâà íóëÿ ξ1 < ξ2. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, gs(x) < 0 íà (ξ1, ξ2). Òîãäà, âî�
ïåðâûõ, σgs(ξ1−0) > 0, σg′s(ξ1−0) < 0. Âî�âòîðûõ, èç ëåììû 8 ñëåäóåò, ÷òî σg′′s (ξ1−0) < 0.
Íó è â�òðåòüèõ, íà (ξ1, ξ2) íàéäåòñÿ òî÷êà η â êîòîðîé g′s(η) = 0 è, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû
13, D3gs(x) > 0 íà [ξ1, η], à çíà÷èò, è σD3gs(ξ1 − 0) > 0 (â ñëó÷àå ai = ξ1 ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ äëÿ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ â (3)). È ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà σgs(ξ1− 0) > 0, σg′′s (ξ1− 0) < 0 è σD3gs(ξ1− 0) > 0,
ïðîòèâîðå÷àùèå óòâåðæäåíèþ ëåììû 9.

Òåîðåìà 14. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) áûëà ïîëîæèòåëü-
íà íà (a, b)× (a, b) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü íåðàâåí-
ñòâà

σG(b− 0, a+ 0) > 0, σG(ai, a+ 0) > 0, i = 2, n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå íóæäàåòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà σG(b − 0, a + 0) > 0 è σG(ai, a + 0) > 0
ïðè i = 2, n. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå σG(x, a+ 0) > 0 ïðè âñåõ x ∈ (a, b). Èç
òåîðåìû 6 ñëåäóåò, ÷òî G(x, s) > 0 ïðè ëþáûõ x, s ∈ (a, a1], à èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò,
÷òî åñëè σG(x0, a + 0) < 0 ïðè íåêîòîðîì x0 ∈ (ai, ai+1), òî ïðè s äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê
a ñðåçêà gs(·) = G(·, s) èìååò íà îòðåçêå [ai, ai+1] äâà ðàçëè÷íûõ íóëÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óòâåðæäåíèþ ëåììû 10.

Òåïåðü èç ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè G(x, s) ñëåäóåò, ÷òî σG(a + 0, s) > 0 ïðè âñåõ
s ∈ (a, b), à èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò σG(s− 0, s) > 0 ïðè òåõ æå s.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òåîðåìà íå âåðíà. Òîãäà èç ëåììû 4 ñëåäóåò ñóùåñòâîâà-
íèå òî÷êè (x0, s0) ∈ (a, b) × (a, b) â êîòîðîé ôóíêöèÿ G(x, s) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå
çíà÷åíèå. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèè Ãðèíà è òåîðåìû 6, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
a1 < x0 < s0 < b è G(x0, s0) = G(s0, x0) < 0. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Ãðèíà íà òðå-
óãîëüíèêå a < x < s < b è íåðàâåíñòâ σG(a+0, s) > 0, σG(s−0, s) > 0 ïðè s ∈ (a, b) ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè (ξ, η) èç òðåóãîëüíèêà a < x < s < b òàêîé, ÷òîG(ξ, η) = ∂G

∂x
(ξ, η) = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ ëåììû 4.
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Òåîðåìà 15. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ïîëîæèòåëüíà íà (a, b)×(a, b) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà (δ1, . . . , δn) ∈ Σ, ãäå

Σ =
{

(δ1, . . . , δn) ∈ Rn
+

∣∣∣1 +
n∑
k=1

∑
16i1<...<ik6n
j 6∈{i1,...,ik}

gji1...ikδi1δi2 . . . δik > 0, j = 2, n+ 1
}
, (7.1)

è

gji1...ik = lim
s→a+0

G0

(
ai1 ai2 . . . aik aj
ai1 ai2 . . . aik s

)
G0(aj, s)

, j = 2, n,

gn+1
i1...ik

= lim
(x,s)→(b−0,a+0)

G0

(
ai1 ai2 . . . aik x
ai1 ai2 . . . aik s

)
G0(x, s)

.

(7.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 14 è ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè G0(x, s) íà (a, b) × (a, b)
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ïîëîæèòåëüíà íà (a, b) × (a, b) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ (x, s) ∈ (a, b) × (a, b) äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå (b, a)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî G(x,s)
G0(x,s)

> 0 è äëÿ âñåõ s ∈ (a, b) äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê a âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
G(aj ,s)

G0(aj ,s)
> 0, j = 2, n. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (3.6) äëÿ ôóíêöèè

G(x, s), ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè (x, s) → (b − 0, a + 0) â ïåðâîì èç ýòèõ íåðàâåíñòâ è
ïðè s → a + 0 â ïîñëåäóþùèõ. Òîãäà, ïðåäïîëàãàÿ ñóùåñòâîâàíèå âñåõ ïðåäåëîâ â (7.2),
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà, çàäàþùèå ìíîæåñòâî Σ â (7.1).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëû â (7.2) ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû. Åñëè îäíî èç ÷èñåë i1, . . . , ik ðàâ-
íî j, òî ìèíîð â ÷èñëèòåëå ðàâåí íóëþ, à çíà÷èò è ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåë ðàâåí íóëþ.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë gji1...ik ïðè j 6∈ {i1, . . . , ik} âîñïîëü-
çóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5.2). Òîãäà, ðàñêëàäûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíîðû ïî ýëåìåíòàì
ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, äëÿ j = 2, n ïîëó÷àåì

gji1...ik = lim
s→a+0

G0

(
ai1 ai2 . . . aik aj
ai1 ai2 . . . aik s

)
G0(aj, s)

=

= G0

(
ai1 ai2 . . . aik
ai1 ai2 . . . aik

)
−

− lim
s→a+0

k∑
m=1

(−1)k−mG0(aim , s)G0

(
ai1 . . . aim−1 aim+1 . . . aik aj
ai1 . . . aim−1 aim . . . aik−1

aik

)
G0(aj, s)

=

= G0

(
ai1 ai2 . . . aik
ai1 ai2 . . . aik

)
−

− 1

ϕa(aj)

k∑
m=1

(−1)k−mϕa(aim)G0

(
ai1 . . . aim−1 aim+1 . . . aik aj
ai1 . . . aim−1 aim . . . aik−1

aik

)
.

(7.3)

Ïðè ýòîì, êîððåêòíîñòü ïðàâîé ÷àñòè (7.3) îáîñíîâûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ϕa(x) 6= 0, x ∈
(a, b), âûòåêàþùèì èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ϕa(x) è ëåììû 5.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïðè j = n + 1 ñíà÷àëà ðàñêëàäûâàåì
ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíîð ïî ýëåìåíòàì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà

gn+1
i1...ik

= lim
(x,s)→(b−0,a+0)

G0

(
ai1 ai2 . . . aik x
ai1 ai2 . . . aik s

)
G0(x, s)

=

= lim
(x,s)→(b−0,a+0)

[
G0

(
ai1 ai2 . . . aik
ai1 ai2 . . . aik

)
−

−

k∑
m=1

(−1)k−mG0(aim , s)G0

(
ai1 . . . aim−1 aim+1 . . . aik x
ai1 . . . aim−1 aim . . . aik−1

aik

)
G0(x, s)

]
.

Äàëåå ðàçëîæèì êàæäûé èç ìèíîðîâ â ÷èñëèòåëå ïîñëåäíåé äðîáè ïî ýëåìåíòàì ïîñëåä-
íåé ñòðîêè è ïîëó÷èì

gn+1
i1...ik

= G0

(
ai1 ai2 . . . aik
ai1 ai2 . . . aik

)
−

− lim
(x,s)→(b−0,a+0)

k∑
m=1

(−1)k−mG0(aim , s)
k∑
r=1

(−1)k−rG0(x, air)G
mr
0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)
G0(x, s)

,

ãäå ÷åðåç Gmr
0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)
îáîçíà÷åí ìèíîð îïðåäåëèòåëÿ G0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)
, ïî-

ëó÷àåìûé âû÷åðêèâàíèåì m�òîé ñòðîêè è r�òîãî ñòîëáöà; ïðè k = 1 ïî îïðåäåëåíèþ

ñ÷èòàåì Gmr
0

(
ai1
ai1

)
= 1.

Èñïîëüçóÿ ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèè G0(x, air) = G0(air , x), è ïðèâëåêàÿ ñîîòíîøåíèÿ
(5.2), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

gn+1
i1...ik

= G0

(
ai1 ai2 . . . aik
ai1 ai2 . . . aik

)
−

−
k∑

m,r=1

(−1)m+rϕa(aim)ϕb(air)

ϕ
(θa)
b (a)

Gmr
0

(
ai1 . . . aik
ai1 . . . aik

)
.

(7.4)

Õîòåëîñü áû îáðàòèòü âíèìàíèå íà àëãîðèòìè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü ñîîòíîøåíèé
(7.1), îïðåäåëÿþùèõ ìíîæåñòâî Σ. Òàê, íàïðèìåð, ïðè n = 2 äëÿ îïåðàòîðà Lu ≡ uIV ,
çàäàííîãî íà Γ = (0, 7) \ {2; 4} (ñëó÷àé n = 2), ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè u(0) = u′(0) = 0,
u(7) = u′(7) = 0 è óñëîâèÿìè (3) â òî÷êàõ a1 = 2 è a2 = 4 ñîîòíîøåíèÿ (7.1) ïðèíèìàþò
âèä

1 + g2
1 δ1 > 0,

1 + g3
1 δ1 + g3

2 δ2 + g3
12 δ1δ2 > 0,

ãäå g2
1 ≈ −0.04, g3

1 ≈ −0.486, g3
2 ≈ −0.84 g3

12 ≈ 0.14 è çàäàþò ìíîæåñòâî Σ.

Òåîðåìà 16. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëÿöèîííûì ÿäðîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíòû δi â óñëîâèÿõ (3) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
Σ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íîé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ (7.2).
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Çàìå÷àíèå 3. Êàê ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 2 ìíîæåñòâî Σ îãðàíè÷åíî â Rn
+. Áîëåå òîãî,

íåðàâåíñòâà (7.1) ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Σ íå ïóñòî è çàõâàòûâàåò âñå
òî÷êè èç Rn

+, ïîïàäàþùèå â íåêîòîðûé n�ìåðíûé øàð ïîëîæèòåëüíîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì
â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïðèâëåêàÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôîâ, ìîæíî áîëåå òî÷íî
îïèñàòü ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà Σ. Èç íåðàâåíñòâà (6.10) è ôîðìóëû (6.3) ñëåäóåò, ÷òî
ìíîæåñòâî Σ âëîæåíî â n�ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä Πn = {(δ1, . . . , δn) : 0 6 δi 6 �(ai); i =
1, n}. Áîëåå òî÷íóþ êàðòèíó äàþò ñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σi ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà δi > 0 ïðè êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà Gi(x, s) ïîëîæèòåëüíà íà (a, b)× (a, b). ×åðåç Σi1i2 � îáî-
çíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ δi1 è δi2 ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ Ãðèíà Gi1i2(x, s) ïîëîæèòåëüíà íà (a, b)×(a, b) è ò.ä. Òîãäà ìíîæåñòâî Σi1i2 ∈ R2

+

îãðàíè÷èâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïîëóîñÿìè Oδi1 , Oδi2 è êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà (ãèïåð-
áîëîé) (ñì. ðèñ. 2). Ïðè÷åì ïðîåêöèè Σi1i2 íà êîîðäèíàòíûå îñè äàþò ìíîæåñòâà Σi1 è
Σi2 . Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî Σi1i2i3 ∈ R3

+ îãðàíè÷èâàåòñÿ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè
Oδi1δi2 , Oδi1δi3 , Oδi2δi3 è ïîâåðõíîñòüþ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì ïðîåêöèÿ Σi1i2i3 ∈ R3

+

íà ïëîñêîñòü Oδi1δi2 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Σi1i2 (àíàëîãè÷íî è äðóãèå ïðîåêöèè) è òàê
äàëåå.

8 Íåçàâèñèìîñòü çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè Ãðèíà

îò êîýôôèöèåíòîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî Σ, îïðåäåëÿåìîå â (7.3), íå çàâèñèò îò
êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (2). Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì íåçàâèñèìîñòü Σ1 îò êîýôôè-
öèåíòîâ óñëîâèÿ (2a), à çàòåì, èñïîëüçóÿ ôàêòîðèçàöèþ, îáîáùèì èõ íà âñå ìíîæåñòâî
Σ.

Ïóñòü a1 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èíòåðâàëà (a, b). Íà Γ ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ
êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1), äîïîëíåííîãî êðàåâûìè óñëîâè-
ÿìè:

u(a) = u′(a) = u′′(a) = 0,

u(b) = 0, β(b)u′′(b) + ϑ(b)u′(b) = 0.
(8.1)

è ïåðâûìè òðåìÿ èç óñëîâèé (3) â òî÷êå a1 è óñëîâèÿìè (3) â òî÷êàõ a2, . . . , an ïðè δ2 =
. . . = δn = 0.

Äðóãèìè ñëîâàì, ìû çàìåíÿåì â çàäà÷å (1)�(3) âòîðîå èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2a) è
óñëîâèå äëÿ òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå a1 íà äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ u

′(a) = u′′(a) = 0.
Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì íåâûðîæäåííîñòü âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è êîòîðóþ äëÿ ïðîñòî-

òû íàçîâåì çàäà÷åé (I).

Òåîðåìà 17. Êðàåâàÿ çàäà÷à (I) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè f(x) ∈
C[Γ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x) � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé çàäà÷è. Óìíîæèì
ôóíêöèþ u(x) íà Lu(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî Γ. Òîãäà èç êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è (I)
ïîëó÷àåì

0 =

∫
Γ

Lu · u dx = p(b)u′′(b)u′(b)+

+u(a1)
[
D3u(a1 − 0)−D3u(a1 + 0)

]
+

∫
Γ

p(u′′)2 + q(u′)2 dx.

(8.2)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(a1) > 0. Òîãäà, â ñèëó êðàåâûõ óñëîâèé (8.1) â òî÷êå a, u′(a1−0) >
0, u′′(a1 − 0) > 0 è D3u(a1 − 0) > 0. È èç óñëîâèé (3) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà u′(a1 + 0) > 0
è u′′(a1 + 0) > 0. Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè u(x) íà ïðîìåæóòêå (a1, b) òåîðåìó 13, ïîëó÷èì
D3u(a1 +0) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà âñåõ âíåèíòåãðàëüíûõ ÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè (7.2)
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, à ñàì èíòåãðàë íåîòðèöàòåëåí. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Íåâîçìîæíîñòü íåðàâåíñòâà u(a1) < 0 óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ñëåäîâàòåëüíî, u(a1) = 0. Íî òîãäà èç (8.2) ñëåäóåò, ÷òî u(x) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ,

ðàâíàÿ íóëþ â òî÷êàõ a, a1 è b, ò. å. u(x) ≡ 0 íà Γ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 17 è ðåçóëüòàòîâ ìîíîãðàôèè [5] ñðàçó ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ çàäà÷è (I) ôóíêöèÿ Ãðèíà G̃(x, s) ñóùåñòâóåò è îáëàäàåò ñëåäóþùè-
ìè ñâîéñòâàìè:

1) ôóíêöèÿ G̃(x, s) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïî x äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ âïëîòü äî ãðàíèöû íà êàæäîì èç ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ (a, a1)×(a1, b) è (a1, b)×(a, a1), à òàêæå íà êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå
äèàãîíàëüþ x = s ðàçáèâàþòñÿ êâàäðàòû (a, a1)× (a, a1) è (a1, b)× (a1, b);

2) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s ∈ Γ, ôóíêöèÿ G̃(x, s) ïî x óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîä-
íîìó óðàâíåíèþ

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = 0

ïðè x ∈ Γ;
3) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s ∈ Γ, ôóíêöèÿ G̃(x, s) ïî x óäîâëåòâîðÿåò âñåì êðà-

åâûì óñëîâèÿì çàäà÷è;
4) ôóíêöèÿ G̃(x, s) íà äèàãîíàëè x = s óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè âìå-

ñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ∂G̃(x,s)
∂x

, ∂2G̃(x,s)
∂x2

è óñëîâèþ ñêà÷êà òðåòüåé ïðîèçâîäíîé ïî
x

∂3G̃(s+ 0, s)

∂x3
− ∂3G̃(s− 0, s)

∂x3
=

1

p(s)
;

5) ïðè s = a, s = a1 èëè s = b ôóíêöèÿ G̃(x, s) òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ;

6) ôóíêöèÿ G̃(x, s) óñëîâèÿìè 1)�4) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ïðè ýòîì òîæäåñòâî G̃(x, a1) ≡ 0 â 5) ñëåäóåò èç íåâûðîæäåííîñòè çàäà÷è.

Ëåììà 11. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s ∈ (a1, b) ñðåçêà g(x) = G̃(x, s) ôóíêöèè Ãðèíà
çàäà÷è (I) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì g(a1−0)D3g(a1−0) > 0 è g(a1+0)D3g(a1+0) < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî g(a1) 6= 0. Ðàññóæäàåì îò ïðîòèâíîãî. Åñëè
g(a1) = 0, òî, â ñèëó óñëîâèé (8.1) g(x) ≡ 0, x ∈ (a, a1), è, ââèäó (3), g(a1 +0) = g′(a1 +0) =
g′′(a1 + 0) = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç z(x) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ñóæåííîãî íà èíòåðâàë
(a1, b), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëëüíûì óñëîâèÿì z(a1) = z′(a1) = z′′(a1) = 0, D3z(a1) = 1.
Èç íåîñöèëëÿöèè óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî z(x) > 0 íà (a1, b). Òîãäà g(x) ≡ Cz(x),
C = const, íà (a1, s) ∈ (a1, b) è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî S(σg(s− 0),−σg′(s− 0), σg′′(s− 0)) = 2.
Èç ñâîéñòâ 2), 3) ñðåçîê ôóíêöèè Ãðèíà ñëåäóåò S(σg(s + 0), σg′(s + 0), σg′′(s + 0)) = 2.
Ïðè ýòîì, èç êðàåâûõ óñëîâèé â òî÷êå b ñëåäóåò S(σg(b − 0), σg′(b − 0), σg′′(b − 0)) = 2.
Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèè g(x) îáîáùåííîå ïðàâèëî Äåêàðòà íà (s, b) [7], ïîëó÷èì S(g) 6
3 − S(σg(b − 0), σg′(b − 0), σg′′2(b − 0)) − S(σg(s + 0),−σg′(s + 0), σg′′(s + 0)) = −1, ò. å.

g(x) ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâàì ôóíêöèè G̃(x, s) èç ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ.
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Èòàê, g(a1) 6= 0. Òîãäà èç êðàåâûõ óñëîâèé (8.1) â òî÷êå a ñëåäóåò g(a1)D3g(a1−0) > 0.
Ïîêàæåì, ÷òî è g(a1)D3g(a1 + 0) < 0. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ñ ó÷åòîì (3) è (8.1), â
ýòîì ñëó÷àå èìååì S(σg(a1 + 0),−σg′(a1 + 0), σg′′(a1 + 0),−σg′′′(a1 + 0)) = 3. Ïðèìåíÿÿ ê
ôóíêöèè g(x) íà (a1, s) ∈ (a1, b) îáîáùåííîå ïðàâèëî Äåêàðòà, ïîëó÷èì S(σg(s−0), σg′(s−
0), σg′′(s− 0)) = 0. À äàëåå ïîâòîðÿþòñÿ ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ïðèâîäÿùèå
ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ëåììà 12. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G̃(x, s) çàäà÷è (I) ïîëîæèòåëüíà ïðè x ∈ (a1, b] è s ∈ (a1, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå s0 ∈ (a1, b) è ðàññìîòðèì ñðåçêó gs0(x)

ôóíêöèè G̃(x, s0). Èç ëåììû 11 ñëåäóþò íåðàâåíñòâà gs0(a1)D3gs0(a1 − 0) > 0 è
gs0(a1)D3gs0(a1 + 0) < 0, à èç óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû 17 ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ∈ (a1, b]
áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî gs0(x) > 0.

Èç êðàåâûõ óñëîâèé (8.1) â òî÷êå a è ëåììû 12 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 18. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (I) ïîëîæèòåëüíà ïðè x ∈ Γ è s ∈ (a1, b).

Äàëåå ìû èçó÷èì âîïðîñ î ñâÿçè ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè G1(x, s) âíå äèàãîíàëüíûõ êâàä-

ðàòîâ ñ ôóíêöèåé G̃(x, s).
Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèè Ãðèíà G1(x, s), ìû ðàññìîòðèì ëèøü ñëó÷àé x ∈

(a, a1) è s ∈ (a1, b). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãðèíà G̃(x, s) âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (I). Äëÿ
êàæäîãî s ∈ (a1, b) îïðåäåëèì âåëè÷èíó

δ1(s) =
D3g̃s(a1 − 0)−D3g̃s(a1 + 0)

g̃s(a1)
, (8.3)

ãäå ÷åðåç g̃s(x) îáîçíà÷àåì ñðåçêó ôóíêöèè G̃(x, s) ïðè s ∈ (a1, b). Èç òåîðåìû 18 ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ δ(s) îïðåäåëåíà ïðè âñåõ s ∈ (a1, b) è ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ëåììà 13. Ïóñòü s ∈ (a1, b). Òîãäà ñðåçêà g̃s(x) ôóíêöèè Ãðèíà G̃(x, s) âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è (I) ñîâïàäàåò íà Γ ñî ñðåçêîé gs(x) ôóíêöèè Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ó êîòîðîé
â óñëîâèè (3) δ1 = δ1(s), ãäå δ1(s) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (8.3).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 13 íóæíî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè gs(x) è g̃s(x) óäîâëå-
òâîðÿþò îäíèì è òåì æå êðàåâûì óñëîâèÿì (2), (3) è âîñïîëüçîâàòüñÿ íåâûðîæäåííîñòüþ
çàäà÷è (1)�(3).

Ëåììà 14. Íå ñóùåñòâóåò äâóõ ðàçëè÷íûõ x1, x2 ∈ (a1, b), ÷òîáû íà ïðÿìîóãîëüíèêå
(x, s) ∈ (a1, b) × (a, a1) äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) îäíîâðåìåííî âûïîëíÿ-
ëèñü ðàâåíñòâà

∂G

∂s
(xj, a) =

∂2G

∂s2
(xj, a) = 0, j = 1, 2. (8.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ga(x, s) ôóíêöèþ Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1), ñóæåííîãî íà èíòåðâàë (a, a1), ñ óñëîâèÿìè (2a) è óñëîâèÿì u(a1) = u′(a1) = 0.
Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè Ga(x, s) ïðè s ∈ (a, a1) áëèçêèõ ê
êîíöó a. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (5.2), ñîãëàñíî êîòîðûì ïðè τ → +0 èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

Ga(x, a+ τ) = ϕa(x)
τ θa

θa!
+ o(τ θa), x ∈ (ai, b), (8.5)
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â êîòîðîì θa = 1 ïðè β(a) 6= 0 è θa = 2 ïðè β(a) = 0; ôóíêöèÿ ϕa(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ (1) íà èíòåðâàëå (a, a1), óäîâëåòâîðÿþùèì â òî÷êå a óñëîâèÿì ϕa(a) = 0,
β(a)ϕ′′a(a)− ϑ(a)ϕ′a(a) = 1, è óñëîâèÿì u(a1) = u′(a1) = 0.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ìîíîãðàôèè [5], äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è (1)�(3) íà ïðÿìî-
óãîëüíèêå (a1, b)× (a, a1) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

G(x, s) = −φ1(x)ψ1(s)− φ2(x)ψ2(s). (8.6)

Çäåñü ÷åðåç φ1(x) îáîçíà÷åíî ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Lφ = 0 íà Γ, óäîâëåòâîðÿ-
þùåå íåîäíîðîäíîìó óñëîâèþ

l1(φ1) = p(a1 − 0)
d2

dx2
φ1(a1 − 0)− p(a1 + 0)

d2

dx2
φ1(a1 + 0) = 1

è âñåì îñòàâøèìñÿ èç óñëîâèé (2), (3). À ÷åðåç φ2(x) îáîçíà÷åíî ðåøåíèå òîãî æå óðàâ-
íåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå íåîäíîðîäíîìó óñëîâèþ

l2(φ2) = D3φ2(a1 − 0)−D3φ2(a1 + 0)− δ1φ2(a1) = 1

è âñåì îñòàâøèìñÿ èç óñëîâèé (2), (3). Ôóíêöèè ψi(s), i = 1, 2, îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
ψ1(s) = p(aa − 0) d2

dx2
Ga(a1 − 0, s), ψ2(s) = D3Ga(a1 − 0, s)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íå âåðíî è ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ñðåçîê
gs(·) = G(·, s) â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê xj, j = 1, 2, ïðè s → a + 0. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì
(8.5) è (8.6) èìååì

ga+τ (xj) = −φ1(xj)ψ1(a+ τ)− φ2(xj)ψ2(a+ τ) =

= −
[
φ1(xj)p(a1)ϕ′′a(a1) + φ2(xj)D

3ϕa(a1)
]τ θa
θa!

+ o(τ θa).

Âåëè÷èíû ϕ′′a(a1) è D3ϕa(a1) íå ðàâíû íóëþ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îêàæåòñÿ, ÷òî
ϕ21(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåâûðîæäåííîé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è íà (a, a1), ò. å.
áóäåò âûïîëíåíî òîæäåñòâî ϕa(x) ≡ 0, ïðîòèâîðå÷àùåå ñàìîìó îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè
ϕa(x). Ïîýòîìó îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (8.4), ñ ó÷åòîì θa 6 2, îçíà÷àåò, ÷òî

φ1(xj)p2(a1)ϕ′′a(a1) + φ2(xj)D
3ϕa(a1) = 0, j = 1, 2.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ φ(x) = φ1(x)p2(a1)ϕ′′a(a1) +φ2(x)D3ϕa(a1). Îíà îáëàäàåò ñëåäóþùè-
ìè ñâîéñòâàìè: 1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íà Γ; 2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2);
3) èìååò âíóòðè ðåáðà (a1, b) äâà íóëÿ xj. Èç ýòèõ óñëîâèé ñëåäóåò òîæäåñòâåííîå ðàâåí-
ñòâî φ(x) ≡ 0 íà (a1, b). Íî òîãäà ôóíêöèÿ φ(x) óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå a óñëîâèÿì (2a), à
â òî÷êå a1 - óñëîâèÿì φ(a1) = φ′(a1) = 0, ò. å. φ1(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåâûðîæäåííîé
îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è íà (a, a1), à çíà÷èò, φ(x) ≡ 0 íà âñåì Γ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò
ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ôóíêöèé φi(x), ÷òî íåâîçìîæíî.

Ëåììà 15. Ïóñòü s1 è s2 äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè èíòåðâàëà (a1, b). Òîãäà δ1(s1) 6= δ1(s2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü δ1(s1) = δ1(s2). Òîãäà èç ëåììû 13
ñëåäóåò, ÷òî gsk(x) ≡ g̃s(x) íà Γ, ãäå gsk(x) � ñðåçêè G(x, sk), k = 1, 2, ôóíêöèè Ãðèíà
êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) ïðè δ1 = δ1(s1) = δ1(s2). Íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ôóíêöèè
Ãðèíà G(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ïðè δ1(s1) = δ1(s1) ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè s1, s2 ∈
(a1, b) òàêèå, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

∂G

∂x
(a, sk) =

∂2G

∂x2
(a, sk) = 0, k = 1, 2,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ ëåììû 15.
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Ëåììà 16. Ïðè s→ a1 +0 âåëè÷èíà δ1(s) íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò, ò. å. lim
s→a1+0

δ(s) = +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó (8.3). Èç óñëîâèé (8.1) â òî÷êå a è îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè gs(x) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

δ(s) =
1

z(a1 − 0)
− D3g̃s(a1 + 0)

g̃s(a1)
, (8.7)

ãäå z(x) �ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ñóæåííîãî íà èíòåðâàë (a, a1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-
íûì óñëîâèÿì z(a) = z′(a) = z′′(a) = 0, D3z(a) = 1.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïðåäåëüíûõ ñðåçîê ôóíêöèè Ãðèíà (ñì. [5]), èìååì

lim
s→a1+0

D3g̃s(s) = D3
(

lim
s→a1+0

g̃s(s)
)
− 1 = −1.

Èç òåîðåìû 18 ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì s ∈ (a1, b) ôóíêöèÿ g̃s(x) ïîëîæèòåëüíà íà Γ,
ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà 5) ñëåäñòâèÿ 5, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

lim
s→a1+0

δ(s) =
1

z(a1)
− lim

s→a1+0

D3g̃s(s)

g̃s(s)
=

1

z(a1)
− 1

lim
s→a1+0

g̃s(s)
= +∞.

Èç ëåìì 15 è 16 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ δ1(s) ñòðîãî óáûâàåò íà (a1, b) è, â ñèëó (8.7) è
ëåììû 11, îãðàíè÷åíà ñíèçó âåëè÷èíîé 1

z(a1)
. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 6. Ïðè s → b − 0 ôóíêöèÿ δ1(s) èìååò ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë δ =
inf

s∈(a1,b)
δ1(s).

Íàéäåì âåëè÷èíó δ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà G̃(x, s)
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (I). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì [5], íà äèàãîíàëüíîì êâàäðàòå (a1, b)×
(a1, b) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

G̃(x, s) = Gb(x, s)− χ(x)ψ(s), x, s ∈ (a1, b). (8.8)

Çäåñü Gb(x, s) ôóíêöèþ Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1), ñóæåííîãî íà èíòåðâàë

(a1, b), ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè u(a1) = u′(a1) = 0 è (2b); ψ(s) = p(a1 + 0)∂
2Gb(a1+0,s)

∂x2
. À ÷åðåç

χ(x) îáîçíà÷åíî ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Lχ(x) = 0, x ∈ Γ, óäîâëåòâîðÿþùåå
íåîäíîðîäíîìó óñëîâèþ

l1(χ) = p(a1 − 0)
d2

dx2
χ(a1 − 0)− p(a1 + 0)

d2

dx2
χ(a1 + 0) = 1,

îäíîðîäíûì óñëîâèÿì (8.1), ïåðâûì äâóì èç óñëîâèé (3) â òî÷êå a1.
Èç ñëåäñòâèÿ 6, ôîðìóë (8.7), (8.8) è òîæäåñòâà G2(b, s) ≡ 0 ïîëó÷àåì

δ0 = lim
s→b−0

δ1(s) =
1

z(a1)
− lim

s→b−0

D3Gb(a1 + 0, s)−D3χ(a1 + 0)ψ(s)

Gb(a1 + 0, s)− χ(a1 + 0)ψ(s)
=

=
1

z(a1)
− lim

s→b−0

D3Gb(a1 + 0, s)−D3χ(a1 + 0)ψ(s)

χ(a1 + 0)ψ(s)
.
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Èñïîëüçóÿ (5.2), ïîëó÷èì

δ0 =
1

z(a1)
− lim

τ→+0

D3ϕb(a1 + 0) τ
θb

θb!
+ o(τ θb)

χ(a1 + 0)p(a1 + 0)ϕ′′b (a1 + 0) τ
θb

θb!
+ o(τ θb)

−

− lim
τ→+0

D3χ(a1 + 0)

χ(a1 + 0)
=

1

z1(b)
− D3ϕb(a1 + 0)

χ(a1 + 0)p(a1 + 0)ϕ′′b (a1 + 0)
− D3χ(a1 + 0)

χ(a1 + 0)
.

(8.9)

Ëåììà 17. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà G1(x, s) çàäà÷è (1)�(3) íå ñîõðàíÿåò çíàê íà Γ × Γ.
Òîãäà íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà s0 ∈ (a, a1) òàêàÿ, ÷òî ñðåçêà gs0(x) = G1(x, s0)

ñîâïàäàåò íà âñåì Γ ñî ñðåçêîé g̃s0(x) = G̃(x, s0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ G1(x, s) ìåíÿåò çíàê, òî îíà
îòðèöàòåëüíà âáëèçè óãëîâîé òî÷êè x = b, s = a è ïîëîæèòåëüíà íà Γ ïðè s = a1. Ïîýòîìó
σ ∂

θbG1

∂xθb
(b − 0, a + 0) < 0 è σ ∂

θbG1

∂xθb
(b − 0, a1 − 0) > 0. Èç íåïðåðûâíîñòè íà Γ × Γ ôóíêöèè

G1(x, s) è åå ïåðâûõ äâóõ ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà s0 ∈ (a, a1) òàêàÿ,

÷òî ∂G1

∂x
(b− 0, s0) = ∂2G1

∂x2
(b− 0, s0) = 0. Åäèíñòâåííîñòü æå òàêîé òî÷êè ñëåäóåò èç ëåììû

14.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé äàííîãî ïàðàãðàôà.

Òåîðåìà 19. Ôóíêöèÿ Ãðèíà G1(x, s) çàäà÷è (1)�(3) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà âíóòðè Γ×Γ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîýôôèöèåíò δ1 èç óñëîâèÿ (3) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

δ1 6
1

z1(b)
− D3ϕb(a1 + 0)

χ(a1 + 0)p(a1 + 0)ϕ′′b (a1 + 0)
− D3χ(a1 + 0)

χ(a1 + 0)
. (8.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè Ãðèíà
G(x, s) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ïîëîæèòåëüíà íà ïðÿìîóãîëüíèêå
(a, a1) × (a1, b). À äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 6, ëåìì 13, 16 è ôîðìó-
ëû (8.9).

Çàìå÷àíèå 4. Âñå ðàññóæäåíèÿ äàííîãî ïàðàãðàôà ìîæíî ïîâòîðèòü ïîìåíÿâ ðîëÿìè
êîíöû èíòåðâàëà (a, b). Åñëè òåïåðü çàìåòèòü, ÷òî â îïðåäåëåíèÿõ ôóíêöèé z(z), ξ(x) è
ϕb(x) íå çàäåéñòâîâàíû êîýôôèöèåíòû β(a) è ϑ(a) èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2a), òî ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (8.10), à çíà÷èò, è âåëè÷èíà δ âîîáùå íå çàâè-
ñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (2). Ñîïîñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ñ
òåîðåìîé 13, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî δ = 1

�(a1)
, ãäå �(a1) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (6.3), à δ

ïî ôîðìóëå (8.10). Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñ÷èòàòü "êðèòè÷åñêîå"çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà δ1 â
óñëîâèè (3), ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðîå òåðÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòü (à çíà÷èò è îñöèëëÿ-
öèîííîñòü) ôóíêöèè âëèÿíèÿ, ñðàçó äëÿ âñåõ êðàåâûõ çàäà÷, îïðåäåëÿåìûõ óðàâíåíèåì
(1) íà Γ ñ óñëîâèÿìè (3) â òî÷êå a1 è óñëîâèÿìè âèäà (2) íà êðàÿõ èíòåðâàëà.
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Ëîáñàíîâà Ò.Á., Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ðèñêî÷óâñòâèòåëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ ...

Îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè

ðèñêî÷óâñòâèòåëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ

íà ñòîõàñòè÷åñêîì ðûíêå ñ ó÷åòîì ñêà÷êîâ öåí

Ëîáñàíîâà Ò.Á.1

Ðåøàåòñÿ ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðèñêî÷óâñòâèòåëüíîãî èíâåñòèðîâàíèÿ

íà ðûíêå öåííûõ áóìàã ñ èçìåíåíèåì öåí, îïèñûâàåìûì áðîóíîâñêèì è ïóàññîíîâ-

ñêèì ïðîöåññàìè. Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëà ïîðò-

ôåëÿ, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì.

Èçâåñòíî, ÷òî îñíîâíîé ôóíêöèåé ôèíàíñîâî-êðåäèòíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåãóëèðî-
âàíèå ôèíàíñîâûõ ïîòîêîâ, è ïîýòîìó ýòî áûñòðî ðàçâèâàþùàÿñÿ îòðàñëü ðûíî÷íîé ýêî-
íîìèêè. Ñïîñîáñòâóåò ýòîìó ðàñøèðåíèå è óñëîæíåíèå ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ. Èñïîëüçóå-
ìûå íà ðûíêàõ ôèíàíñîâûå èíñòðóìåíòû ñòàíîâÿòñÿ áîëåå ðàçíîîáðàçíûìè è ïîðîæäàþò
ñëîæíûå ïîòîêè ïëàòåæåé è äâèæåíèÿ öåí. Ñèòóàöèÿ îòÿãîùàåòñÿ è òåì, ÷òî èçìåíåíèÿ
ïðîöåíòíûõ ñòàâîê è èíäåêñîâ íà ðûíêàõ ñòîõàñòè÷åñêèå, à â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ýòèõ ïðîöåññîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñëó÷àéíûå ïðîöåññû ðàçëè÷íûõ òèïîâ.
Îñíîâíàÿ çàäà÷à ó÷àñòíèêîâ ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ � îïðåäåëåíèå öåí ôèíàíñîâûõ èíñòðó-
ìåíòîâ � ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî ñ ïðèâëå÷åíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ. Îäíîé èç
òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè èíâåñòèðîâàíèÿ.

Íà÷àëî èññëåäîâàíèÿì ïîäîáíîãî òèïà ïîëîæèëè Ô. Áëýê, Ì. Øîóëñ è Ð. Ìåðòîí. Â
êà÷åñòâå ìîäåëè èçìåíåíèÿ ñòîèìîñòè àêöèè Ô. Áëýê è Ì. Øîóëñ ïðèìåíÿëè äèôôóçè-
îííûé ïðîöåññ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì áðîóíîâñêèì äâèæåíèåì:

dF (t) = µ(t, F (t))dt+ σ(t, F (t))dW (t), (1)

ãäå t � âðåìÿ, µ(t, F (t)), σ(t, F (t)) � çàäàííûå ôóíêöèè,W (t) � áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.

Â ïîñëåäóþùèå ãîäû ìîäåëü îáîáùàëàñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ ïóòåì ïðèìåíå-
íèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ ñòîõàñòè÷åñêîãî àíàëèçà è óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíèì èç òàêèõ îáîáùåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêà äîáàâëåíèÿ â ïðàâîé ÷à-
ñòè âîçìóùåíèÿ â ôîðìå ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññà äëÿ ó÷åòà âîçìîæíûõ ñêà÷êîîáðàçíûõ
èçìåíåíèé öåí, ïðîäåìîíñòðèðîâàííàÿ â äàííîé ðàáîòå.

1Ëîáñàíîâà Òàòüÿíà Áàèðîâíà, lobsanova tb@mail.ru, ñòóäåíò, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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1.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü (Ω, {Ft}t ≥ 0,F ,P) - âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Si, i = 1, 2,
ñòîèìîñòè àêòèâîâ, îïèñûâàåìûå ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè:

dSi(t)

Si(t)
= µidt+ σidWi(t) + aidΓi(t),

Si(0) = si > 0, i = 1, 2,

(2)

ãäå µi(t, Si(t)), σi(t, Si(t)), ai(t, Si(t)) � çàäàííûå ôóíêöèè, W (t) = (W1(t),W2(t)) �
äâóìåðíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè, Γ(t) = (Γ1(t),Γ2(t)) �
äâóìåðíûé îáîáùåííûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè.

Ïóñòü Gt = σ (S(s), 0 ≤ s ≤ t), ãäå S(t) = (S1(t), S2(t)) ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ñòîèìîñòåé
àêòèâîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h(t) = (h1(t), h2(t)) äâóìåðíûé èíâåñòèöèîííûé ïðîöåññ, èëè
ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâàíèÿ, ãäå hi(t) � äîëÿ êàïèòàëà, èíâåñòèðîâàííàÿ â i-é àêòèâ â
ìîìåíò âðåìåíè t.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì íàçûâàòü ñòðàòåãèþ h(t) = (h1(t), ..., hm(t)) äîïóñòèìîé, åñëè
îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1.
m∑
i=1

hi(t) = 1

2. h(t) ïðîãðåññèâíî èçìåðèì ïî Gt

3. P

[
t∫

0

hT (s)h(s)ds <∞
]

= 1 äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ t ≥ 0

Ïóñòü h(t) äîïóñòèìàÿ ñòðàòåãèÿ èíâåñòèðîâàíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå,
ñèëüíîå, ïî÷òè âñåãäà ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå V (t), óäîâëåòâîðÿþùåå ÑÄÓ

dV (t)

V (t)
= h1

dS1(t)

S1(t)
+ h2

dS2(t)

S2(t)
=

= h1(µ1dt+ σ1dW1(t) + a1dΓ1(t)) +
+ h2(µ2dt+ σ2dW2(t) + a2dΓ2(t)),

V (0) = v > 0,

(3)

ãäå
dSi(t)

Si(t)
çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (2). Ïðîöåññ V (t) ñîîòâåòñòâóåò êàïèòàëó ïîðòôåëÿ â

ìîìåíò âðåìåíè t, ãäå hi(t) � äîëÿ êàïèòàëà, èíâåñòèðîâàííàÿ â i-é àêòèâ.
Îáîçíà÷èì lnV (t) = F (t). Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå Èòî èç (3) ïîëó÷èì

dF (t) = (h1µ1 + h2µ2 −
1

2
h2

1σ
2
1 −

1

2
h2

2σ
2
2)dt+

+h1σ1dW1(t) + h2σ2dW2(t) + h1a1dΓ1(t) + h2a2dΓ2(t),

F (0) = lnV (0) = f.

(4)

Çàäàäèì ôóíêöèîíàë J(t, h) àíàëîãè÷íûé ïåðâûì äâóì ÷ëåíàì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåé-
ëîðà ïî ìàëîìó ðèñêî÷óâñòâèòåëüíîìó ïàðàìåòðó γ â ìîäåëè Áåëåöêîãî-Ïëèñêè, à èìåííî

J(t, h) = E(F )− γD(F ),
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ãäå γ ≥ 0 � êîýôôèöèåíò ðèñêà, E(F ) è D(F ) � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ
âåëè÷èíû F (t).

Ìû ðåøàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïðè ôèêñèðîâàííîì t íàéòè max
h=(h1,...,hm)

J(t, h) íàä êëàñ-

ñîì äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé èíâåñòèðîâàíèÿ h, çàäàííûõ â îïðåäåëåíèè 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì íàçûâàòü ñòðàòåãèþ h(t) = (h1(t), ..., hm(t)) îïòèìàëüíîé, åñëè
íà íåé ðåàëèçóåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà J(t, h) â çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè t.

Ìû, îòòàëêèâàÿñü îò ìîäåëè Áåëåöêîãî-Ïëèñêè, ïðèâåäåííîé, íàïðèìåð, â ðàáîòå [5],
ñòðîèì ðèñêî÷óâñòâèòåëüíóþ ñòðàòåãèþ â ëþáîé âûáðàííûé ìîìåíò âðåìåíè. À èìåííî,
ðàññìàòðèâàåì ðàçíèöó ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äîõîäíîñòè êàïèòàëà ïîðòôå-
ëÿ è âåëè÷èíîé äèñïåðñèè ýòîé äîõîäíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì, ÿâëÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì
ðèñêà, è ìàêñèìèçèðóåì ýòîò ôóíêöèîíàë íàä êëàññîì äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé óïðàâëå-
íèÿ. Òàêîé ôóíêöèîíàë àíàëîãè÷åí ïåðâûì äâóì ÷ëåíàì ïðè ðàçëîæåíèè ôóíêöèîíàëà
Áåëåöêîãî-Ïëèñêè â ðÿä Òåéëîðà ïî ìàëîìó ðèñêî÷óâñòâèòåëüíîìó ïàðàìåòðó.

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè òàêèì îáðàçîì äëÿ áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ
ïðèâåäåí â [6].

2. Ìîäåëü ñêà÷êîîáðàçíîé äèôôóçèè

Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíîå âîçäåéñòâèå íà öåíó îïöèîíà ãàóññîâñêîãî è ïóàññîíîâñêîãî øó-
ìîâ, êàê, íàïðèìåð, â [2]. Ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ÑÄÓ), êîòîðîìó
óäîâëåòâîðÿåò öåíà, çàïèøåì â âèäå

dF (t) = µdt+ σdW (t) + adΓ(t),

F (0) = f, t ≥ 0, f ∈ R,
(5)

ãäå t � âðåìÿ, µ, σ > 0, a > 0 � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, W (t) � áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, Γ
� îáîáùåííûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, ïîðîæäàþùèé ñêà÷êè.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ P (t, f) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû F îïèñûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíî-èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ)
(ñì., íàïðèìåð, [1] è [2]):

∂P (t, f)

∂t
= −µ∂P (t, f)

∂f
+ ε

∂2P (t, f)

∂f 2
+ a

 f∫
0

P (f − z)ω(z)dz − P (f)

 , (6)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

P (0, f) = P0(f) = δ(f − f0),

îïðåäåëåííûìè íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì F , ãäå µ, ε =
σ2

2
> 0, a > 0 - êîíñòàíòû.

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå ñëó÷àÿ (1), â êîòîðîì îòñóòñòâóåò ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, â

äàííîì óðàâíåíèè ÔÏÊ âîçíèêàåò èíòåãðàëüíûé ÷ëåí a

(
f∫
0

P (f − z)ω(z)dz − P (f)

)
.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àé [3]

ω(z) = ke−kz,
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ãäå k > 0 - êîíñòàíòà. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂P (t, f)

∂t
= −µ∂P (t, f)

∂f
+ ε

∂2P (t, f)

∂f 2
+ a

 f∫
0

P (f − z)ke−kzdz − P (f)

 , (7)

P (0, f) = P0(f) = δ(f − f0).

Åñëè P (t, f) èçâåñòíà, òî ìîæíî íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñðåäíåå) âåëè÷èíû F
â ìîìåíò âðåìåíè t, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé

E(F (t)) =

∫
R

fP (t, f) df. (8)

Äèñïåðñèÿ âåëè÷èíû F â ìîìåíò âðåìåíè t çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

D(F (t)) =

∫
R

f 2P (t, f) df − E2(F (t)). (9)

Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé f ôóíêöèè P (t, f) íàõîäèò-
ñÿ ãîðàçäî ïðîùå, ÷åì ñàìà ýòà ôóíêöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è
äèñïåðñèþ ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

3. Ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû F

Ëåììà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P̂ (t, g) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé f ôóíêöèè
P (t, f), ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (7). Òîãäà âåëè÷èíû E(F (t)) è D(F (t)) ìîãóò áûòü
íàéäåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E(F (t)) = i
∂P̂ (t, 0)

∂g
, (10)

D(F (t)) =

(
∂P̂ (t, 0)

∂g

)2

− ∂2P̂ (t, 0)

∂g2
, (11)

t ≥ 0, x ∈ R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîä F−1
g ïîíèìàåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïå-

ðåìåííîé g, (., .)g îçíà÷àåò äåéñòâèå îáîáùåííîé ôóíêöèè íà îñíîâíóþ ïî ïåðåìåííîé
g.

Íàéäåì
∫
R
fP (t, f) df è

∫
R
f 2P (t, f) df .∫

R
fP (t, f) df =

∫
R
fF−1

g [P̂ (t, g)] df =

=
(
F−1
f [f ](g), P̂ (t, g)

)
g

= −i
(
δ′(g), P̂ (t, g)

)
g

=

= i

(
δ(g),

∂P̂ (t, g)

∂g

)
g

= i
∂P̂ (t, 0)

∂g
.

(12)
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∫
R
f 2P (t, f) df =

∫
R
f 2F−1

g [P̂ (t, g)] df =

=
(
F−1
f [f 2](g), P̂ (t, g)

)
g

= −i
(
δ′′(g), P̂ (t, g)

)
g

=

= −i

(
δ(g),

∂2P̂ (t, g)

∂g2

)
g

= −i∂
2P̂ (t, 0)

∂g2
.

(13)

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (12), (13) â ôîðìóëû (8), (9), óáåäèìñÿ â ñïðàâåä-
ëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà. �

Äàííàÿ ëåììà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà â ñëó÷àå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è óñëîâíîé äèñïåðñèè âåëè÷èíû F â [4].

Èç óðàâíåíèÿ ÔÏÊ (7) íàéäåì P̂ (t, g) - ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé f ôóíê-
öèè P (t, f).

Âûïîëíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ

y(t, f) =

f∫
0

P (f − z)e−kzdz, (14)

ïåðåõîäèì ê ëèíåéíîìó óðàíåíèþ 3-åãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî y(t, f)

d2

dtdf
y(t, f) +

d

dt
y(t, f) = ε

d3

df 3
y(t, f) + (εk − µ)

d2

df 2
y(t, f) + (−kµ− a)

d

df
y(t, f), (15)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(0, f) = y0(f) = δ(f). (16)

Òîãäà ðåøåíèå P (t, f) óðàâíåíèÿ (7) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íîâóþ ïåðåìåííóþ y(t, f) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì

P (t, f) =
∂

∂f
y(t, f) + ky(t, f). (17)

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè y(t, f) ïî ïåðåìåííîé f . Òîãäà óðàâíåíèÿ
(15) è (16) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

(k + gi)
∂

∂t
ŷ(t, g) = g(−gεk + gµ+ (εg2 − µk − a)i)ŷ(t, g),

ŷ(0, g) = 1,

(18)

ãäå ŷ(t, g) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè y(t, f) ïî ïåðåìåííîé f .
Ðåøåíèåì çàäà÷è (18) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ŷ(t, g) = e
−

(g3ε+ag+εk2g+(g2µ+k(µk+a))i)gt
k2+g2 . (19)

Äàëåå, çíàÿ ŷ(t, g) íàéäåì P̂ (t, g). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïå-
ðåìåííîé f ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (17). Òîãäà

P̂ (t, g) = (k + ig)ŷ(t, g), (20)
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ãäå P̂ (t, g) è ŷ(t, g) - ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé P (t, f) è y(t, f) ïî ïåðåìåííîé f
ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, èç (19), (20) è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ

P̂ (0, g) = e−if0g

ïîëó÷èì

P̂ (t, g) = e−if0ge
−

(g3ε+ag+εk2g+(g2µ+k(µk+a))i)gt
k2+g2 . (21)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëàìè (10), (11) äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E(F (t)) è
äèñïåðñèè D(F (t)) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû F â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò P (t, f).

Ýòè âåëè÷èíû îêàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûìè

E(F (t)) = f0 +
(
µ+

a

k

)
t, (22)

D(F (t)) =

(
σ2 +

2a

k2

)
t, (23)

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íåïîñðåä-
ñòâåííî èç ñâîéñòâ ãàóññîâñêîãî è ýêïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé. Îäíàêî íàø ïîäõîä
ïîçâîëÿåò îïèñàòü çàäà÷ó äðóãèì ÿçûêîì è äîïóñêàåò âîçìîæíîñòü îáîáùåíèé, â òîì
÷èñëå è íà ñëó÷àé, êîãäà ñòîèìîñòè àêòèâîâ çàâèñÿò îò ñëó÷àéíîãî ôàêòîðà (íàïðèìåð,
[6]).

4. Ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî ïîðòôåëÿ èç äâóõ àêòèâîâ, çàâèñÿùèõ îò

ïðîöåíòíîé ñòàâêè

Èòàê, ïóñòü ïîðòôåëü ñîñòîèò èç äâóõ àêòèâîâ, ðèñêîâîãî àêòèâà (íàïðèìåð, ýòî ìîæåò
áûòü áèðæåâîé èíäåêñ), è áàíêîâñêîãî ñ÷åòà. Äîõîäíîñòè àêòèâîâ îïèñûâàþòñÿ ÑÄÓ:

dS1(t)

S1(t)
= (A1 + α1R)dt+ σ1dW (t) + a1dΓ(t),

S1(0) = s > 0,

dS2(t)

S2(t)
= Rdt,

S2(0) = 1,

(24)

ãäå R - ïîñòîÿííàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà, A1, α1, σ1, a1 � çàäàííûå êîíñòàíòû,W � áðîóíîâ-
ñêîå äâèæåíèå, Γ � ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. Òðåíäû àêòèâîâ ëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñÿò
îò ïðîöåíòíîé ñòàâêè R.

Äàííàÿ ìîäåëü íåîäíîêðàòíî èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ Áåëåöêîãî è Ïëèñêè, â òîì ÷èñ-
ëå â [5], íî áåç ñëàãàåìîãî ñ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåññîì è äëÿ ëèíåéíîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè.
Â íàøåé ðàáîòå âêëþ÷åíî ýòî ñëàãàåìîå, à ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà R ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíâåñòîð ìîæåò çàíÿòü äëèííóþ èëè êîðîòêóþ ïîçèöèþ ïî îòíî-
øåíèþ ê áèðæåâîìó èíäåêñó, à òàêæå çàíèìàòü èëè îäàëæèâàòü äåíüãè ñ íåïðåðûâíûì
ïðîöåíòíûì íà÷èñëåíèåì ïî äåéñòâóþùåé ñòàâêå.
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Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ êàïèòàëà èíâåñòîðà â ìîìåíò âðåìåíè t

dV (t)

V (t)
= (h1A1 + (h1α1 + h2)R)dt+ h1σ1dW (t) + h1a1dΓ(t),

V (0) = v > 0.

(25)

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ïîðòôåëü èç äâóõ àêòèâîâ, òî ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâà-
íèÿ óäîáíî îïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: h1 = h � äîëÿ êàïèòàëà, èíâåñòèðîâàííàÿ â
áèðæåâîé èíäåêñ, è ñîîòâåòñòâåííî h2 = 1− h � äîëÿ êàïèòàëà, ðàçìåùåííàÿ íà áàíêîâ-
ñêîì ñ÷åòå.

Ïóñòü lnV (t) = F (t). Òîãäà ñîãëàñíî ôîðìóëå Èòî

dF (t) =

(
hA1 −

h2σ2
1

2
+ (hα1 + 1− h)R

)
dt+ hσ1dW (t) + ha1dΓ(t),

F (0) = lnV (0) = f.

(26)

Äëÿ ñèñòåìû (26) ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè (22),
(23) ïðè ïîäñòàíîâêå â íèõ çíà÷åíèé

µ = hA1 −
h2σ2

1

2
+ (hα1 + 1− h)R,

σ = hσ1, a = ha1

Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü ôóíêöèþ J(t, h) â ÿâíîì âèäå, ýòî áóäåò êâàäðàòè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ ïî h

J(t, h) = f0 +

(
hA1 −

h2σ2
1

2
+ (hα1 + 1− h)R +

ha1

k

)
t− γ

(
h2σ2

1 +
2ha1

k2

)
t =

= −
(

1

2
+ γ

)
σ2

1th
2 +

(
A1 + (α1 − 1)R +

a1

k
− γ 2a1

k2

)
th+ f0 + t,

ãäå γ ≥ 0.
Äëÿ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè J(t, h) íàéäåì åå ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî h è

ïðèðàâíÿåì ê íóëþ. Ïîñêîëüêó ñòàðøèé êîýôôèöèåíò −
(

1

2
+ γ

)
σ2

1t êâàäðàòè÷íîé ïî h

ôóíêöèè J(t, h) îòðèöàòåëåí ïðè t > 0, òî åå ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå
ýêñòðåìóìà

H̄γ =
(A1 +R(α1 − 1)k2 + a1k − 2γa1)

σ2
1k

2(1 + 2γ)
.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîé âûáðàííûé ìîìåíò âðåìåíè èíâåñòîð ìîæåò ìàêñèìèçèðîâàòü
äîõîä îò èíâåñòèöèé, ïðèìåíèâ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ èíâåñòèðîâàíèÿ: âëîæèòü äîëþ
êàïèòàëà, ðàâíóþ H̄γ, â ðèñêîâàííûé àêòèâ è ðàçìåñòèâ îñòàòîê êàïèòàëà 1 − H̄γ íà
áàíêîâñêîì ñ÷åòå.
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Ôåíîìåí áóôåðíîñòè:

ìåõàíèçìû åãî âîçíèêíîâåíèÿ

è ïðîÿâëåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

Ðîçîâ Í.Õ.1

Ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì ïîçíàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ êîíêðåòíûõ îáúåêòîâ è ÿâëå-
íèé îêðóæàþùåãî íàñ ìèðà ñëóæèò òåîðåòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå èõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â òî æå âðåìÿ èìåííî îáñòîÿòåëüíûé àíàëèç òàêèõ ìîäåëåé ÷àñòî
ïðèâîäèë ê ïîñòàíîâêå íîâûõ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ è ïîáóæäàë ðàçðàáîòêó íîâûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Âàæíûì ïðèìåðîì òàêîãî âçàèìíî îáîãàùàþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåîðåòè÷åñêîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàëüíîãî ÿâëåíèÿ è ãëóáîêîãî ïðîíèêíîâåíèÿ â ñóòü
ýòîãî ÿâëåíèÿ ñëóæèò òàê íàçûâàåìûé ôåíîìåí áóôåðíîñòè. Îí ëèøü ñðàâíèòåëüíî
íåäàâíî íà÷àë èçó÷àòüñÿ âñåñòîðîííå è â ïîëíîì îáú¼ìå. Íî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå
ýòîãî ôåíîìåíà ïîçâîëèëî âíåñòè íîâûå ýëåìåíòû â òðàêòîâêó ïîíÿòèÿ ¾íåëèíåéíîãî
ìèðà¿, ÿñíåå ïîíÿòü âîçìîæíûå ìåõàíèçìû ñëîæíåéøèõ îòíîøåíèé ïîðÿäêà è õàîñà â
ïðèðîäå.

Õîðîøî èçâåñòíà òà èñêëþ÷èòåëüíàÿ ðîëü, êîòîðóþ èãðàþò âñåâîçìîæíûå êîëåáàòåëü-
íûå ïðîöåññû â ìåõàíèêå, ôèçèêå, òåõíèêå, õèìèè, áèîëîãèè, ýêîíîìèêå è ò.ä. Âàæíûì
àñïåêòîì èõ èçó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîíêðåò-
íûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì.

Ïðè èññëåäîâàíèè êîëåáàòåëüíûõ îáúåêòîâ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè (èëè,
êîðî÷å, ñîñðåäîòî÷åííûõ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì), îïèñûâàåìûõ àâòîíîìíûìè ñèñòåìàìè
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óñòîé÷èâîãî
ïðåäåëüíîãî öèêëà òàêîé ñèñòåìû. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî À. Ïóàíêàðå
÷èñòî óìîçðèòåëüíî â 80-õ ãîäàõ XIX âåêà. Íî ëèøü â 20-õ ãîäàõ XX âåêà âûäàþùèéñÿ
ñîâåòñêèé ôèçèê À.À. Àíäðîíîâ óñòàíîâèë, ÷òî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë àäåêâàòíîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îòðàæåíèå (îïèñàíèå) ðåàëüíîãî ñòàöèîíàðíîãî êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà
(óñòàíîâèâøåãîñÿ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà) â ñèñòåìàõ ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè.

Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî, â çàâèñèìîñòè îò ñïåöèôèêè ïðèêëàäíîé ïðîáëåìû, â îäíîé
ñèòóàöèè ïðèíöèïèàëüíî âàæíî íàëè÷èå ëèøü åäèíñòâåííîãî òàêîãî öèêëà, à â äðóãîé,
íàîáîðîò, æåëàòåëüíî, ÷òîáû èõ áûëî íåñêîëüêî èëè äàæå ¾ìíîãî¿. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùàÿñÿ àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëüþ íåêîòîðîãî ðåàëüíîãî îáúåêòà èëè ÿâëåíèÿ, âñåãäà ñîäåðæèò ïàðàìåòðû (îò-
ðàæàþùèå êîíêðåòíûå õàðàêòåðèñòèêè èññëåäóåìîãî îáúåêòà èëè ÿâëåíèÿ), òî ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ðàçíîå êîëè÷åñòâî óñòîé-
÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ (èëè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî). Íå ñîñòàâëÿåò îñîáîãî òðóäà

1Ðîçîâ Íèêîëàé Õðèñòîâè÷, ïðîôåññîð, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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ïðèâåñòè ïðèìåðû ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóþùèì âûáîðîì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîæíî îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå ëþáîãî
êîíå÷íîãî a priori çàäàííîãî ÷èñëà óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.

Â ðàçíîîáðàçíûõ îáëàñòÿõ íàóêè, íîâîé òåõíèêè è ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ êîëåáàòåëüíûå îáúåêòû ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè (èëè, êîðî÷å, ðàñ-
ïðåäåëåííûå êîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû), ñîñòîÿíèå êîòîðûõ çàâèñèò è îò âðåìåíè, è îò
ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ: ñîñòîÿíèå îáúåêòà â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïåðèîäè-
÷åñêè ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Èíà÷å ãîâîðÿ, â òàêèõ îáúåêòàõ íàáëþäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå
(ïî âðåìåíè) àâòîêîëåáàíèÿ, èëè àâòîâîëíîâûå ïðîöåññû (òåðìèí Ð.Â.Õîõëîâà).

Äèíàìèêà ïîäîáíûõ îáúåêòîâ ìîäåëèðóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, äîïîëíåííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Àâòîêî-
ëåáàòåëüíîìó ðåæèìó îòâå÷àåò óñòîé÷èâûé öèêë (èëè ïðîñòî öèêë), òî åñòü ñòàöèîíàð-
íîå â ïðîñòðàíñòâå è ïåðèîäè÷åñêîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè, óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì.

Òàêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, êîíå÷íî, ñîäåðæèò è ïàðàìåòðû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñâîé-
ñòâà ðåàëüíîãî îáúåêòà èëè ÿâëåíèÿ. Åñëè ïàðàìåòðû ôèêñèðîâàíû, òî êðàåâàÿ çàäà÷à
ìîæåò äîïóñêàòü îäèí èëè íåñêîëüêî öèêëîâ (èëè íå èìåòü íè îäíîãî). Óñòàíîâëåíèå
èõ ÷èñëà âåñüìà âàæíî, ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå îçíà÷àåò âûÿñíåíèå êîëè÷åñòâà ñîñóùå-
ñòâóþùèõ â ðåàëüíîñòè àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ. Åñòåñòâåííî, ÷èñëî òàêèõ öèêëîâ,
âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. À ïîòîìó âîçíèêàåò ÷èñòî
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòè ÷èñëà óñòîé÷èâûõ öèêëîâ îò ïà-
ðàìåòðîâ â êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (èëè óðàâíåíèÿ)
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ãîâîðÿò, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû íàáëþ-
äàåòñÿ ôåíîìåí áóôåðíîñòè, åñëè ó ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äàííîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå çíà÷å-
íèé âõîäÿùèõ â íå¼ ïàðàìåòðîâ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ëþáîå êîíå÷íîå çàðàíåå ôèêñèðîâàí-
íîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ óñòîé÷èâûõ öèêëîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, áóôåðíîñòü îçíà÷àåò
òåîðåòè÷åñêóþ âîçìîæíîñòü äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N òàê ïîäîáðàòü õàðàêòåðèñòèêè
îáúåêòà, ÷òîáû â íåì ðåàëèçîâûâàëîñü N ðàçíûõ àâòîâîëíîâûõ ðåæèìîâ.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîä ôåíîìåí áóôåðíîñòè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, çàâèñÿùåé îò ïà-
ðàìåòðîâ, ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: â å¼ ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè íàäëåæàùåì
âûáîðå ïàðàìåòðîâ, ñóùåñòâóåò ëþáîå a priori âûáðàííîå êîíå÷íîå ÷èñëî îäíîòèïíûõ
àòòðàêòîðîâ (óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè
ðåøåíèé, òîðîâ è ò.ä.).

Çàäà÷ó îá èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðåæèìîâ â êîëåáàòåëüíûõ îáúåê-
òàõ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïîñòàâèë ñîâåòñêèé ôèçèê
À.À. Âèòò [1]. Èìÿ è òðóäû ýòîãî çàìå÷àòåëüíîãî íàøåãî ó÷åíîãî, ê ñîæàëåíèþ, ìàëî
èçâåñòíû, êðîìå, ïîæàëóé, åãî ðàáîòû [2]. Ìåæäó òåì, Àëåêñàíäð Àäîëüôîâè÷ Âèòò, ñî-
òðóäíèê è êîëëåãà À.À. Àíäðîíîâà, îäèí èç ÿðêèõ ïðåäñòàâèòåëåé ñîâåòñêîé øêîëû òåî-
ðèè êîëåáàíèé, âûïîëíèâøèé ðÿä îðèãèíàëüíûõ è ïåðñïåêòèâíûõ èññëåäîâàíèé, ñîàâòîð
êëàññè÷åñêîé ìîíîãðàôèè ¾Òåîðèÿ êîëåáàíèé¿. À.À. Âèòò áûë ðåïðåññèðîâàí (è ïîãèá â
1937 ãîäó), åãî ïóáëèêàöèè öèòèðîâàëèñü ðåäêî, à åãî ôàìèëèÿ ñðåäè àâòîðîâ êíèãè [3] íå
çíà÷èëàñü è áûëà âîññòàíîâëåíà ëèøü ÷åðåç ìíîãî ëåò [4]. À.À. Âèòò âûñêàçàë ãèïîòåçó î
òîì, ÷òî â òàê íàçûâàåìîì ¾àâòîãåíåðàòîðå ñ îòðåçêîì äëèííîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè â
öåïè îáðàòíîé ñâÿçè¿ ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü ñðàçó íåñêîëüêî óñòîé÷èâûõ öèêëîâ. Ïîçæå
ôàêò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ðåàëüíîãî
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àâòîãåíåðàòîðà áûë óñòàíîâëåí ôèçèêàìè ýêñïåðèìåíòàëüíî [5]. Ìàòåìàòè÷åñêîå æå èñ-
ñëåäîâàíèå ôåíîìåíà áóôåðíîñòè áûëî èíèöèèðîâàíî Þ.Ñ. Êîëåñîâûì, èçó÷àâøèì åãî
ñíà÷àëà ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè â ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ [6], à
çàòåì òåîðåòè÷åñêè â ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ [7]. Åìó æå ïðèíàäëåæèò è ñàì òåðìèí
¾áóôåðíîñòü¿.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ÿâëåíèÿ áóôåðíîñòè ìîæíî
íàéòè â ñòàòüÿõ è ìîíîãðàôèÿõ [8�12]. Ðàññìàòðèâàåìûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé íåëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî èëè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, à ñöåíàðèé âîç-
ðàñòàíèÿ ÷èñëà, íàïðèìåð, èõ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ðåøåíèé (öèêëîâ)
îáû÷íî ðàçâîðà÷èâàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà, îòâå÷àþùåãî çà ýíåð-
ãèþ ñèñòåìû. (Â êà÷åñòâå òàêîâîãî âî ìíîãèõ ðàäèîôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ âûñòóïàåò
êîýôôèöèåíò óñèëåíèÿ.) Ñóùåñòâåííî, ÷òî ñàì ôåíîìåí áóôåðíîñòè ñïåöèôè÷åí äëÿ áè-
ôóðêàöèîííîãî ïðîöåññà, â õîäå ðàçâèòèÿ êîòîðîãî è ïðîèñõîäèò íåîãðàíè÷åííûé ðîñò
êîëè÷åñòâà ñîñóùåñòâóþùèõ óñòîé÷èâûõ àòòðàêòîðîâ.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ÿâëåíèå áóôåðíîñòè ¾òèïè÷íî¿ äëÿ âåñüìà
øèðîêîãî êëàññà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûå àäåêâàòíî îïèñûâàþò ìíîãèå íåëè-
íåéíûå êîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû â åñòåñòâîçíàíèè (â ðàäèîôèçèêå [13, 14], ìåõàíèêå [15],
îïòèêå [16], òåîðèè ãîðåíèÿ [17], ýêîëîãèè [18], íåéðîäèíàìèêå [19]). Ïîìèìî ýòîãî, óäà-
ëîñü ïðîñëåäèòü ñâÿçü ôåíîìåíà áóôåðíîñòè ñ òàêèìè íåòðèâèàëüíûìè ÿâëåíèÿìè, êàê
òóðáóëåíòíîñòü è äèíàìè÷åñêèé õàîñ [20�22].

Äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé ñâÿçàíû ñ ïðåîäîëå-
íèåì ñåðüåçíûõ àíàëèòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Îñíîâíûì ñðåäè ìàòåìàòè÷åñêèõ èíñòðóìåí-
òîâ, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ àíàëèçà ôåíîìåíà áóôåðíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä áåñêîíå÷íîìåð-
íîé íîðìàëèçàöèè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñïåöèàëüíûé âàðèàíò àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòî-
äà Êðûëîâà � Áîãîëþáîâà � Ìèòðîïîëüñêîãî � Ñàìîéëåíêî è ñìûêàþùèéñÿ â àëãîðèò-
ìè÷åñêîì ïëàíå ñ ìåòîäîì êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì Þ.Ñ.Êîëåñîâà [23].

Êàê áûëî îòìå÷åíî, áóôåðíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíèâåðñàëüíîå íåëèíåéíîå ÿâëå-
íèå, âîçíèêàþùåå â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé åñòåñòâîçíàíèÿ. Ïî-
ýòîìó âåñüìà àêòóàëüíà ïðîáëåìà èçó÷åíèÿ òèïîâûõ ñöåíàðèåâ íàêàïëèâàíèÿ àòòðàêòî-
ðîâ â ðàçëè÷íûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè óäàëîñü âûÿâèòü ÷åòûðå
òàêèõ ñöåíàðèÿ: â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî ñöåíàðèé Âèòòà, ÿâëÿþùèéñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-
íåííûì, à òàêæå òüþðèíãñêèé, ãàìèëüòîíîâ è ãîìîêëèíè÷åñêèé ìåõàíèçìû íàêàïëèâàíèÿ
àòòðàêòîðîâ.

Ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ ìåõàíèçì Âèòòà (íàçâàííûé íàìè â ïàìÿòü î
À.À. Âèòòå), õàðàêòåðíà äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàþùèõñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (íàïðèìåð, äëÿ àâòîêîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ â ðàñïðå-
äåëåííûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ), è çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåêîòîðîé
ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû èìååò ìåñòî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé ñ÷åòíîãî ÷èñëà ÷èñòî ìíèìûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à ïðè èçìåíåíèè âõîäÿùèõ â ýòó ñèñòåìó ïàðàìåòðîâ ïðîèñõîäèò
ïîñëåäîâàòåëüíîå ñìåùåíèå ÷àñòè òî÷åê ñïåêòðà â ïðàâóþ êîìïëåêñíóþ ïîëóïëîñêîñòü.
Òîãäà, ïðè îòñóòñòâèè îïðåäåëåííûõ ðåçîíàíñíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷à-
ñòîòàìè ñèñòåìû, â òàêîé ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ôåíîìåí áóôåðíîñòè â ïðîñòåéøåì åãî
âàðèàíòå: ïðîèñõîäèò íåîãðàíè÷åííîå íàêàïëèâàíèå êâàçèãàðìîíè÷åñêèõ (òî åñòü áëèç-
êèõ ê ãàðìîíè÷åñêèì ïî âðåìåíè) óñòîé÷èâûõ öèêëîâ, ïðè÷åì êàæäûé îòäåëüíî âçÿòûé
öèêë ðîæäàåòñÿ èç íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâûì, à çàòåì îáðåòàåò óñòîé-
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÷èâîñòü, ïîäðàñòàÿ ïî àìïëèòóäå [9, 11, 13, 14].

Òüþðèíãñêèé ìåõàíèçì îòëè÷àåòñÿ îò ìåõàíèçìà Âèòòà ïî ñóùåñòâó ëèøü òåì, ÷òî
êàæäûé èíäèâèäóàëüíûé öèêë (èëè ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ) ïðè èçìåíåíèè óïðàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ ñíà÷àëà îáðåòàåò óñòîé÷èâîñòü, à çàòåì ñíîâà åå òåðÿåò. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ
îáùåå ÷èñëî àòòðàêòîðîâ è óâåëè÷èâàåòñÿ, íî èõ ñîñòàâ ïîñòîÿííî îáíîâëÿåòñÿ.

Êàê ïîêàçàíî â [12], äàííàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì â ñèñòåìàõ òèïà
ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì óìåíüøåíèè êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, íî
ìîæåò âîçíèêàòü è â ñèñòåìàõ ñ çàïàçäûâàíèåì ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè âðåìåíè
çàïàçäûâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñ íåé ìû ñòàëêèâàåìñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè õîðîøî èçâåñòíîé
ìîäåëè ¾áðþññåëÿòîð¿, èçó÷àâøåéñÿ åù¼ À. Òüþðèíãîì (îòñþäà è íàçâàíèå � òüþðèíã-
ñêèé ìåõàíèçì).

Îïèñàííûå ñöåíàðèè íàêàïëèâàíèÿ àòòðàêòîðîâ õàðàêòåðíû, åñòåñòâåííî, òîëüêî äëÿ
ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì. ×òî æå êàñàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûõ
ñèñòåì, òî â íèõ ïðîñòåéøèì ìåõàíèçìîì âîçíèêíîâåíèÿ áóôåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ, ïî âñåé
âèäèìîñòè, òàê íàçûâàåìûé ãàìèëüòîíîâ ñöåíàðèé, ïðîèëëþñòðèðîâàííûé â [24, 25] íà
ðÿäå äâóìåðíûõ îòîáðàæåíèé èç ìåõàíèêè è íà ñèñòåìàõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, áëèçêèõ ê äâóìåðíûì ãàìèëüòîíîâûì. Ñóòü ýòîãî ñöåíàðèÿ ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íåêîòîðóþ ãàìèëüòîíîâó èëè êîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ôèçèêè òàêèå ñèñòåìû ÷àñòî íàçûâàþò îáðàòè-
ìûìè, òàê êàê îíè íå ìåíÿþòñÿ ïðè îáðàùåíèè âðåìåíè) ñ ïîëóòîðà èëè áîëåå ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Ñîãëàñíî âûðàáîòàííûì ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè îáùèì ïðåäñòàâëåíèÿì î äèíà-
ìèêå òàêèõ ñèñòåì, õàîòè÷åñêèå äâèæåíèÿ â íèõ ñîñóùåñòâóþò ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì òàê
íàçûâàåìûõ îñòðîâêîâ óñòîé÷èâîñòè, ïðèìûêàþùèõ ê ýëëèïòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì ðàâ-
íîâåñèÿ èëè öèêëàì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíåøíèå õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè íå ìîãóò ïîïàñòü
âíóòðü óïîìÿíóòûõ îñòðîâêîâ, è íàîáîðîò, ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ èç îñòðîâêà, êîòîðàÿ â ïðî-
ñòåéøåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîé, îñòàåòñÿ â íåì ïðè âñåõ
t ∈ R.

Ïðåäïîëîæèì, äàëåå, ÷òî íàøà ñèñòåìà âîçìóùåíà ìàëûìè äîáàâêàìè, îáåñïå÷èâà-
þùèìè åå äèññèïàòèâíîñòü. Òîãäà íåêîòîðûå èç óïîìÿíóòûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ èëè
öèêëîâ ìîãóò ñòàòü àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè, íà ìåñòå îñòðîâêîâ óñòîé÷èâîñòè âîç-
íèêàþò àòòðàêòîðû è, ÷òî ñàìîå ãëàâíîå, êîëè÷åñòâî ïîñëåäíèõ ìîæåò íåîãðàíè÷åííî
óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè ñòðåìëåíèè âîçìóùåíèé ê íóëþ. À ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå áóôåðíîñòè, ìåõàíèçì êîòîðîãî óìåñòíî íà-
çâàòü ãàìèëüòîíîâûì.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ãàìèëüòîíîâ ìåõàíèçì, íåñìîòðÿ íà åãî ïðîñòîòó, äî ñèõ ïîð
îñòàâàëñÿ íàèìåíåå èçó÷åííûì, õîòÿ îí ïîäêðåïë¼í öåëûì ðÿäîì ñîäåðæàòåëüíûõ ïðè-
ìåðîâ � ñêàæåì, óðàâíåíèÿìè ìàÿòíèêîâîãî òèïà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ïî âðåìåíè ìàëûìè
äîáàâêàìè [26] (â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òàêîãî òèïà óðàâíåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ñè-
ñòåìàìè ñ ïîëóòîðà ñòåïåíÿìè ñâîáîäû).

Â ñëó÷àå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóþò è äðóãèå,
çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíûå ìåõàíèçìû íàêàïëèâàíèÿ óñòîé÷èâûõ öèêëîâ, êîòîðûå îáó-
ñëîâëåíû íàëè÷èåì â ñèñòåìàõ òàê íàçûâàåìûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ êàñàíèé; ñ íåêîòîðîé
äîëåé óñëîâíîñòè òàêèå ìåõàíèçìû ìîæíî íàçâàòü ãîìîêëèíè÷åñêèìè. Ñðåäè áîëüøîãî
êîëè÷åñòâà ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ñèñòåì ñ ãîìîêëèíè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, îñòà-
íîâèìñÿ ëèøü íà òðåõ, èìåþùèõ íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê íàøåé òåìàòèêå.
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Ïåðâûé ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äëÿ Cr-ãëàäêîé (r ≥ 4) ñèñòåìû îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â R3 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ó íåå ñóùåñòâóåò
èçîëèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè

λ1,2 = γ ± iω, γ > 0, ω 6= 0, λ3 > 0.

Ïóñòü, äàëåå, èìååòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ ê O òðàåêòîðèÿ Γ. Òîãäà, êàê óñòàíîâëåíî
È.Ì. Îâñÿííèêîâûì è Ë.Ï. Øèëüíèêîâûì, ïðè

σ1 = Reλ1 + λ3 > 0, σ2 = 2Reλ1 + λ3 < 0

â êëàññå òàêèõ ñèñòåì ïëîòíû ñèñòåìû ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ äâèæåíèé.

Âòîðîé ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òîëüêî ÷òî îïèñàííîìó, ïðèíàäëåæèò Íüþõàóñó. Ïóñòü
p � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñåäëîâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà Cr-äèôôåîìîðôèçìà f â R2, äëÿ êî-
òîðîãî det f ′(p) < 1, è ïóñòü óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè p êàñàþòñÿ
äðóã äðóãà â íåêîòîðîé òî÷êå p0. Òîãäà â ñêîëü óãîäíî ìàëîé C

r-îêðåñòíîñòè f ñóùåñòâóåò
äèôôåîìîðôèçì f̃ , èìåþùèé áåñêîíå÷íî ìíîãî óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò.

Òðåòèé ðåçóëüòàò, ïðèíàäëåæàùèé Í.Ê. Ãàâðèëîâó è Ë.Ï. Øèëüíèêîâó, ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ïîÿâëåíèþ èëè èñ÷åçíîâåíèþ òî÷êè ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ ïðåäøåñòâóþò
êàñêàäû áèôóðêàöèé òèïà ñåäëî-óçåë. Ïðè ýòèõ áèôóðêàöèÿõ ðîæäàþòñÿ ïàðû öèêëîâ
� óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé, ïðè÷åì êîëè÷åñòâî óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæå-
íèé çà ñ÷åò ïîäõîäÿùåãî âûáîðà áèôóðêàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü
óãîäíî áîëüøèì. Êîíêðåòíûå ïðèìåðû, â êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ óêàçàííûé ñöåíàðèé âîç-
íèêíîâåíèÿ áóôåðíîñòè, õîðîøî èçâåñòíû (óðàâíåíèå Äóôôèíãà ñ ìàëîé äèññèïàöèåé è
ìàëûì ïåðèîäè÷åñêèì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, óðàâíåíèå êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ ìàëûì
çàòóõàíèåì è âèáðèðóþùåé òî÷êîé ïîäâåñà).

Îòìåòèì, ÷òî ðåàëèçóåìîñòü ôåíîìåíà áóôåðíîñòè â àâòîãåíåðàòîðàõ ñ îòðåçêîì
äëèííîé ëèíèè â öåïè îáðàòíîé ñâÿçè áûëà ïîäòâåðæäåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî [8, 14].
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Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé
óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ îáîáùåííî

íüþòîíîâñêîé ñðåäû

Ñàìîõèí Â.Í.1, Ôàäååâà Ã.Ì.2, ×å÷êèí Ã.À.3

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîãðàíè÷-

íîãî ñëîÿ äëÿ îáîáùåííî íüþòîíîâñêîé ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû, ïðåäëîæåííîé Î.À.

Ëàäûæåíñêîé. Äîêàçàíà òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé ñêîðîñòè ñðåäû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå îò íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòåé. Âûâåäå-

íî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèÿ êîòîðîãî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ

ïîñòðîåíèÿ àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

Äîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ

àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê àâòîìîäåëüíîìó.

Ââåäåíèå. Ïîâåäåíèå ïîãðàíè÷íûõ ñëî¼â æèäêîñòè ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ó÷¼íûõ íà
ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ äåñÿòèëåòèé. Èäåÿ Ïðàíäòëÿ î ðàçäåëåíèè æèäêîñòè íà îñíîâíîé
ïîòîê è ïîãðàíè÷íûé ñëîé ñòàëà àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ãèä-
ðîäèíàìèêè ñ íà÷àëà XX-ãî âåêà. Ïðàíäòëü âûâåë ñèñòåìó óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
äëÿ íüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé, íî òå æå èäåè ïîçæå áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ âûâåäåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äëÿ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé, â ÷àñòíîñòè, ïñåâ-
äîïëàñòè÷åñêèõ, äèëàòàíòíûõ (ñì. [1]), ìîäèôèöèðîâàííîé æèäêîñòè Î.À.Ëàäûæåíñêîé
(ñì. [2, 3, 4, 5]) è ò.ï. Òàêæå áûëè èññëåäîâàíû íåêîòîðûå âîïðîñû àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî-
âåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ òèïà Ïðàíäòëÿ (ñì. [6, 7, 8, 9]). Â ðàáîòàõ
[10, 11, 12, 13, 14] èçó÷åíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïîãðà-
íè÷íîãî ñëîÿ îò íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòåé â ñëó÷àå íüþòîíîâñêîé è äèëàòàíòíîé
æèäêîñòåé.

Â ñòàòüå àâòîðîâ [2] ðàññìîòðåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äâóìåðíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
äëÿ ìîäåëè ìàëî âÿçêîé ñïëîøíîé ñðåäû, ïðåäëîæåííîé Î.À. Ëàäûæåíñêîé. Ñèñòåìà
óðàâíåíèé ðàññìîòðåíà â ôîðìå Ð.Ìèçåñà, òî åñòü ñâåäåíà ê îäíîìó êâàçèëèíåéíîìó
óðàâíåíèþ. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîäîëæåíèÿ ïî-
ãðàíè÷íîãî ñëîÿ.

1Ñàìîõèí Âÿ÷åñëàâ Íèêîëàåâè÷, vnsamokhin@mtu-net.ru, ïðîôåññîð, Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò ïå÷àòè èì. Èâàíà Ôåäîðîâà.

2Ôàäååâà Ãàëèíà Ìèõàéëîâíà, ownletters@mail.ru, àñïèðàíò, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

3×å÷êèí Ãðèãîðèé Àëåêñàíäðîâè÷, chechkin@mech.math.msu.su, ïðîôåññîð, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áóäåò äîêàçàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé ñêîðîñòè æèäêîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå îò íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ñêîðîñòåé è àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòîé ñîñòàâëÿþùåé ïðè íåîãðàíè÷åííîì óäàëåíèè âíèç ïî ïîòîêó
îò òî÷êè çàäàíèÿ íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ.

Îöåíêà ðàçíîñòè äâóõ ðåøåíèé. Èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
îáîáùåííî íüþòîíîâñêîé ñðåäû èìååò âèä
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∂y

)2
)
∂u

∂y

)
− u∂u

∂x
− v∂u

∂y
=

1

ρ

∂ρ

∂x
,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0

(1)

è ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè D = {0 < x < X, 0 < y < +∞} ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, y) = u0(y), u(x, 0) = 0, v(x, 0) = v0(x),

u(x, y)→ U(x) ïðè y → +∞,
(2)

ãäå U(x) è p(x) ñâÿçàíû óðàâíåíèåì Áåðíóëëè ρU2(x) + 2p(x) = const.
Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé åäèíèöå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî k � ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Íàïîìíèì, ÷òî â [15], ãäå îáñóæäàåòñÿ äàííàÿ
ìîäåëü äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû, äàíî îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî k � 1. Îòìåòèì òàêæå,
÷òî îáîñíîâàíèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1) äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè
íåíüþòîíîâñêîé ñðåäû â ïîãðàíè÷íîì ñëîå, äàíî ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (2.3) â ðàáîòå [5].

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) ðàññìîòðèì â ôîðìå Ð.Ìèçåñà, òî åñòü ñâåäåì (ñì. [2]) ê îäíîìó
êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ âèäà

ν
√
w

(
1 +

3

4
k

(
∂w

∂ψ

)2
)
∂2w

∂ψ2
− ∂w

∂x
− v0(x)

∂w

∂ψ
= 2

dp

dx
(3)

â îáëàñòè G = {0 < x < +∞, 0 < ψ < +∞} ñ óñëîâèÿìè

w(0, ψ) = w0(ψ);w(x, 0) = 0;w(x, ψ)→ U2(x); ïðè ψ → +∞. (4)

Çäåñü w(x, ψ) = u2(x, y).
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. . Ïóñòü
dp

dx
≤ 0; w1(x, ψ), w2(x, ψ) � òàêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4), ÷òî

w1(0, ψ) = w10(ψ), w2(0, ψ) = w20(ψ), (5)

ïðè÷åì
+∞∫
0

|
√
w10(ψ)−

√
w20(ψ)|dψ < +∞.

Òîãäà
+∞∫
0

|
√
w1(x, ψ)−

√
w2(x, ψ)|dψ ≤
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≤
(
P (0)

P (x)

)1/2
+∞∫
0

|
√
w10(ψ)−

√
w20(ψ)|dψ,

ãäå

P (x) = p(0)− p(x) +
1

2
max

0<ψ<∞
{w10(ψ), w20(ψ)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè wi(x, ψ), i = 1, 2, íåïðåðûâíû â çàìûêàíèè îá-
ëàñòè G è èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå wx, wψ, wψψ â G; êðîìå òîãî, wi(x, ψ) ïîëî-
æèòåëüíû ïðè ψ > 0.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ν
∂2(w1 − w2)

∂ψ2
+ ν

3

4
k

((
∂w1

∂ψ

)2
∂2w1

∂ψ2
−
(
∂w2

∂ψ

)2
∂2w2

∂ψ2

)
−

−2
∂(
√
w1 −

√
w2)

∂x
− 2v0(x)

∂(
√
w1 −

√
w2)

∂ψ
−

−2
dp

dx

(
1
√
w1

− 1
√
w2

)
= 0.

Óìíîæèì åãî íà ãëàäêóþ ôóíêöèþ Φ(x, ψ) òàêóþ, ÷òî Φ(x, ε) = 0, Φ(x, 1/ε) = 0, è ïðîèí-
òåãðèðóåì ïî îáëàñòè Gε = {0 < x < X, ε < ψ < 1/ε}, ãäå ε � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî. Ïðåîáðàçóÿ íåêîòîðûå ñëàãàåìûå èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

1/ε∫
ε

X∫
0

ν
∂2(w1 − w2)

∂ψ2
Φ(x, ψ)dxdψ+

+
3

4
νk

1/ε∫
ε

X∫
0

(
∂w1

∂ψ

)2
∂2w1

∂ψ2
Φ(x, ψ)dxdψ−

−3

4
νk

1/ε∫
ε

X∫
0

(
∂w2

∂ψ

)2
∂2w2

∂ψ2
Φ(x, ψ)dxdψ−

−2

1/ε∫
ε

X∫
0

∂(
√
w1 −

√
w2)

∂x
Φ(x, ψ)dxdψ−

−2

1/ε∫
ε

X∫
0

v0(x)
∂(
√
w1 −

√
w2)

∂x
Φ(x, ψ)dxdψ−

−2

1/ε∫
ε

X∫
0

dp

dx

(
1
√
w1

− 1
√
w2

)
Φ(x, ψ)dxdψ =

= ν

X∫
0

∂(w1 − w2)

∂ψ
Φ(x, ψ)

∣∣∣∣∣∣
1/ε

ε

dx−
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−ν
1/ε∫
ε

X∫
0

∂(w1 − w2)

∂ψ

∂Φ(x, ψ)

∂ψ
dxdψ+

+
3

4
νk

X∫
0

1

3

(
∂w1

∂ψ

)3

Φ(x, ψ)

∣∣∣∣∣∣
1/ε

ε

dx−

−1

4
νk

1/ε∫
ε

X∫
0

(
∂w1

∂ψ

)3
∂Φ(x, ψ)

∂ψ
dxdψ−

−3

4
νk

X∫
0

1

3

(
∂w2

∂ψ

)3

Φ(x, ψ)

∣∣∣∣∣∣
1/ε

ε

dx+

+
1

4
νk

1/ε∫
ε

X∫
0

(
∂w2

∂ψ

)3
∂Φ(x, ψ)

∂ψ
dxdψ−

−2

1/ε∫
ε

(
√
w1 −

√
w2)Φ(x, ψ)

∣∣∣∣∣∣
X

0

dψ+

+2

1/ε∫
ε

X∫
0

(
√
w1 −

√
w2)

∂Φ(x, ψ)

∂x
dxdψ−

−2

1/ε∫
ε

(
√
w1 −

√
w2)v0(x)Φ(x, ψ)

∣∣∣∣∣∣
1/ε

ε

dx+

+2

1/ε∫
ε

X∫
0

v0(x)(
√
w1 −

√
w2)

∂Φ(x, ψ)

∂ψ
dxdψ+

+2

1/ε∫
ε

X∫
0

dp

dx

(√
w1 −

√
w2√

w1
√
w2

)
Φ(x, ψ)dxdψ =

= −ν
X∫

0

(w1 − w2)
∂Φ(x, ψ)

∂ψ

∣∣∣∣∣∣
1/ε

ε

dx+

+ν

1/ε∫
ε

X∫
0

(w1 − w2)
∂2Φ(x, ψ)

∂ψ2
dxdψ−

−νk
4

1/ε∫
ε

X∫
0

((
∂w1

∂ψ

)3

−
(
∂w2

∂ψ

)3
)
∂Φ(x, ψ)

∂ψ
dxdψ+
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+2

1/ε∫
ε

X∫
0

(
√
w1 −

√
w2)

∂Φ(x, ψ)

∂x
dxdψ+

+2

1/ε∫
ε

X∫
0

v0(x)(
√
w1 −

√
w2)

∂Φ(x, ψ)

∂ψ
dxdψ+

+2

1/ε∫
ε

X∫
0

dp

dx

(√
w1 −

√
w2√

w1
√
w2

)
Φ(x, ψ)dxdψ−

−2

1/ε∫
ε

(
√
w1 −

√
w2)

∣∣∣∣X
0

(Φ(X,ψ)− Φ(0, ψ))dψ = 0.

îòñþäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ∫
Gε

(
ν
∂2Φ

∂ψ2
(w1 − w2) + 2(

√
w1 −

√
w2)

∂Φ

∂x
+ 2v0(

√
w1−

√
w2)

∂Φ

∂ψ
+

+ 2Φ
dp

dx

(√
w1 −

√
w2√

w1
√
w2

))
dxdψ+

+2

1/ε∫
ε

Φ(0, ψ) (
√
w1 −

√
w2)|x=0 dψ− (6)

−2

1/ε∫
ε

Φ(X,ψ) (
√
w1 −

√
w2)|x=X dψ+

+ν

X∫
0

∂Φ(x, ε)

∂ψ
(w1 − w2) |ψ=ε dx−

−ν
X∫

0

∂Φ(x, 1/ε)

∂ψ
(w1 − w2) |ψ=1/ε dx−

−νk
4

1/ε∫
ε

X∫
0

((
∂w1

∂ψ

)3

−
(
∂w2

∂ψ

)3
)
∂Φ

∂ψ
dψdx = 0.

Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ(x, ψ) óäîâëåòâîðÿåò â îáëàñòè Gε óðàâíåíèþ

M(Φ) ≡ ν(
√
w1 +

√
w2)

∂2Φ

∂ψ2
+ 2

∂Φ

∂x
+ 2v0

∂Φ

∂ψ
− (7)

−νk
4

(
∂w1

∂ψ

)3

−
(
∂w2

∂ψ

)3

√
w1 −

√
w2

∂Φ

∂ψ
+

2
√
w1
√
w2

dp

dx
Φ = 0
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ñ óñëîâèÿìè Φ(x, ε) = 0, Φ(x, ε−1) = 0 è

Φ(X,ψ) = Φ0(ψ). (8)

Îöåíèì ðåøåíèå çàäà÷è (7)�(8) ïðè x = 0. Çàìåòèì, ÷òî wi(x, ψ) − 2P (x) ≤ 0 ïðè
x = 0 è ψ = 0; i = 1, 2 (ïðè x = 0: wi(0, ψ) = wi0(ψ) ≤ 2P (0) = max

ψ
{w10(ψ), w20(ψ)};

ïðè ψ = 0: wi(x, 0) = 0 ≤ 2P (x) = 2p(0) − 2p(x) + max
ψ
{w10(ψ), w20(ψ)}. Äàëåå, ôóíêöèè

ϕi(x, ψ) = wi(x, ψ)− 2P (x) óäîâëåòâîðÿþò â îáëàñòè G óðàâíåíèþ(
1 +

3

4
k

(
∂wi
∂ψ

)2
)
ν
√
wi
∂2ϕi
∂ψ2

− ∂ϕi
∂x
− v0

∂ϕi
∂ψ

= 0;

îíè îãðàíè÷åíû â G (ñì. òåîðåìó 1 â [1] ), ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ϕi(0) ≤ 0 â îáëàñòè G, òî åñòü

√
wi ≤

√
2P (x).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
dF

dx
+

1

2P (x)

dp

dx
F = 0

ñ óñëîâèåì F (X) = max
ψ
|Φ0(ψ)|. Åãî ðåøåíèå èìååò âèä F (x) = max

ψ
|Φ0(ψ)|

√
P (x)

P (X)
. Ïðè-

ìåíèì îïåðàòîð M ê ôóíêöèÿì F ± Φ:

M(F ± Φ) ≡M(F )±M(Φ) = 2
dF

dx
+

2
√
w1
√
w2

dp

dx
F =

=

(
− 1

P (x)

dp

dx
+

2
√
w1
√
w2

dp

dx

)
F ≤ 0,

òàê êàê
√
w1
√
w2 ≤ (

√
2P (x))2;

dp

dx
≤ 0; F (x) > 0.

Ïðè x = X: F (X)± Φ(X,ψ) ≥ 0, ïîñêîëüêó F (X) = max |Φ0(ψ)|. Ïðè ψ = ε, ψ = 1/ε:
F (x)± Φ(x, ε) ≥ 0; F (x)± Φ(x, 1/ε) ≥ 0 (òàê êàê Φ(x, ε) = Φ(x, 1/ε) = 0). Ñëåäîâàòåëüíî,
ôóíêöèè F ±Φ ≥ 0 â îáëàñòè Gε (ñíîâà ïðèìåíÿåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà); îòñþäà |Φ| ≤ F
â Gε.

Âîçüìåì â óðàâíåíèè (6) â êà÷åñòâå ôóíêöèè Φ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ñ óñëîâèÿìè
Φ(x, ε) = 0, Φ(x, 1/ε) = 0, Φ(X,ψ) = Φ0(ψ). Òîãäà

1/ε∫
ε

2Φ0(ψ)(
√
w1 −

√
w2)

∣∣∣∣
x=X

dψ =

1/ε∫
ε

2Φ(0, ψ)(
√
w1 −

√
w2)

∣∣∣∣
x=0

dψ+

+ν

X∫
0

∂Φ(x, ε)

∂ψ
(w1 − w2)

∣∣∣∣
ψ=ε

dx− ν
X∫

0

∂Φ(x, 1/ε)

∂ψ
(w1 − w2)

∣∣∣∣
ψ=1/ε

dx. (9)

Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå

∣∣∣∣∂Φ

∂ψ

∣∣∣∣ ïðè ψ = ε è ψ = 1/ε îãðàíè÷åíî ïîñòîÿííîé,

íåçàâèñÿùåé îò ε. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áàðüåðîâ. Îöåíêè ïðè ψ = ε
ïðîâîäèòñÿ òàêæå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2 â [2], à ïðè ψ = 1/ε àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â ëåììå 2.1.9 ðàáîòû [1]. Òîãäà (â ñèëó òîãî, ÷òî (w1 −w2) |ψ=1/ε →
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U2(x) − U2(x) = 0 ïðè ε → 0; (w1 − w2) |ψ=ε → 0 − 0 = 0 ïðè ε → 0) ïîëó÷èì, ÷òî äâà
ïîñëåäíèõ èíòåãðàëà â (9) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ε→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,∣∣∣∣∣∣

+∞∫
0

Φ0(ψ)(
√
w1 −

√
w2)

∣∣∣∣
x=X

dψ

∣∣∣∣∣∣ ≤
+∞∫
0

F (X)(
√
w1 −

√
w2)

∣∣∣∣
x=0

dψ.

Âçÿâ â êà÷åñòâå Φ0(x) ãëàäêèå ôóíêöèè, àïïðîêñèìèðóþùèå ïðè ε → 0 ôóíêöèþ
sgn (

√
w1(x, ψ)−

√
w2(x, ψ)), ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì òåîðåìó
î ïîâåäåíèè ôóíêöèè w(x, ψ) ïðè x → ∞. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ
ðåøåíèå çàäà÷è âûõîäèò íà àâòîìîäåëüíûé ðåæèì. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà âûâåäåì óðàâíåíèå
àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1),(2). Àâòîìîäåëüíûå çàäà÷è èãðàþò âàæíóþ ðîëü â
òåîðèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ (ñì. [16]), à òàêæå â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè,
òàê êàê äàþò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïðîñòåéøèå ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è
èçó÷àòü èõ êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) â âèäå

Pu ≡ u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
−

−ν ∂
∂y

((
1 + k

(
∂u

∂y

)2
)
∂u

∂y

)
− U(x)U ′(x) = 0,

v(x, y) = v0(x, y)−
y∫
0

∂u(x, t)

∂x
dt.

(10)

Áóäåì èñêàòü òàêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10) ñ óñëîâèÿìè (2), êîìïîíåíòà u(x, y) êîòîðûõ
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

u(x, y) = U(x)f ′η(η, λ(x)), (11)

ãäå η = y/δ(x), à ôóíêöèè δ(x) è λ(x) áóäóò îïðåäåëåíû íèæå. Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ λ

f ′(0, λ) = 0, f ′(η, λ)→ 1, η → +∞. (12)

Îáîçíà÷èì f0 = f(0, λ). Âñþäó â äàëüíåéøåì øòðèõ áóäåò îáîçíà÷àòü äèôôåðåíöèðîâà-
íèå ïî η.

Èç (1) è (12) íàõîäèì, ÷òî
∂u

∂y
=
U(x)

δ(x)
f ′′(η, λ(x)),

∂2u

∂y2
=
U(x)

δ2(x)
f ′′′(η, λ(x)),

∂u

∂x
=
dU

dx
f ′ + U(x)

∂f ′

∂λ

dλ(x)

dx
− U(x)

δ(x)
f ′′η

dδ(x)

dx
,

v(x, y) = v0(x)− δ(x)
dU(x)

dx
(f − f0)− U(x)δ(x)

dλ(x)

dx

∂(f − f0)

∂λ
+

+U(x)ηf ′
dδ(x)

dx
− U(x)(f − f0)

dδ(x)

dx
.

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â (10), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Pu ≡ −ν ∂
∂y

((
1 + k

(
U(x)

δ(x)
f ′′
)2
)
U(x)

δ(x)
f ′′

)
+
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+U(x)f ′
(
U ′(x)f ′ + U(x)

∂f ′

∂λ

dλ

dx
− U(x)

δ
f ′′η

∂δ

dx

)
+

+

(
v0 − δU ′(x)(f − f0)− U(x)δ

dλ

dx

∂(f − f0)

∂λ
+ U(x)ηf ′

dδ

dx
−

−U(x)(f − f0)
dδ

dx

)
U(x)

δ
f ′′ −−U(x)U ′(x) = 0

èëè

−ν U
δ2

(
∂

∂y

((
1 + k

(
U

δ2

)2
)
δf ′′

))
+ v0

U

δ
f ′′−

−U(x)U ′(x)f ′′(f − f0)− U2

δ
f ′′(f − f0)δ′(x) +

δ2U ′(x)

ν
(1− (f ′)2)+

+U2(x)

(
f ′
∂f ′

∂λ
− ∂(f − f0)

∂λ
f ′′
)
λ′(x) = 0.

Ïîñêîëüêó

∂

∂y

((
1 + k

(
U

δ2

)2
)
δf ′′

)
=

= 2k

(
U(x)

δ
f ′′
)
U(x)

δ2
f ′′′δf ′′ +

(
1 + k

(
U

δ
f ′′
)2
)
δf ′′′

δ
=

=

(
2k
U2(x)

δ2
(f ′′)2 + 1 + k

(
U9x)

δ
f ′′
)2
)
f ′′′ =

=

(
1 + 3k

(
U(x)f ′′

δ

)2
)
f ′′′,

òî

Pu = −ν U
δ2

((
1 + 3k

(
U(x)f ′′

δ

)2
)
f ′′′ +

+
δ

ν
(δU)′x

(
f − f0 −

v0

(δU)′x

)
f ′′ +

δU ′x
ν

(1− (f ′)2)

)
+

+U2(x)

(
f ′
∂f ′

∂λ
− ∂(f − f0)

∂λ
f ′′
)
dλ(x)

dx
= 0. (13)

Ïîëîæèì òåïåðü
δ(x)

ν
(δ(x)U(x))′ = 1, (14)

f0 = − v0(x)

(δ(x)U(x))′
, β(x) =

δ2(x)U ′(x)

ν
.

Óðàâíåíèå (14) ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè δ(x). Åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

δ(x)U(x)(δ(x)U(x))′ = νU(x),
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îòêóäà íàõîäèì:

δ2(x)U2(x)− δ2(0)U2(0) = 2ν

x∫
0

U(t)dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

δ(x) =
1

U(x)

δ2(0)U2(0) + 2ν

x∫
0

U(t)dt

1/2

,

f0 = f(0, λ) = −v0(x)

ν
δ(x), (15)

β(x) =
δ2(0)U2(0)U ′(x)

νU2(x)
+

2U ′(x)

U2(x)

x∫
0

U(t)dt.

Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (14), ïîëó÷èì

−νU
δ2

((
1 + 3k

(
Uf ′′

δ

)2
)
f ′′′ + ff ′′ + β(1− (f ′)2)

)
+

+U2

(
f ′
∂f ′

∂λ
− ∂(f − f0)

∂λ
f ′′
)
dλ

dx
= 0.

Âûáåðåì λ(x) ≡ δ(x). Èç (15) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèè u(x, y) =

U(x)f ′(η, β(x)) è v(x, y) = v0(x)−
y∫
0

∂u(x,t)
∂x

dt áûëè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (1), (2), äîñòàòî÷íî,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

U2(x)

(
f ′
∂f ′

∂β
− f ′′∂(f − f0)

∂β

)
dβ(x)

dx
≡ 0,

à ôóíêöèÿ f(η, β(x)) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì x áûëà ðåøåíèåì îáûêíîâåííîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ(

1 + 3k

(
Uf ′′

δ

)2
)
f ′′′ + ff ′′ + β(1− (f ′)2) = 0

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

f(0) = f0, f ′(0) = 0, f ′(η)→ 1, η → +∞.

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ Ôîëêíåðà�Ñêýí. Åñëè β(x) =

const, òî U ′(x)δ2(x) = const = =
U ′(x)

U2(x)

(
δ2(0)U2(0) + 2ν

x∫
0

U(t)dt

)1/2

.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü U(x) ≡ U1 = const; w1(x, ψ), w2(x, ψ) � äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (3), (4) ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè w1(0, ψ) = w10(ψ), w2(0, ψ) = w20(ψ). Åñëè

+∞∫
0

|
√
w10(ψ)−

√
w20(ψ)|dψ < +∞,

òî
(
√
w1(x, ψ)−

√
w2(x, ψ))2 ≤ C(1 + x)−1/4

ïðè 0 < ψ0 ≤ ψ ≤ ψ1 < +∞, ãäå âûáîð ïîñòîÿííîé C çàâèñèò îò ψ0 è ψ1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
ν
∂

∂y

((
1 + k

(
∂u

∂y

)2
)
∂u

∂y

)
= u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0,

(16)

â îáëàñòè D = {0 < x < X, 0 < y < +∞} ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, u) = u0(y), u(x, 0) = 0, v(x, 0) = v0(x),

u(x, y)→ U1, ïðè y → +∞.

Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

u(x, y) = U1f
′(η), v(x, y) = v0(x) +

y∫
0

∂u

∂x
dt, (17)

ãäå η = y

√
U1

2ν(1 + x)
= y

√
U1

2ν
(1+x)−1/2, à ôóíêöèÿ f(η) óäîâëåòâîðÿåò àíàëîãó óðàâíåíèÿ

Áëàçèóñà (÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Ôîëêíåðà�Ñêýí):(
1 +

3kU3
1

2ν(1 + x)
(f ′′)2

)
f ′′′ + ff ′′ = 0

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

f(0) = 0, f ′(0) = 0, f ′(η)→ 1, η → +∞.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (16), çàäàâàåìîå ôîðìóëàìè (17), ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ w(x, ψ) óðàâ-
íåíèÿ (3) ñ óñëîâèÿìè

w(x, 0) = 0, w(0, ψ) ≥ 0, w(x, ψ)→ U2
1 , ψ → +∞.

Ïîñêîëüêó u =
∂ψ

∂y
= U1f

′(η), òî

ψ = U1

y∫
0

f ′(η(t))dt = U1

y∫
0

f ′(η(t))η′(t)√
U1/(2ν)(1 + x)−1/2

dt =

=
√

2νU1(1 + x)1/2f(η);

ñëåäîâàòåëüíî, η = f−1

(
ψ√

2νU1

(1 + x)−1/2

)
, òî åñòü

w(x, ψ) = u2(x, ψ) =

(
∂ψ

∂y

)2

=

(
∂ψ

∂η

∂η

∂y

)
=

=

(√
2νU1(1 + x)1/2f ′(η)

√
U1

2ν
(1 + x)−1/2

)2

=
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= U2
1 (f ′(η))2 = U2

1

(
f ′
(
f−1

(
ψ√

2νU1

(1 + x)−1/2

)))2

.

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî f ′′ > 0. Òîãäà f(η) = O(η2) ïðè η → 0 (ïîñêîëüêó
f(0) = f ′(0) = 0), çíà÷èò, f ′(η) = O(η), η → 0, òî åñòü f−1(ζ) = O(

√
ζ), ζ → 0. Îòñþ-

äà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ x è ìàëûõ ψ ôóíêöèÿ w(x, ψ) óäîâëåòâîðÿåò
äâîéíîìó íåðàâåíñòâó:

C1ψ(1 + x)−1/2 ≤ w(x, ψ) ≤ C2ψ(1 + x)−1/2. (18)

Âûøå íàìè áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà
+∞∫
0

|
√
w1(xψ)−

√
w2(x, ψ)|dψ ≤

≤
(
P (0)

P (x)

)1/2
+∞∫
0

|
√
w10(ψ)−

√
w20(ψ)|dψ,

ãäå P (x) = p(0)− p(x) +
1

2
max

0<ψ<+∞
(w10(ψ), w20(ψ)). Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû U(x) ≡

U1, à ôóíêöèè U(x) è p(x) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì 2p(x)+U2(x) = const, òî â íàøåì ñëó÷àå
P (x) = const, ñëåäîâàòåëüíî,

+∞∫
0

|
√
w1(xψ)−

√
w2(x, ψ)|dψ ≤ P1 = const.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ψ ≥ ψ0 > 0(√
w1(X,ψ0)−

√
w2(X,ψ0)

)2

=

= −
+∞∫
ψ0

∂

∂ψ

(√
w1(x, ψ)−

√
w2(x, ψ)

)2 ∣∣∣
x=X

dψ ≤

≤ max
x=X,ψ≥ψ0

(
1√

w1(x, ψ)

∣∣∣∣∂w1(x, ψ)

∂ψ

∣∣∣∣ +

+
1√

w2(x, ψ)

∣∣∣∣∂w2(x, ψ)

∂ψ

∣∣∣∣
) +∞∫

ψ0

|
√
w1(x, ψ)−

√
w2(x, ψ)|dψ ≤

≤ P1 ·max
ψ≥ψ0

(
1√

w1(x, ψ)

∣∣∣∣∂w1(x, ψ)

∂ψ

∣∣∣∣+
1√

w2(x, ψ)

∣∣∣∣∂w2(x, ψ)

∂ψ

∣∣∣∣
)
. (19)

Â ñèëó îöåíîê (18) èìååì:

∣∣∣∣∂w1

∂ψ

∣∣∣∣ ≤ C3(1 + x)−1/2 ïðè ψ ≥ ψ0 > 0. Îòñþäà è èç (19)

Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ψ ≥ ψ0(√
w1(x, ψ)−

√
w2(x, ψ)

)2

≤ P1

(
(1 + x)1/4

√
C1ψ0

C3(1 + x)−1/2+

+
(1 + x)1/4

√
C2ψ0

C3(1 + x)−1/2

)
≤ C(1 + x)−1/4.
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Â òåîðåìå 2 ïðèâåä¼í ïðîñòåéøèé ñëó÷àé àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè w(x, ψ
ïðè x→∞. Àâòîìîäåëüíûå çàäà÷è íå èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëó÷àåì U(x) ≡ const è äàëüíåéøåå
èõ èçó÷åíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ðåøåíèÿì óðàâíåíèé ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ èíîé àñèìïòî-
òèêîé ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè ñðåäû. Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì íàøèõ äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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Âû÷èñëåíèå â óìå

ýêñïîíåíòû äâóìåðíîé ìàòðèöû

ìåòîäîì Ôèëèïïîâà

Ñåðãååâ È.Í.1

Ðàññêàçàíî î òîì, êàê ïðîôåññîð À.Ô. Ôèëèïïîâ íàõîäèë â óìå ýêñïîíåíòó îò ïðî-

èçâîëüíîé äâóìåðíîé ìàòðèöû. Åãî ìåòîä îñíîâàí íà ãëóáîêîé âíóòðåííåé ñâÿçè

ìåæäó äâóìåðíûìè ìàòðèöàìè è èõ êîìïëåêñíûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè.

Âû÷èñëèì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äâóìåðíîé äåéñòâèòåëüíîé ìàòðèöû

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
(1)

ïî ôîðìóëå êîðíåé êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí. Îíè àâòîìàòè÷åñêè îêàæóòñÿ ïðåäñòàâëåííûìè â âèäå

λ1,2 = α± β, (2)

ãäå
α ≡ trA/2, β ≡

√
α2 − detA. (3)

Ïî ìàòðèöå A îïðåäåëèì äîïîëíèòåëüíî ìàòðèöó

B ≡ A− αE. (4)

è ïàðó êîýôôèöèåíòîâ

(p(β), q(β)) ≡


(ch β, sh β/β), β ∈ R \ {0};
(cos γ, sin γ/γ), β = iγ /∈ R;
(1, 1), β = 0.

(5)

Òåîðåìà 1. Ýêñïîíåíòà ìàòðèöû A (1) ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè (2) ïðåäñòàâèìà
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

eA = eα
(
p(β)E + q(β)B

)
(6)

ìàòðèö E è B (4) ñ êîýôôèöèåíòàìè eα · p(β) è eα · q(β) (5) ñîîòâåòñòâåííî.

1Ñåðãååâ Èãîðü Íèêîëàåâè÷, igniserg@gmail.com, ïðîôåññîð, êàôåäðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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Çàìåòèì, ÷òî:

• êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (6) ïîëíîñòüþ çàäàþòñÿ äâóìÿ èíâàðèàíòàìè
α è β (3) ìàòðèöû A è íèêàê íå ó÷èòûâàþò åå êîíêðåòíîãî âèäà;

• â ôîðìóëàõ (5) ïåðâóþ ñòðîêó ìîæíî ñ÷èòàòü îñíîâíîé, ïîñêîëüêó äâå îñòàëüíûå
ñòðîêè ïîëó÷àþòñÿ èç íåå ïîäñòàíîâêîé β = iγ è, ñîîòâåòñòâåííî, ïðåäåëüíûì ïå-
ðåõîäîì ïðè β → 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ïðåæäå âñåãî, èñêîìàÿ ýêñïîíåíòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

eA = eαE+B = eαE · eB = eα · eB,

ãäå ìàòðèöà B (4) èìååò íóëåâîé ñëåä, ïîýòîìó åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âçàèìíî ïðîòè-
âîïîëîæíû è ðàâíû ñëåäóþùèì ÷èñëàì

±
√
− detB = ±

√
−(a11 − α)(a22 − α) + a12a21 =

= ±
√
−α2 + (a11 + a22)α− a11a22 + a12a21 = ±

√
−α2 + 2α · α− detA = ±β.

2. Òåïåðü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (6) îñòàåòñÿ òîëüêî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü
ðàâåíñòâà

eB = p(β)E + q(β)B.

Çàìåòèì äàëåå, ÷òî ìàòðèöà B ïðèíàäëåæèò ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òðåõ ïðîñòåéøèõ
òèïîâ:

• ëèáî ìàòðèöà B ≡ βJ èìååò íåíóëåâûå äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±β,
òîãäà ìàòðèöà J = B/β èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±1 è åå æîðäàíîâà ôîðìà äèà-
ãîíàëüíà, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (êîòîðûå ïîñëå ïåðåõîäà ê æîðäàíîâîé
ôîðìå ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ, à ïðè âîçâðàùåíèè ê èñõîäíîìó áàçèñó óæå íå ìåíÿþòñÿ)

J2 = E, J3 = J, J4 = E, . . . ,

à èç íèõ ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

eB = E +
βJ

1!
+
β2E

2!
+
β3J

3!
+
β4E

4!
+ . . . =

=

(
1 +

β2

2!
+
β4

4!
+ . . .

)
E +

(
β

1!
+
β3

3!
+ . . .

)
J = ch β · E + sh β · B

β
;

• ëèáî ìàòðèöà B ≡ γI èìååò íåíóëåâûå ÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ±iγ
è åå æîðäàíîâà ôîðìà òàêæå äèàãîíàëüíà, òîãäà ìàòðèöà I = B/γ èìååò ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ±i è åå æîðäàíîâà ôîðìà òàêæå äèàãîíàëüíà, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

I2 = −E, I3 = −I, I4 = E, . . . ,

à èç íèõ îïÿòü ïîëó÷àåì òðåáóåìîå

eB = E +
γI

1!
− γ2E

2!
− γ3I

3!
+
γ4E

4!
+ . . . =

=

(
1− γ2

2!
+ . . .

)
E +

(
γ

1!
− γ3

3!
+ . . .

)
I = cos γ · E + sin γ · B

γ
;
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• ëèáî ìàòðèöà B ≡ N èìååò íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è åå æîðäàíîâà ôîðìà �
èëè ÷èñòî íóëåâàÿ, èëè ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò (åäèíèöó) â ïðà-
âîì âåðõíåì óãëó, íî òîãäà â îáîèõ ñëó÷àÿõ N2 = 0 è ïîýòîìó ñðàçó æå ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå

eB = E +N = 1 · E + 1 ·B.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Ïðèìåð. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíòû ìàòðèöû

A =

(
−1 4
−2 3

)
ðàññìàòðèâàåìûì ìåòîäîì äîñòàòî÷íî íàéòè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí l2−2l+5,
à çàòåì îïðåäåëèòü è âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû (2)�(5), óïîìÿíóòûå â òåîðåìå 1:

l1,2 = 1± 2i, α = 1, β = 2i, γ = 2,

p(β) = cos 2, q(β) = sin 2/2, B =

(
−2 4
−2 2

)
= 2

(
−1 2
−1 1

)
,

eA = e1

(
cos 2

(
1 0
0 1

)
+

sin 2

2
· 2
(
−1 2
−1 1

))
=

= e

(
cos 2− sin 2 2 sin 2
− sin 2 cos 2 + sin 2

)
.

Î òîì, íàñêîëüêî ëåãêî ýòè âûêëàäêè ïðîäåëûâàþòñÿ â óìå, ñóäèòü ÷èòàòåëþ.
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Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ
îïåðàòîðîâ è ñòàáèëèçàöèÿ. Ñèíãóëÿðíî
âîçìóùåííûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è.

Ôèëèíîâñêèé À.Â.1

Äëÿ âçâåøåííîãî îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå â íåîãðàíè-

÷åííûõ îáëàñòÿõ èçó÷àëèñü ðàñïîëîæåíèå è ñòðóêòóðà ñïåêòðà â çàâèñèìîñòè îò

ñêîðîñòè ðîñòà âåñîâîé ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè è ñêîðîñòè ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè.

Èññëåäîâàëàñü òàêæå ñêîðîñòü ñãóùåíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà ïðè ïåðåõî-

äå ê íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó. Óñòàíîâëåíû ðàâíîìåðíûå ïî ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó

îöåíêè ðåçîëüâåíòû â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ îöåíîê

ðåçîëüâåíòû èññëåäîâàíî ðàññåÿíèå ýíåðãèè íà áåñêîíå÷íîñòü ïðè áîëüøèõ çíà÷åíè-

ÿõ âðåìåíè â ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ýëëèïòè-

÷åñêèé îïåðàòîð â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì îïåðàòîðîì Ëàïëàñà. Ïîëó÷åíû

îöåíêè ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ëîêàëüíîé ýíåðãèè ðåøåíèÿ. Äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-

íûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì â êðàåâîì óñëîâèè ïîëó÷åíû îöåíêè è àñèìï-

òîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïî ïàðàìåòðó.

1 Âçâåøåííûé îïåðàòîð Ëàïëàñà â íåîãðàíè÷åííûõ îá-

ëàñòÿõ

Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, çàìûêàíèå êîòîðîé íå ñîäåðæèò íà÷àëî
êîîðäèíàò, ñ ãðàíèöåé Γ. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Lu = −rs ∆u, r = |x|, s ≥ 0. (1)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2,s(Ω) ñ íîðìîé ‖u‖2
L2,s(Ω) =∫

Ω
r−s|u|2dx íåîòðèöàòåëüíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð L ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðè-

õëå: u|Γ = 0. Èçó÷àëèñü ñâîéñòâà ñïåêòðà îïåðàòîðà L (ðàñïîëîæåíèå, ïëîòíîñòü ñïåêòðà
íà íåêîòîðûõ ìíîæåñòâàõ, ñòðóêòóðà ñïåêòðà) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà s.

Ïóñòü Sη = Ω ∩ {r = η}, η > 0, è Ση � ìíîæåñòâî òî÷åê íà x íà åäèíè÷íîé ñôåðå Σ,
òàêèõ, ÷òî ηx ∈ Sη. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòè Ω, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

Ση1 ⊂ Ση2 , η1 < η2, (2)

1Ôèëèíîâñêèé Àëåêñåé Âëàäèñëàâîâè÷, �nv@yandex.ru, ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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(óñëîâèå çâåçäíîñòè ìíîæåñòâà Rn\Ω ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò). Îáîçíà÷èì λ̂(η)
ìîäóëü ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà �Áåëüòðàìè â Ση ñ íóëåâûì

óñëîâèåì Äèðèõëå íà ∂Ση. Â ñèëó (2) λ̂(η) � óáûâàþùàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà

[ inf
x∈Ω

r,+∞). Ïóñòü Λ = lim
η→∞

λ̂(η). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ln r > 1 â Ω.

Âíà÷àëå èññëåäóåì ðàñïîëîæåíèå σ(L).

Òåîðåìà 1.1. ([1], [2]). Ñïåêòð îïåðàòîðà L èìååò ñëåäóþùåå ðàñïîëîæåíèå:
i) ïðè 0 ≤ s < 2 èìååì σ(L) = [0,+∞);
ii) ïðè s = 2 èìååì σ(L) = [(n− 2)2/4 + Λ,+∞);
iii) ïðè s > 2 èìååì σ(L) ⊂ ((n− 2)2/4 + Λ,+∞).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîêàçàòå-
ëÿ s, âûøå êîòîðîãî ñïåêòð îïåðàòîðà L ñòàíîâèòñÿ äèñêðåòíûì.

Òåîðåìà 1.2. ([1], [2]). Ñïåêòð îïåðàòîðà L èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
i) ïðè 0 ≤ s ≤ 2 è Γ ∈ C2 ñïåêòð L íåïðåðûâåí;
ii) ïðè s > 2 ñïåêòð îïåðàòîðà L äèñêðåòåí.

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî äèñêðåòíûé ñïåêòð ñãóùàåòñÿ íà ïîëóîñè [(n−2)2/4+Λ,+∞)
ïðè s→ 2 + 0. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñêîðîñòü ýòîãî ñãóùåíèÿ.

Òåîðåìà 1.3. ([1], [2]). Äëÿ âñåõ λ ∈ [(n− 2)2/4 + Λ,+∞) ñóùåñòâóþò C > 0 è s0 > 2,
òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ s ∈ (2, s0] âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

σ(L) ∩ (λ− δ(s), λ+ δ(s)) 6= ∅, (3)

δ(s) = λ̂(ln ln(1/(s− 2)))− Λ + C
ln ln ln(1/(s− 2))

ln ln(1/(s− 2))
.

2 Ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ðàñòóùèìè êîýôôèöè-

åíòàìè è ðàññåÿíèå ýíåðãèè íà áåñêîíå÷íîñòü

Èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â íåîäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäå ïðèâîäèò ê èçó÷å-
íèþ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ âçâåøåííîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ utt+Lu = 0,
ãäå Lu = −ρ∆u � ìóëüòèïëèêàòèâíîå âîçìóùåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ρ(x) � ïîëîæè-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, � íåîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, çàìûêàíèå êîòîðîé íå ñîäåðæèò
íà÷àëî êîîðäèíàò, ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ. Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó

utt + Lu = 0, t > 0, x ∈ Ω, (4)

u(0, x) = f(x), ut(0, x) = g(x), x ∈ Ω, (5)

u|Γ = 0, t > 0, (6)

ãäå Lu = −rs∆u, r = |x|, s ≥ 0. Íà÷àëüíûå ôóíêöèè f , g ïðåäïîëàãàþòñÿ âåùåñòâåí-
íîçíà÷íûìè, ãëàäêèìè â Ω = Ω ∪ Γ, ñîãëàñîâàííûìè ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (6) è èìåþ-
ùèìè îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) � (6) â îáëàñòè Ω ïðîèçâîëüíîé
ãåîìåòðèè âûïîëíÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîå òîæäåñòâî

E(t) = ‖∇u‖2
L2(Ω) + ‖r−s/2ut‖2

L2(Ω) = E(0), t > 0. (7)
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Èçó÷àëîñü ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè |∇u|2 + r−su2
t ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) � (6) â

ïîëóáåñêîíå÷íîì öèëèíäðå Q = (t > 0) × Ω. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòè ñ ãðàíèöàìè,
óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ çâåçäíîñòè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò

(ν, x) ≤ 0, x ∈ Γ, (8)

ãäå ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëà-
ãàòü ln r > 1 â Ω.

Òåîðåìà 2.1. ([3]). Ïóñòü n ≥ 2 è 0 ≤ s < 2. Òîãäà äëÿ êàæäîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn,
óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (8), äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) � (6) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖r−s/2ut + ur‖L2(Q) + ‖r−1|∇Θu| ‖L2(Q) ≤ C, (9)

ãäå r−2|∇Θu|2 = |∇u|2 − |ur|2, ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò îò f , g è s.

Èç ýíåðãåòè÷åñêîãî òîæäåñòâà (7) ñëåäóåò, ÷òî ‖r−s/2ut‖L2(Q\QT ) + ‖ur‖L2(Q\QT ) +
‖r−1|∇Θu| ‖L2(Q\QT ) = ∞ ïðè âñåõ T > 0, QT = (0 < t < T ) × Ω. Ïîñêîëüêó
‖r−s/2ut − ur‖L2(Q\QT ) + ‖r−s/2ut + ur‖L2(Q\QT ) ≥ ‖r−s/2ut‖L2(Q\QT ) + ‖ur‖L2(Q\QT ), òî äëÿ
âñåõ T > 0

‖r−s/2ut − ur‖L2(Q\QT ) =∞. (10)

Èç (9), (10) ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ ðàññåèâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòü ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñ-
òüþ ïî ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ, îáðàòíàÿ âîëíà è óãëîâûå âîçìóùåíèÿ ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ âðåìåíè çàòóõàþò: ‖r−s/2ut + ur‖L2(Q\QT ) + ‖r−1|∇Θu| ‖L2(Q\QT ) → 0, T →∞.

Îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé L2,s(Ω) ñ íîð-
ìîé ‖u‖L2,s(Ω) =

∥∥r−s/2u∥∥
L2(Ω)

. Îïðåäåëèì òàêæå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé H1
s (Ω) ={

u : u ∈ L2,s(Ω), uxj ∈ L2(Ω), j = 1, . . . , n
}
ñ íîðìîé ‖u‖2

H1
s (Ω) = ‖∇u‖2

L2(Ω) + ‖u‖2
L2,s(Ω). Áó-

äåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
o

H1
s(Ω) äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà H1

s (Ω), ïðåäñòàâëÿþù-
åãî ñîáîé çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé u ∈ H1

s (Ω), îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ãðàíèöû Γ.

Âûðàæåíèþ −rs∆u â ïðîñòðàíñòâå L2,s(Ω) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñàìîñîï-
ðÿæåííûé îïåðàòîð ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ([1] � [2]), äëÿ
çâåçäíûõ ïîâåðõíîñòåé Γ ïðè 0 ≤ s ≤ 2 ñïåêòð îïåðàòîðà L ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóîñü
σ(L) = [λ0,∞), ãäå λ0(Ω) ≥ 0 ïðè s = 2 è λ0 = 0 ïðè 0 ≤ s < 2. Êðîìå òîãî, ñïåêòð
îïåðàòîðà L íåïðåðûâåí ïðè s = 2 è àáñîëþòíî íåïðåðûâåí ïðè 0 ≤ s < 2.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âçâåøåííîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà

(L− k2)v = h, x ∈ Ω, (11)

v|Γ = 0. (12)

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ L2,s(Ω) ïðè âñåõ k = ω + iµ ∈ {Im k > 0} çàäà÷à (11), (12) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå v(x, k) ∈

o

H1
s(Ω). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1 îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ

ðåøåíèÿ çàäà÷è (11), (12) â ïîëóïëîñêîñòè {Im k > 0}, êîòîðûå ñôîðìóëèðîâàíû â òåî-
ðåìå 2.2.

Òåîðåìà 2.2. ([3]). Ïóñòü îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8) è 0 ≤ s < 2. Òîãäà äëÿ
âñåõ −∞ < ω < +∞, µ > 0, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (11) � (12) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

(2− s)−1/2‖|(ν, x)|1/2|∇v|‖L2(Γ) + ‖vr − iωr−s/2v‖L2(Ω) + ‖r−1|∇Θv| ‖L2(Ω)

+ ‖r−1(ln r)−q v‖L2(Ω) ≤
C

2− s
‖r1−s(ln r)q h‖L2(Ω), (13)

‖r(s/2)−1(ln r)−q |∇v|‖L2(Ω) ≤
C(|ω|+ 1)

2− s
‖r1−s(ln r)q h‖L2(Ω). (14)
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Òåîðåìà 2.3. ([3]). Ïóñòü îáëàñòü Ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (8) è 0 ≤ s < 2. Òîãäà äëÿ
âñåõ −∞ < ω < +∞, µ > 0, ñïðàâåäëèâà îöåíêà∥∥∥r(s/2)−2−δ du

dk

∥∥∥
L2(Ω)

≤ C(|ω|+ 1)

(2− s)2|k|
‖r2−(3s/2)+δ f‖L2(Ω), (15)

ãäå δ = 0 ïðè n ≥ 3 è δ > 0 ïðè n = 2.

Òåîðåìà 2.4. ([4]). Ïóñòü n ≥ 2, 0 ≤ s < 2 è îáëàñòü Ω ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(8). Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) � (6) ñïðàâåäëèâà îöåíêà∫ ∞

0

‖r−1 ln−q r u‖2
L2(Ω) dt ≤ C,

ãäå q = 1 ïðè n = 2, q = 0 ïðè n ≥ 3, ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò îò f è g.

3 Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è

Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n ≥ 2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C3. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ
çàäà÷ó Ðîáåíà íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

∆u+ λu = 0, x ∈ Ω, (16)

∂u

∂ν
+ αu = 0, x ∈ Γ, (17)

ãäå ν � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ, α � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Îáîçíà÷èì
÷åðåç {λk(α)}∞k=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (16), (17) çàíóìåðî-
âàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ êðàòíîñòÿìè. Ðàññìîòðèì òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâ-
åííûõ çíà÷åíèé {λDk }∞k=1 çàäà÷è Äèðèõëå

∆u+ λu = 0, x ∈ Ω, (18)

u = 0, x ∈ Γ. (19)

Èçâåñòíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷ (16), (17) è (18), (19) îáðàçóþò íåóáûâàþùèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàêèå ÷òî lim

k→∞
λk(α) = lim

k→∞
λDk = +∞. Ïðè ýòîì ïåðâûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ λ1(α) è λD1 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìîæíî
âûáðàòü íåîòðèöàòåëüíûìè è λD1 > 0.

Â ðàáîòàõ [5], [6] óñòàíîâëåíû îöåíêè âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (16), (17):

λDk − C1

(
λDk
)2

√
α
≤ λk(α) ≤ λDk , α > α1 > 0, k = 1, 2, . . . . (20)

Îöåíêè (20) áûëè óëó÷øåíû â [7], à èìåííî, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λk(α), k = 1, 2, . . . óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

λDk − C1

(
λDk
)2

α
≤ λk(α) ≤ λDk , α > α1 > 0, (21)

ñ ïîñòîÿííûìè C1 è α1, íå çàâèñÿùèìè îò k.
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Â [8], [9] äëÿ n ≥ 2 áûëî ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå:

λ1(α) = λD1 −

∫
Γ

(
∂uD1
∂ν

)2

ds∫
Ω

(
uD1
)2
dx

α−1 + o
(
α−1
)
, α→ +∞, (22)

ãäå uD1 � ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è Äèðèõëå (18), (19). Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó
ñâîéñòâ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè∫

Γ

(
∂uD1
∂ν

)2

ds > 0. (23)

Èç (22), (23) ñëåäóåò, ÷òî îöåíêè (21) ÿâëÿþòñÿ íåóëó÷øàåìûìè ïî ïàðàìåòðó: ïåðâóþ
ñòåïåíü α â çíàìåíàòåëå (21) íåëüçÿ çàìåíèòü íà α1+δ ñ ïðîèçâîëüíûì δ > 0.

Òåîðåìà 3.1. ([10]). Ïóñòü λDk � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî
αk ∈ R, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ α > αk ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λk(α) òàêæå ïðîñòîå è
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

λ′k(α) =

∫
Γ
u2
k,αds∫

Ω
u2
k,αdx

> 0, (24)

ãäå uk,α(x) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ λk(α) ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (16), (17).

Òåîðåìà 3.2. ([10]). Ïóñòü λDk � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

λk(α) = λDk −

∫
Γ

(
∂uDk
∂ν

)2

ds∫
Ω

(uDk )2 dx
α−1 + o

(
α−1
)
, α→ +∞, (25)

ãäå uDk (x) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ λDk ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (18), (19).
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Abstracts

The Department of Di�erential Equations

Kozlov V.V., professor, real member of the Russian Academy of Sciences, the head of the
department,

Department of Di�erential Equations, Faculty of Mechanics and Mathematics,
M.V.Lomonosov Moscow State University,

e-mail: kozlov@pran.ru
Chechkin G.A., professor, Department of Di�erential Equations, Faculty of Mechanics and

Mathematics, M.V.Lomonosov Moscow State University,
e-mail: chechkin@mech.math.msu.su

The history of the Department of Di�erential Equations, Faculty of Mechanics and

Mathematics, M.V.Lomonosov Moscow State University, has begun at the end of 1935.

Here we brie�y outline the history of the department, we write about the people who

worked in the department, telling about the a�airs of the department.

State of Rest Perturbed by Steklov�Type Boundary Condition

Abdulazade N.N., student,
Baku Branch of M.V.Lomonosov Moscow State University,

e-mail: n-abdu@mail.ru
Chechkin G.A., professor, Department of Di�erential Equations, Faculty of Mechanics and

Mathematics, M.V.Lomonosov Moscow State University,
e-mail: chechkin@mech.math.msu.su

In the paper we consider problem in a �xed 2D domain with Steklov type boundary

condition on small part of the boundary. We study the question of disapearance of

spectrum (convergence of eigenvalues to in�nity) to such a problem as the length of the

small part of the boundary tends to zero.

Students' olympiads on di�erential equations

at Mechanics and Mathematics Department
of Moscow University

Astashova I.V., professor, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: iastashova@mesi.ru

Kapustina T.O., assistant professor, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: kapustina-tatiana@yandex.ru

Shamaev A.S., professor, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: sham@rambler.ru

Chair of Di�erential Equations presents its experience in organizing olympiads on

di�erential equations for the students of Mechanics and Mathematics Department of

Moscow University.
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The Bair's class of dimension of the vector spaces de�ned Lyapunov
exponents of linear di�erential systems

Vetokhin A.N., professor, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: vetokhin@front.ru

It is proved that the dimension of the space of solutions of the Lyapunov's characteristics

of which is less than the given real number, considered as a functional on the space of linear

di�erential systems with uniform topology, belongs exactly to second Bair's class. And

the dimension of the space of solutions of the Lyapunov's characteristics which does not

exceed a given real number, considered as a functional on the space of linear di�erential

systems with uniform topology, belongs to exactly to third Bair's class.

Spectral analysis and representations of the solutions of
integrodi�erential equations in Hilbert space

Vlasov V.V., professor, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: vikmont@yandex.ru

Rautian N.A., associated professor, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: nrautian@mail.ru

Shamaev A.S., professor, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: sham@rambler.ru

We study the spectra of the operator-valued functions which are the symbols of the

abstract integrodi�erential equations in a Hilbert space. We analyze the integrodi�erential

equations arising in applications (Gurtin-Pipkin type equations describing the process of

heat propagation in media with memory, integrodi�erential equations arising in the theory

of viscoelasticity). We study the representations of the solutions of these equations as a

series, obtained on the base of structure and asymptotic of spectra of operator-valued

functions mentioned above.

On oscillation of solutions to the second-order di�erential equations
of Emden�Fowler type

Dulina K.M., post-graduate, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: sun-ksi@mail.ru

Korchemkina T.A., student, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: krtaalex@gmail.com

Consider Emden�Fowler type second-order di�erential equation

y′′ + p(x, y, y′) |y|k sgn y = 0, k > 1,

with positive, continuous in x and Lipschitz continuous in y0, y1 function p(x, y0, y1)
satisfying inequalities

0 < m ≤ p(x, y, y′) ≤M < +∞.

It is proved that all non-extensible solutions to the equation above are oscillating. The

behavior of non-extensible solutions near domain boundaries is obtained.
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The oscillation theorem for a multipoint boundary value problem for
the equation of the fourth order

Kulaev R.Ch., PhD., Ass. Prof, South Mathematical Institute VSC RAS, NOSU
e-mail: kulaev@smath.ru

In work necessary and su�cient conditions of positivity of function of Green of a

multipoint boundary value problem for the equation of the fourth order. In these

conditions the set of values of coe�cients at which function of Green is positive in the

range of de�nition and out of which it loses property of a positivity is de�ned. Is shown

that positivity of function of Green is equivalent to its oscillation and doesn't depend on

boundary conditions.

Optimal strategies of risk sensitive investment on a stochastic market
taking into account the jumps of the securities prices

Lobsanova T.B., graduate student, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: lobsanova tb@mail.ru

We solve a simplest problem of the risk sensitive optimal investment on the market of

securities with the prices involving Brownian and Poissonian processes. The key point

is to �nd an exact solution to the Fokker-Planck-Kolmogorov equation for the density

distribution of the capital of portfolio, which is integro-di�erential in this case.

Asymptotic Behavior of Solutions to Equations of Boundary Layer
for Generalized Newtonian Medium

Samokhin V.N., professor, Ivan Fedorov Moscow State University of Printing Arts
e-mail: vnsamokhin@mtu-net.ru

Fadeeva G.M., graduate student, Department of Di�erential Equations, Faculty of Mechanics
and Mathematics, M.V.Lomonosov Moscow State University,

e-mail: ownletters@mail.ru
Chechkin G.A., professor, Department of Di�erential Equations, Faculty of Mechanics and

Mathematics, M.V.Lomonosov Moscow State University,
e-mail: chechkin@mech.math.msu.su

In the paper we study a qualitative behavior of a solution to the system of equations

of boundary layer for generalized newtonian model of continuous medium suggested

by O.A.Ladyzhenskaya. We prove the theorem on continuous dependence of tangential

component of the velocity of the medium in the boundary layer of the initial pro�le

of velocities. We derive an ordinary di�erential equation, which solutions we use

for constructing similar solutions to considered system of boundary layer. We prove,

that under special conditions the solutions to equations of boundary layer converge

asymptotically to the similar solution.

Calculation in the mind the exponent

of a two-dimensional matrix by Filippov method

Sergeev I.N., professor, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: igniserg@gmail.com

There is told about how prof. A.F. Filippov found in his mind the exponent of an arbitrary

two-dimensional matrix. His method was based on a deep inner connection between two-

dimensional matrices and their complex eigenvalues.
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Spectral properties of elliptic boundary value problem and
stabilization. Singularly perturbed spectral problems.

Filinovskii A.V., professor, Mechanics and Mathematics Department of MSU,
e-mail: �nv@yandex.ru

We study the location and structure of spectrum of the weighted Laplace operator with

Dirichlet boundary condition. Also we investigate the dependence of the location and

structure of spectrum from growth rate of the weight function at in�nity and rate of

expansion of the domain. We study rate of condensation of the discrete spectrum under

transition to continuous. We establish the uniform resolvent estimates in the upper half-

plane. Applying this estimates we study scattering to the in�nity of energy and local

energy decay for solution of the �rst mixed problem for hyperbolic equation with weighted

Laplace operator. We obtain estimates and asymptotic expansions to the eigenvalues of

the singularly perturbed elliptic boundary value problem with a parameter in boundary

condition.
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