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1. ВВЕДЕНИЕ

Современные радиоинформационные системы, решающие задачи мониторинга
космического пространства, характеризуются большим числом плотно расположен-
ной радиоэлектронной аппаратуры, непрерывным функционированием в течение
длительного времени, а также высокими требованиями к надежности. При работе
структурно сложной радиоинформационной системы в теплонапряженных режимах
резко возрастает тепловыделение в радиоэлектронной аппаратуре за счет высокой
токовой нагрузки. Повышение тепловыделения влечет за собой перегрев аппарату-
ры и, как следствие, снижение надежности изделия [1], а также увеличение вероят-
ности отказов аппаратуры. Данные обстоятельства обуславливают необходимость
исследования нелинейных тепловых процессов в полупроводнике, а также построе-
ния и изучения тепло-электрической модели полупроводника.

Данная работа продолжает исследования, начатые в работах [2]–[8]. В работе [8]
мы рассмотрели следующую задачу Коши для модельного (3+1)-мерного уравнения:

∂

∂t
(∆xu(x, t) + |Dxu(x, t)|q) + ∆xu(x, t) = 0, u(x, 0) = u0(x), (1.1)

∆x :=
3∑

j=1

∂2

∂x2
j

, Dx = (Dx1 , Dx2 , Dx3).
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При q > 3/2 в работе [8] мы доказали существование непродолжаемого решения,
причем для малых начальных данных мы доказали существование глобального во
времени решения задачи Коши и получили оценку убывания по времени.

В настоящей работе мы рассмотрели случай q ∈ (1, 3/2] и также доказали суще-
ствование непродолжаемого решения задачи Коши.

2. ЗАДАЧА КОШИ. СЛУЧАЙ q ∈ (1, 3/2)

Рассмотрим следующую задачу Коши:

∂

∂t
(∆xu(x, t) + |Dxu(x, t)|q) + ∆xu(x, t) = 0, q > 1, (x, t) ∈ R3 × [0, T ], (2.1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R3. (2.2)

Рассмотрим класс радиально-симметричных решений задачи Коши (2.1), (2.2) и вве-
дем функцию

w(r, t) := r2 ∂u(r, t)
∂r

. (2.3)

Тогда задача Коши (2.1), (2.2) примет следующий вид:

∂

∂t

(
∂w(r, t)

∂r
+

1
r2(q−1)

|w(r, t)|q
)

+
∂w(r, t)

∂r
= 0, (2.4)

w(r, 0) = r2 ∂u0(r)
∂r

. (2.5)

Итак, мы пришли к следующей начально-краевой задаче:

∂

∂t

(
∂w(r, t)

∂r
+
|w|q(r, t)
r2(q−1)

)
+

∂w(r, t)
∂r

= 0, q > 1, (r, t) ∈ [0, +∞)× [0, T ], (2.6)

w(0, t) = 0, w(r, 0) = w0(r), (r, t) ∈ [0, +∞)× [0, T ]. (2.7)

Рассмотрим оператор

Q2(w)h(r) :=
∂h(r)

∂r
+ q

|w(r)|q−2w(r)
r2(q−1)

h(r). (2.8)

Введем необходимые в дальнейшем банаховы пространства. Дадим определения.

Определение 1. Будем говорить, что h ∈ Cb(r−α, 1 + rγ ; [0, +∞)) при α > 0
и γ > 0, если h ∈ Cb[0, +∞), причем конечна норма

∥h∥α,γ := sup
r∈[0,+∞)

max{1 + rγ , r−α}|h(r)|. (2.9)

Замечание 1. Если γ = 0, то вместо Cb(r−α, 1+rγ ; [0, +∞)) будем писать просто
Cb(r−α; [0, +∞)), а также вместо ∥ · ∥α,γ будем писать ∥ · ∥α.

Определение 2. Будем говорить, что h ∈ C
(1)
b (r−α, r−β , 1 + rγ ; [0, +∞)) при

α > 0, β > 0 и γ > 0, если h ∈ C
(1)
b [0, +∞), причем конечна норма

∥h∥α,β,γ := sup
r∈[0,+∞)

max{1, r−α}|h(r)|+ sup
r∈[0,+∞)

max{1 + rγ , r−β}
∣∣∣∣dh(r)

dr

∣∣∣∣. (2.10)
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Справедлива следующая несложная лемма.

Лемма 1. Линейные пространства

Cb(r−α, 1 + rγ ; [0, +∞)), C
(1)
b (r−α, r−β , 1 + rγ ; [0, +∞))

являются банаховыми относительно норм (2.9) и (2.20) соответственно.

Справедлива

Лемма 2. Для любой функции w ∈ Cb(r−α; [0, +∞)) при выполнении неравенств

α > 2, q ∈ (1, 3/2), w(r) > a0 min{1, rα}, a0 > 0, (2.11)

оператор Q2(w) действует следующим образом:

Q2(w) : C
(1)
b (r−α, r−β , 1 + rγ ; [0, +∞)) → Cb(r−β , 1 + rγ ; [0, +∞)), (2.12)

β = α + (α− 2)(q − 1), γ = 2(q − 1), (2.13)

причем справедливо

Q−1
2 (w) : Cb(r−β , 1 + rγ ; [0, +∞)) → C

(1)
b (r−α, r−β , 1 + rγ ; [0, +∞)), (2.14)

h(r) := Q−1
2 (w)f(r) =

∫ r

0

exp
(
−q

∫ r

ρ

|w(y)|q−2w(y)
y2(q−1)

dy

)
f(ρ) dρ. (2.15)

Доказательство. Прежде всего рассмотрим функцию

Φ(r, ρ) :=
∫ r

ρ

|w(y)|q−2w(y)
yγ

dy, γ = 2(q − 1) ∈ (0, 1), q ∈ (1, 3/2). (2.16)

Нужно рассмотреть три случая.
Случай 1. При 0 6 ρ 6 r 6 1 cправедлива оценка снизу

Φ(r, ρ) > aq−1
0

∫ r

ρ

y(α−2)(q−1) dy =
aq−1
0

δ
[rδ − ρδ], δ := (α− 2)(q − 1) + 1. (2.17)

Случай 2. При 0 6 ρ 6 1 < r справедлива оценка снизу

Φ(r, ρ) =
∫ 1

ρ

|w(y)|q−2w(y)
yγ

dy +
∫ r

1

|w(y)|q−2w(y)
yγ

dy >

> aq−1
0

∫ 1

ρ

y(α−2)(q−1) dy + aq−1
0

∫ r

1

1
yγ

dy =

=
aq−1
0

δ
[1− ρδ] +

aq−1
0

µ
[rµ − 1] >

>
aq−1
0

µ
[rµ − 1], µ = 1− γ = 3− 2q ∈ (0, 1). (2.18)

Случай 3. При 1 < ρ 6 r справедлива оценка снизу

Φ(r, ρ) > aq−1
0

∫ r

ρ

dy

yγ
=

aq−1
0

µ
[rµ − ρµ], µ = 1− γ = 3− 2q ∈ (0, 1). (2.19)
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Заметим, что равенство (2.17) можно переписать в следующем виде:

h(r) =
∫ r

0

e−qΦ(r,ρ)f(ρ) dρ. (2.20)

Нужно рассмотреть два случая.
Случай 3а: 0 6 r 6 1. Тогда с учетом (2.15) справедлива оценка сверху

|h(r)|
rα

6 ∥f∥β,γ
1
rα

∫ r

0

yβ dy 6
1

β + 1
∥f∥β,γ . (2.21)

Случай 3б: 1 < r. Тогда с учетом (2.18) и (2.19) имеет место оценка

|h(r)| 6
∫ 1

0

e−qΦ(r,ρ)|f(ρ)| dρ +
∫ r

1

e−qΦ(r,ρ)|f(ρ)| dρ 6

6 exp
(
−q

aq−1
0

µ
[rµ − 1]

)
∥f∥β,γ

∫ 1

0

ρβ dρ +

+ ∥f∥β,γ

∫ r

1

exp
(
−q

aq−1
0

µ
[rµ − ρµ]

)
1
ργ

dρ := J1(r) + J2(r). (2.22)

Очевидно, что

sup
r∈[1+∞)

J1(r) 6
∥f∥β,γ

β + 1
, (2.23)

sup
r∈[1+∞)

J2(r) 6 ∥f∥β,γ
1
µ

∫ rµ

1

exp
(
−q

aq−1
0

µ
[rµ − z]

)
dz

z
6
∥f∥β,γ

qaq−1
0

. (2.24)

Таким образом, из соотношений (2.21) и (2.22) с учетом формул (2.23), (2.24) полу-
чаем, что h ∈ Cb(r−α; [0, +∞)). Несложно доказать равенство

dh

dr
= f − q

|w|q−2w

r2(q−1)
h ∈ Cb(r−β , 1 + rγ ; [0, +∞)). (2.25)

Лемма доказана.

Справедлива следующая

Лемма 3. Для любой функции w(t) ∈ C([0, T ]; Cb(r−α; [0, +∞))) такой, что

w(t) > w0e
−t, w0 > a0 min{1, rα}, a0 > 0, (2.26)

где w0 ∈ Cb(r−α; [0, +∞)), при выполнении неравенства

α > 2, q ∈ (1, 3/2), (2.27)

оператор Q2(w) действует следующим образом:

Q2(w) : C([0, T ]; C(1)
b (r−α, r−β , 1 + rγ ; [0, +∞))) →
→ C([0, T ]; Cb(r−β , 1 + rγ ; [0, +∞))), (2.28)

β = α + (α− 2)(q − 1), γ = 2(q − 1), (2.29)
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причем справедливо

Q−1
2 (w) : C([0, T ]; Cb(r−β , 1 + rγ ; [0, +∞))) →

→ C([0, T ]; C(1)
b (r−α, r−β , 1 + rγ ; [0, +∞))), (2.30)

h(t) := Q−1
2 (w)f(t) =

∫ r

0

exp
(
−q

∫ r

ρ

|w(y, t)|q−2w(y, t)
y2(q−1)

dy

)
f(ρ, t) dρ. (2.31)

Доказательство. Свойство (2.28) очевидно. Докажем свойства (2.30) и (2.31).
Справедливы следующие равенства:

h(r, t1)− h(r, t2) =
∫ r

0

[
exp

(
−q

∫ r

ρ

|w(y, t1)|q−2w(y, t1)
y2(q−1)

dy

)
−

− exp
(
−q

∫ r

ρ

|w(y, t2)|q−2w(y, t2)
y2(q−1)

dy

)]
f(ρ, t1) dρ +

+
∫ r

0

exp
(
−q

∫ r

ρ

|w(y, t2)|q−2w(y, t2)
y2(q−1)

dy

)
×

× [f(ρ, t1)− f(ρ, t2)] dρ := h1(r) + h2(r), (2.32)

exp
(
−q

∫ r

ρ

|w(y, t1)|q−2w(y, t1)
y2(q−1)

dy

)
− exp

(
−q

∫ r

ρ

|w(y, t2)|q−2w(y, t2)
y2(q−1)

dy

)
=

=
∫ 1

0

d

ds
exp

(
−q

∫ r

ρ

|ws(y)|q−2ws(y)
y2(q−1)

dy

)
ds, (2.33)

ws(y) := sw(y, t1) + (1− s)w(y, t2),

d

ds
exp

(
−q

∫ r

ρ

|ws(y)|q−2ws(y)
y2(q−1)

dy

)
=

= − q(q − 1) exp
(
−q

∫ r

ρ

|ws(y)|q−2ws(y)
y2(q−1)

dy

)
×

×
∫ r

ρ

|ws(y)|q−2

y2(q−1)
[w(y, t1)− w(y, t2)] dy. (2.34)

Прежде всего заметим, что в силу (2.26) справедливы оценки

ws(y) > w0(y)[se−t1 + (1− s)e−t2 ] > w0(y) min{e−t1 , e−t2} >

> a0 min{1, rα}min{e−t1 , e−t2} > a0 min{1, rα}e−T . (2.35)

Рассмотрим следующую функцию:

Ψ(r, ρ, s) :=
∫ r

ρ

|ws(y)|q−2

y2(q−1)
|w(y, t1)− w(y, t2)| dy. (2.36)

Нужно рассмотреть три случая.
Случай 1. При 0 6 ρ 6 r 6 1 в силу (2.35) справедлива оценка сверху

Ψ(r, ρ, s) 6 aq−2
0 e(2−q)T ∥w(t1)− w(t2)∥α

∫ r

ρ

y(α−2)(q−1) dy =

=
1

a2−q
0 δ

e(2−q)T ∥w(t1)− w(t2)∥α[rδ − ρδ], δ := (α− 2)(q − 1) + 1. (2.37)
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Случай 2. При 0 6 ρ 6 1 < r в силу (2.35) справедлива оценка

Ψ(r, ρ, s) =
∫ 1

ρ

|ws(y)|q−2

y2(q−1)
|w(y, t1)− w(y, t2)| dy +

+
∫ r

1

|ws(y)|q−2

y2(q−1)
|w(y, t1)− w(y, t2)| dy 6

6 aq−2
0 e(2−q)T ∥w(t1)− w(t2)∥α

1
δ
[1− ρδ] +

+ aq−2
0 e(2−q)T ∥w(t1)− w(t2)∥α

1
µ

[rµ − 1], (2.38)

µ := 1− γ = 3− 2q ∈ (0, 1).

Случай 3. При 1 < ρ 6 r в силу (2.35) справедлива оценка

Ψ(r, ρ, s) 6 aq−2
0 e(2−q)T ∥w(t1)− w(t2)∥α

∫ r

ρ

1
y2(q−1)

dy =

= aq−2
0 e(2−q)T ∥w(t1)− w(t2)∥α

1
µ

[rµ − ρµ]. (2.39)

Теперь заметим, что для функции h1(r), определенной в (2.32), с учетом (2.33)
и (2.34) имеет место равенство

h1(r) = −q(q − 1)
∫ r

0

∫ 1

0

e−qΦ(r,ρ,s)Ψ(r, ρ, s)f(ρ) ds dρ, (2.40)

Φ(r, ρ, s) :=
∫ r

ρ

|ws(y)|q−2ws(y)
y2(q−1)

dy. (2.41)

Поскольку для функции ws(y) справедлива оценка (2.35), тогда с заменой

a0 7→ a0e
−T

мы получим, как при доказательстве леммы 2, оценки снизу в следующих трех
случаях.

Случай 1. При 0 6 ρ 6 r 6 1 имеем

Φ(r, ρ, s) >
aq−1
0 e−(q−1)T

δ
[rδ − ρδ], δ := (α− 2)(q − 1) + 1. (2.42)

Случай 2. При 0 6 ρ 6 1 < r имеем

Φ(r, ρ, s) >
aq−1
0 e−(q−1)T

µ
[rµ − 1], µ := 1− γ = 3− 2q. (2.43)

Случай 3. При 1 < ρ 6 r имеем

Φ(r, ρ, s) >
aq−1
0 e−(q−1)T

µ
[rµ − ρµ]. (2.44)
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Теперь рассмотрим два случая.
Случай 3а: 0 6 r 6 1. В этом случае из представления (2.40) с учетом оце-

нок (2.37) и (2.42) получим оценку

|h1(r)|
rα

6 M1(a0, q, T, α)∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,γ
1
rα

∫ r

0

yβ dy 6

6 M1(a0, q, T, α)∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,γ
1

1 + β
. (2.45)

Случай 3б: 1 < r. В этом случае из представления (2.40) с учетом оценок (2.38),
(2.39) и (2.43), (2.44) получим оценку

|h1(r)| 6 q(q − 1)
∫ 1

0

∫ 1

0

e−qΦ(r,ρ,s)Ψ(r, ρ, s)|f(ρ)| ds dρ +

+ q(q − 1)
∫ r

1

∫ 1

0

e−qΦ(r,ρ,s)Ψ(r, ρ, s)|f(ρ)| ds dρ := J1(r) + J2(r). (2.46)

Для J1(r) с учетом (2.38) и (2.43) получаем следующую оценку:

J1(r) 6 M21(q, α, a0, T )e−a1(a0,q,T )rµ

[1 + rµ]∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,γ , (2.47)

из которой получаем, что

sup
r>1

J1(r) 6 M22(q, α, a0, T )∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,γ . (2.48)

Для J2(r) с учетом оценок (2.39) и (2.44) получим неравенство

J2(r) 6 M23(q, α, a0, T )∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,γ ×

×
∫ r

1

e(−a1(q,α,a0,T )[rµ−ρµ][rµ − ρµ]
1
ργ

dρ, (2.49)

где, напомним, µ := 1− γ, γ := 2(q − 1) ∈ (0, 1).
Рассмотрим интеграл

J3(r) :=
∫ r

1

e−a1[r
µ−ρµ][rµ − ρµ]

1
ργ

dρ, a1 > 0. (2.50)

Справедлива цепочка выражений

J3(r) =
1
µ

∫ r

1

e−a1[r
µ−ρµ][rµ − ρµ] dρµ = {z = rµ − ρµ} =

=
1
µ

∫ rµ−1

0

e−a1zz dz 6
1
µ

∫ +∞

0

e−a1zz dz. (2.51)

Таким образом, из (2.49) с учетом (2.51) приходим к выводу о том, что

sup
r>1

J2(r) 6 M23(q, α, a0, T )∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,γ . (2.52)

Из неравенства (2.46) с учетом (2.48) и (2.52) получаем

sup
r>1

|h1(r)| 6 M3(q, α, a0, T )∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,γ . (2.53)
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В свою очередь, из (2.45) и (2.53) получаем

∥h1∥α 6 M4(q, α, a0, T )∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,γ . (2.54)

Аналогичным образом и даже проще получаем оценку

∥h2∥α 6 M5(q, α, a0, T )∥f(t1)− f(t2)∥β,γ . (2.55)

Итак, из (2.54) и (2.55) получаем оценку

∥h(t1)− h(t2)∥α 6 M(q, α, a0, T )×
× [∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,γ + ∥f(t1)− f(t2)∥β,γ ], (2.56)

из которой получаем

∥h(t1)− h(t2)∥α → +0 при |t1 − t2| → +0. (2.57)

Теперь заметим, что справедливо равенство

dh(r, t)
dr

= f(r, t)− q
|w(r, t)|q−2w(r, t)

r2(q−1)
h(r, t), (2.58)

из которого получаем∥∥∥∥dh(r, t1)
dr

− dh(r, t2)
dr

∥∥∥∥
β,γ

→ +0 при |t1 − t2| → +0. (2.59)

Таким образом, из (2.57) и (2.59) получаем

∥h(t1)− h(t2)∥α,β,γ → +0 при |t1 − t2| → +0. (2.60)

Значит, h(t) ∈ C([0, T ]; C(1)
b (r−α, r−β , 1 + rγ ; [0, +∞))). Лемма доказана.

Дадим определение классического решения начально-краевой задачи (2.6), (2.7).

Определение 3. Функция w(t) ∈ C(1)([0, T ]; C(1)
b (r−α, r−β , 1 + rγ ; [0, +∞))) при

α > 2, q > 1, β = α + (α− 2)(q − 1), γ = 2(q − 1)

называется классическим решением задачи (2.6), (2.7), если функция удовлетворяет
указанным равенствам поточечно для всех (r, t) ∈ [0, +∞)× [0, T ], причем в гранич-
ных точках цилиндра [0, +∞) × [0, T ] производные понимаются в смысле односто-
ронних пределов.

Пусть функция w0 ∈ Cb(r−α; [0, +∞)) удовлетворяет неравенству

w0(r) > a0 min{1, rα}, a0 > 0. (2.61)

Пусть w(r, t) – классическое решение задачи (2.6), (2.7) в смысле определения 1,
причем q > 2. Тогда справедливы следующие эквивалентные равенства для всех
(r, t) ∈ [0, +∞)× [0, T ]:

Q2(w)
∂w

∂t
+ Q2(w)w = f(r, t), w(r, 0) = w0(r), f(r, t) := q

|w(r, t)|q

r2(q−1)
, (2.62)

∂w

∂t
+ w = Q−1

2 (w)f(r, t), w(r, 0) = w0(r), (2.63)

w(t) = w0e
−t +

∫ t

0

e−(t−τ)Q−1
2 (w(τ))f(τ) dτ, f(r, t) := q

|w(r, t)|q

r2(q−1)
. (2.64)
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Последнее интегральное уравнение можно переписать в следующем виде:

w(t) = Q(w)(t), (2.65)

Q(w)(t) := w0e
−t +

∫ t

0

e−(t−τ)Q−1
2 (w(τ))f(τ) dτ, f(r, t) := q

|w(r, t)|q

r2(q−1)
. (2.66)

Справедлива следующая лемма.

Лемма 4. Оператор Q, определенный равенством (2.66), для любой функции
w0 ∈ C

(1)
b (r−α, r−β , 1 + rγ ; [0, +∞)), удовлетворяющей неравенству (2.61), при q ∈

(1, 3/2) действует следующим образом:

Q : C([0, T ]; Cb(r−α; [0, +∞))) → C(1)([0, T ]; C(1)
b (r−α, r−β , 1 + rγ ; [0, +∞))). (2.67)

Замечание 2. В частности, имеем

Q : C([0, T ]; Cb(r−α; [0, +∞))) → C([0, T ]; Cb(r−α; [0, +∞))). (2.68)

Рассмотрим следующее полное метрическое пространство при R > 0 и T > 0:

BR := {w(t) ∈ C([0, T ]; Cb(r−α; [0, +∞))) : ∥w∥ 6 R, w(t) > w0e
−t} (2.69)

относительно метрики, порожденной нормой

∥w∥ := sup
t∈[0,T ]

∥w(t)∥α.

Справедлива следующая лемма.

Лемма 5. Для любой функции w0 ∈ Cb(r−α; [0, +∞)), удовлетворяющей нера-
венству (2.61), при q > 1 найдутся такое достаточно большое R > 0 и такое
достаточно малое T > 0, что

Q : BR → BR. (2.70)

Справедлива следующая лемма.

Лемма 6. Для достаточно малого T > 0 при q ∈ (1, 3/2) и для функции w0 ∈
Cb(r−α; [0, +∞)), удовлетворяющей неравенству (2.61), оператор Q является сжи-
мающим на пространстве BR :

∥Q(w1)−Q(w2)∥ 6
1
2
∥w1 − w2∥ (2.71)

для любых w1, w2 ∈ BR .

Доказательство полностью повторяет доказательство леммы 3, но с заменой
w(t1, r) 7→ w1(t, r), w(t2, r) 7→ w2(t, r).

С учетом лемм 5, 6 и принципа сжимающих отображений получаем, что для
любой функции w0 ∈ Cb(r−α; [0, +∞)) при выполнении неравенства (2.61) при до-
статочно малом T > 0 существует единственное решение интегрального уравне-
ния (2.65) в классе C([0, T ]; Cb(r−α; [0, +∞))). Используя стандартный алгоритм
продолжения решения интегрального уравнения (2.65) во времени (см. работу [9]),
получим следующий результат.
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Теорема 1. Если q ∈ (1, 3/2), то для любой функции w0 ∈ Cb(r−α; [0, +∞))
при выполнении неравенств α > 2 и (2.61) найдется такое максимальное T0 =
T0(w0) > 0, что для любого T ∈ (0, T0) существует единственное решение w(t)
класса C([0, T ]; Cb(r−α; [0, +∞))) интегрального уравнения (2.65), причем либо T0 =
+∞, либо T0 < +∞, и в этом последнем случае имеем

lim
T↑T0

∥w(t)∥α = +∞. (2.72)

С учетом леммы 4 из равенства (2.65) приходим к основной теореме настоящей
работы.

Теорема 2. Если q ∈ (1, 3/2), то для любой функции w0 ∈ Cb(r−α; [0, +∞)) ∩
C(1)[0, +∞) при выполнении неравенств α > 2 и (2.61) найдется такое максималь-
ное T0 = T0(w0) > 0, что для любого T ∈ (0, T0) существует единственное класси-
ческое решение задачи (2.6), (2.7) в смысле определения 3, причем либо T0 = +∞,
либо T0 < +∞, и в последнем случае имеет место предельное свойство (2.72).

3. ЗАДАЧА КОШИ. СЛУЧАЙ q = 3/2

Справедлива следующая лемма.

Лемма 7. Для любой функции w ∈ Cb(r−α; [0, +∞)) при выполнении неравенств

α > 2, w(r) > a0 min{1, rα}, a0 > 0, (3.1)

оператор Q2(w) действует следующим образом:

Q2(w) : C
(1)
b (r−α, r−β , 1 + r; [0, +∞)) → Cb(r−β , 1 + r; [0, +∞)), (3.2)

β = α +
α− 2

2
, (3.3)

причем справедливо

Q−1
2 (w) : Cb(r−β , 1 + r; [0, +∞)) → C

(1)
b (r−α, r−β , 1 + r; [0, +∞)), (3.4)

h(r) := Q−1
2 (w)f(r) =

∫ r

0

exp
(
−3

2

∫ r

ρ

|w(y)|1/2

y
dy

)
f(ρ) dρ. (3.5)

Доказательство. Прежде всего рассмотрим функцию

Φ(r, ρ) :=
∫ r

ρ

|w(y)|1/2

y
dy. (3.6)

Нужно рассмотреть три случая.
Случай 1. При 0 6 ρ 6 r 6 1 справедлива оценка снизу

Φ(r, ρ) > a
1/2
0

∫ r

ρ

y(α−2)/2 dy =
2a

1/2
0

α
[rα/2 − ρα/2]. (3.7)
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Случай 2. При 0 6 ρ 6 1 < r cправедлива оценка снизу

Φ(r, ρ) =
∫ 1

ρ

|w(y)|1/2

y
dy +

∫ r

1

|w(y)|1/2

y
dy >

> a
1/2
0

∫ 1

ρ

y(α−2)/2 dy + a
1/2
0

∫ r

1

1
y

dy =

=
2a

1/2
0

α
[1− ρα/2] + a

1/2
0 ln r > a

1/2
0 ln r. (3.8)

Случай 3. При 1 < ρ 6 r справедлива оценка снизу

Φ(r, ρ) > a
1/2
0

∫ r

ρ

dy

y
= a

1/2
0 ln

(
r

ρ

)
. (3.9)

Заметим, что равенство (3.5) можно переписать в следующем виде:

h(r) =
∫ r

0

e−qΦ(r,ρ)f(ρ) dρ. (3.10)

Нужно рассмотреть два случая.
Случай 3а: 0 6 r 6 1. Тогда с учетом (3.5) справедлива оценка сверху

|h(r)|
rα

6 ∥f∥β,1
1
rα

∫ r

0

yβ dy 6
1

β + 1
∥f∥β,1. (3.11)

Случай 3б: 1 < r. Тогда с учетом (3.8) и (3.9) имеет место оценка

|h(r)| 6
∫ 1

0

e−qΦ(r,ρ)|f(ρ)| dρ +
∫ r

1

e−qΦ(r,ρ)|f(ρ)| dρ 6

6 exp
(
−3

2
a
1/2
0 ln r

)
∥f∥β,1

∫ 1

0

ρβ dρ +

+ ∥f∥β,1

∫ r

1

exp
(
−3

2
a
1/2
0 ln

(
r

ρ

))
1
ρ

dρ := J1(r) + J2(r). (3.12)

Очевидно, что

sup
r∈[1,+∞)

J1(r) 6
∥f∥β,1

β + 1
, (3.13)

sup
r∈[1,+∞)

J2(r) 6 ∥f∥β,1

∫ ln r

0

exp
(
−3

2
a
1/2
0 [ln r − z]

)
dz 6

2∥f∥β,1

3a
1/2
0

. (3.14)

Таким образом, из соотношений (3.11) и (3.12) с учетом формул (3.13), (3.14) полу-
чаем, что h ∈ Cb(r−α; [0, +∞)). Несложно доказать равенство

dh

dr
= f − q

|w|q−2w

r
h ∈ Cb(r−β , 1 + r; [0, +∞)). (3.15)

Лемма доказана.
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Справедлива следующая лемма.

Лемма 8. Для любой функции w(t) ∈ C([0, T ]; Cb(r−α; [0, +∞))) такой, что

w(t) > w0e
−t, w0 > a0 min{1, rα}, a0 > 0, (3.16)

где w0 ∈ Cb(r−α; [0, +∞)), при выполнении неравенства

α > 2 (3.17)

оператор Q2(w) действует следующим образом:

Q2(w) : C([0, T ]; C(1)
b (r−α, r−β , 1 + r; [0, +∞))) →
→ C([0, T ]; Cb(r−β , 1 + r; [0, +∞))), (3.18)

β = α +
α− 2

2
, (3.19)

причем справедливо

Q−1
2 (w) : C([0, T ]; Cb(r−β , 1 + r; [0, +∞))) →

→ C([0, T ]; C(1)
b (r−α, r−β , 1 + r; [0, +∞))), (3.20)

h(t) := Q−1
2 (w)f(t) =

∫ r

0

exp
(
−3

2

∫ r

ρ

|w(y, t)|1/2

y
dy

)
f(ρ, t) dρ. (3.21)

Доказательство. Свойство (3.18) очевидно. Докажем свойства (3.20) и (3.21).
Справедливы следующие равенства:

h(r, t1)− h(r, t2) =
∫ r

0

[
exp

(
−3

2

∫ r

ρ

|w(y, t1)|1/2

y
dy

)
−

− exp
(
−3

2

∫ r

ρ

|w(y, t2)|1/2

y
dy

)]
f(ρ, t1) dρ +

+
∫ r

0

exp
(
−3

2

∫ r

ρ

|w(y, t2)|1/2

y
dy

)
×

× [f(ρ, t1)− f(ρ, t2)] dρ := h1(r) + h2(r), (3.22)

exp
(
−3

2

∫ r

ρ

|w(y, t1)|1/2

y
dy

)
− exp

(
−3

2

∫ r

ρ

|w(y, t2)|1/2

y
dy

)
=

=
∫ 1

0

d

ds
exp

(
−3

2

∫ r

ρ

|ws(y)|1/2

y
dy

)
ds, (3.23)

ws(y) := sw(y, t1) + (1− s)w(y, t2),

d

ds
exp

(
−q

∫ r

ρ

|ws(y)|q−2ws(y)
y2(q−1)

dy

)
=

= − q(q − 1) exp
(
−q

∫ r

ρ

|ws(y)|q−2ws(y)
y2(q−1)

dy

)
×

×
∫ r

ρ

|ws(y)|q−2

y2(q−1)
[w(y, t1)− w(y, t2)] dy. (3.24)
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Прежде всего заметим, что в силу (3.16) справедливы оценки

ws(y) > w0(y)[se−t1 + (1− s)e−t2 ] > w0(y) min{e−t1 , e−t2} >

> a0 min{1, rα}min{e−t1 , e−t2} > a0 min{1, rα}e−T . (3.25)

Рассмотрим следующую функцию:

Ψ(r, ρ, s) :=
∫ r

ρ

|ws(y)|−1/2

y
|w(y, t1)− w(y, t2)| dy. (3.26)

Нужно рассмотреть три случая.
Случай 1. При 0 6 ρ 6 r 6 1 в силу (3.25) справедлива оценка сверху

Ψ(r, ρ, s) 6 a
−1/2
0 eT/2∥w(t1)− w(t2)∥α

∫ r

ρ

y(α−2)/2 dy =

=
2

a
1/2
0 α

eT/2∥w(t1)− w(t2)∥α[rα/2 − ρα/2]. (3.27)

Случай 2. При 0 6 ρ 6 1 < r в силу (3.25) справедлива оценка

Ψ(r, ρ, s) =
∫ 1

ρ

|ws(y)|−1/2

y
|w(y, t1)− w(y, t2)| dy +

+
∫ r

1

|ws(y)|−1/2

y
|w(y, t1)− w(y, t2)| dy 6

6 a
−1/2
0 eT/2∥w(t1)− w(t2)∥α

2
α

[1− ρα/2] +

+ a
−1/2
0 eT/2∥w(t1)− w(t2)∥α ln r. (3.28)

Случай 3. При 1 < ρ 6 r в силу (3.25) справедлива оценка

Ψ(r, ρ, s) 6 a
−1/2
0 eT/2∥w(t1)− w(t2)∥α

∫ r

ρ

1
y

dy =

= a
−1/2
0 eT/2∥w(t1)− w(t2)∥α ln

(
r

ρ

)
. (3.29)

Теперь заметим, что для функции h1(r), определенной в (3.22), с учетом (3.23)
и (3.24) имеет место равенство

h1(r) = −3
4

∫ r

0

∫ 1

0

e−3Φ(r,ρ,s)/2Ψ(r, ρ, s)f(ρ) ds dρ, (3.30)

Φ(r, ρ, s) :=
∫ r

ρ

|ws(y)|1/2

y
dy. (3.31)

Поскольку для функции ws(y) справедлива оценка (3.25), то с заменой

a0 7→ a0e
−T

мы получим, как при доказательстве леммы 7, оценки снизу в следующих трех
случаях.
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Случай 1. При 0 6 ρ 6 r 6 1

Φ(r, ρ, s) >
2a

1/2
0 e−T/2

α
[rα/2 − ρα/2]. (3.32)

Случай 2. При 0 6 ρ 6 1 < r

Φ(r, ρ, s) > a
1/2
0 e−T/2 ln r. (3.33)

Случай 3. При 1 < ρ 6 r

Φ(r, ρ, s) > a
1/2
0 e−T/2[ln r − ln ρ]. (3.34)

Теперь рассмотрим два случая.
Случай 3а: 0 6 r 6 1. В этом случае из представления (3.30) с учетом оце-

нок (3.27) и (3.32) получим оценку

|h1(r)|
rα

6 M1(a0, T, α)∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,1
1
rα

∫ r

0

yβ dy 6

6 M1(a0, T, α)∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,1
1

1 + β
. (3.35)

Случай 3б: 1 < r. В этом случае из представления (3.30) с учетом оценок (3.28),
(3.29) и (3.33), (3.34) получим оценку

|h1(r)| 6
3
4

∫ 1

0

∫ 1

0

e−3Φ(r,ρ,s)/2Ψ(r, ρ, s)|f(ρ)| ds dρ +

+
3
4

∫ r

1

∫ 1

0

e−3Φ(r,ρ,s)/2Ψ(r, ρ, s)|f(ρ)| ds dρ := J1(r) + J2(r). (3.36)

Для J1(r) с учетом (3.28) и (3.33) получаем следующую оценку:

J1(r) 6 M2(a0, T, α)∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,1[1 + ln r]
1

rβ0
, (3.37)

где β0 := 3a
1/2
0 e−T/2/2, из которой получаем

sup
r>1

J1(r) 6 M22(α, a0, T )∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,1. (3.38)

Для J2(r) с учетом оценок (3.29) и (3.34) получим неравенство

J2(r) 6 M3(a0, α, T )∥w(t1)−w(t2)∥α∥f(t1)∥β,1

∫ r

1

e−β0[ln r−ln ρ][ln r− ln ρ]
1
ρ

dρ. (3.39)

Рассмотрим интеграл

J3(r) :=
∫ r

1

e−β0[ln r−ln ρ][ln r − ln ρ]
1
ρ

dρ. (3.40)

Справедлива оценка

J3(r) 6
∫ ln r

0

e−β0(ln r−z)(ln r − z) dz 6
∫ +∞

0

e−β0ττ dτ < +∞. (3.41)
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Таким образом, из (3.39) с учетом (3.40) приходим к выводу о том, что

sup
r>1

J2(r) 6 M23(q, α, a0, T )∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,1. (3.42)

Из неравенства (3.36)) с учетом (3.38) и (3.42) получаем

sup
r>1

|h1(r)| 6 M3(q, α, a0, T )∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,1. (3.43)

В свою очередь, из (3.35) и (3.43) получаем

∥h1∥α 6 M4(q, α, a0, T )∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,1. (3.44)

Аналогичным образом и даже проще получаем оценку

∥h2∥α 6 M5(q, α, a0, T )∥f(t1)− f(t2)∥β,1. (3.45)

Итак, из (3.44) и (3.45) получаем оценку

∥h(t1)− h(t2)∥α 6 M(q, α, a0, T )[∥w(t1)− w(t2)∥α∥f(t1)∥β,1 +

+ ∥f(t1)− f(t2)∥β,1], (3.46)

из которой получаем

∥h(t1)− h(t2)∥α → +0 при |t1 − t2| → +0. (3.47)

Теперь заметим, что справедливо равенство

dh(r, t)
dr

= f(r, t)− q
|w(r, t)|q−2w(r, t)

r2(q−1)
h(r, t), (3.48)

из которого получаем∥∥∥∥dh(r, t1)
dr

− dh(r, t2)
dr

∥∥∥∥
β,1

→ +0 при |t1 − t2| → +0. (3.49)

Таким образом, из (3.47) и (3.49) получаем

∥h(t1)− h(t2)∥α,β,1 → +0 при |t1 − t2| → +0. (3.50)

Значит, h(t) ∈ C([0, T ]; C(1)
b (r−α, r−β , 1 + r; [0, +∞))). Лемма доказана.

Дальнейшие рассуждения повторяют рассуждения в предыдущем разделе, и ме-
тодом сжимающих отображений в сочетании с алгоритмом продолжения во времени
интегральных уравнений типа уравнения Вольтерры приходим к теоремам 1 и 2, но
уже в случае q = 3/2.

Конфликт интересов. Авторы заявляют, что у них нет конфликта интересов.
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