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ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В последние годы были получены важные ре!
зультаты по изучению внутреннего строения Лу!
ны методом сейсмической томографии (Weber
и др., 2011) и была построена высокоточная эмпи!
рическая теория физической либрации Луны на
основе обширного материала по ее лазерным на!
блюдениям (Rambaux, Williams, 2011). Указанные
работы составили основу для наших исследова!
ний вращения Луны. Для определения эллипсои!
дальностей жидкого ядра были использованы
оценки для определенных соотношений момен!
тов инерции ядра и Луны, полученные в недавних
работах (Williams и др., 2010; 2011; 2012) на основе
данных лазерных наблюдений. 

В работе (Weber и др., 2011) на основе имею!
щихся сейсмических данных эры лунных миссий
Apollo на Луну и с помощью современных мето!
дов анализа сейсмических сигналов на Луне
(с учетом свойств отраженного и преобразованных
сигналов от ядра) были получены сильные аргу!
менты в пользу существования твердого и жидко!
го ядра с радиусами 240 и 330 км соответствен!
но. В нашей статье мы используем указанные сей!

смографические результаты для определения
динамических параметров ядра и мантии Луны с
целью дальнейшего изучения влияния жидкого
ядра Луны на ее физические либрации.

В данной работе будем рассматривать враще!
ние Луны на основе ее двухслойной модели (Fer!
randiz, Barkin, 2000; 2003), состоящей из твердой
мантии и эллипсоидального жидкого ядра с иде!
альной жидкостью, которая совершает простое
движение по Пуанкаре (Poincare, 1910; Ламб,
1947). Твердое ядро в данной работе исключается
из рассмотрения. 

Орбитальное движение Луны описывается вы!
сокоточной долгосрочной численной теорией
DE/LE!406, на основе которой были построены
необходимые в теории вращения Луны разложе!
ния сферических функций координат Луны в ря!
ды Пуассона по кратным аргументов теории ор!
битального движения   F and D (Kudryavtsev,
2007; Barkin и др., 2009). В результате, с помощью
указанных вспомогательных разложений были
построены разложения второй гармоники сило!
вой функции гравитационного потенциала в пе!
ременных Андуайе–Пуанкаре (Barkin и др., 2009).
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Ограниченный объем статьи не позволяет дать
полное описание построенной аналитической
теории вращения Луны, поэтому здесь мы приво!
дим лишь описание структуры решения задачи о
вынужденных и свободных либрациях Луны и
концентрируем внимание на определении и ин!
терпретации новой моды свободной либрации
Луны (соответствующих колебаний полюса ее
оси вращения), обусловленных влиянием жидко!
го эллипсоидального ядра. В результате сравне!
ния построенной нами аналитической теории
физической либрации Луны, в частности ее сво!
бодных либраций, и имеющейся в распоряжении
эмпирической теории вращения Луны, нами бы!
ли определены: амплитуда, начальная фаза и пе!
риод четвертой моды свободной либрации Луны.
Основной результат здесь заключается в том, что
впервые определен период свободной нутации
ядра (  сут), его амплитуда и на!
чальная фаза. На основе указанного значения пе!
риода оценена сумма двух меридиональных сжа!

тий ядра  =  По соображениям
подобия и идентичности отношений динамиче!
ских сжатий для всей Луны и для ее ядра определе!

ны их индивидуальные значения:  = 

 =  (Barkin и др., 2012).

Для исследования вращательного движения
двухслойной Луны необходимо в первую очередь
определить главные моменты инерции Луны (как
полной системы) A, B и C и значения моментов
инерции ее ядра   и  и, соответственно, ди!
намические сжатия ядра  и  =
=  Указанные параметры являются ос!
новными в рассматриваемой задаче и они опреде!

77757.032TΠ =

ε + μD D
47.00 10 .−
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1 A Bε = −D c c µD
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ляют вынужденные и свободные либрации Луны
и ее ядра в гравитационном поле Земли и других
небесных тел. Выполнены оценки указанных па!
раметров ядра.

МОДЕЛЬ ЛУНЫ, ЕЕ ЖИДКОГО ЯДРА 
И ТВЕРДОГО ЯДРА. 

ОСНОВНЫЕ ПАРАМЕТРЫ 
И ДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ

В работе (Weber и др., 2011) сейсмическими
методами была построена оболочечная модель
Луны (рис. 1, слева) с твердым ядром и жидким
ядром с радиусами около 240 и 330 км. Было под!
тверждено существование частично расплавленной
зоны вокруг жидкого ядра с радиусом 480 км или
шарового слоя с радиусами 330–480 км (рис. 1,
слева). Жидкое ядро Луны (или жидкий шаровой
слой с радиусами 240–330 км) занимает пример!
но ~60% от объема всего ядра и дает наибольший
вклад в значение полярного момента инерции яд!
ра. Здесь мы используем результаты указанной
работы для определения динамических парамет!
ров ядра и мантии Луны с целью дальнейшего ис!
следования влияния жидкого ядра Луны на физи!
ческие либрации.

Массы и моменты инерции оболочек Луны. В ука!
занной модели средние значения плотности жидко!
го ядра и твердого ядра (или их однородных моде!
лей) составляют:  г/см3 и  г/см3

(см. рис. 1, справа). Таким образом, избыточная
плотность твердого ядра по сравнению с плотно!
стью жидкого ядра составляет  г/см3. В
дальнейшем пренебрежем погрешностями в

5.11δ =l,с 8.04δ =s,c

2.93Δδ =s,l

240 км

ρ

1062 84

330 км
480 км

Мантия

Частичный
расплав

Жидкое внешнее
ядро

Твердое

ядро

Rm,z = 480 км
Rl,c = 330 км

Rs,c = 240 км

внутреннее

 Основные оболочки Луны, их радиусы R и плотности  (по работе (Weber и др. 2011)).ρ
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определении средних плотностей. Для значений
среднего радиуса твердого ядра и жидкого ядра
имеем следующие оценки:  =  км,

=  км (Weber и др., 2011). 

Подчеркнем, что модель однородного твердо!
го ядра и его жидкой оболочки хорошо согласует!
ся с данными сейсмических наблюдений (рис. 1,
справа). Поэтому ряд динамических характери!
стик ядра (полярные моменты инерции, динами!
ческие сжатия и т.п.) мы построим, основываясь
на соответствующих однородных моделях в виде
однородных шаров или эллипсоидов, используя
дополнительные наблюдательные данные, на!
пример по лазерной локации Луны (Williams
и др., 2011; 2012). Приведем результаты вычисле!
ния осевых моментов инерции твердого ядра,
рассматриваемого как однородный шар, и жид!
кого ядра как однородного шарового слоя.

Для твердого ядра Луны, рассматриваемого
как сферическое однородное тело с радиусом

=  км, значения массы и полярного
момента инерции рассчитываются по формулам

(1)

и по нашим оценкам составляют 

(2)

Аналогичным образом определяем массу и мо!
мент инерции жидкого ядра, также рассматрива!
емого как сферический однородный слой жидко!
сти, по формулам:

 г, (3)

(4)

В результате получаем, что суммарная масса и по!
лярный момент инерции всего ядра, включающего
в себя жидкое ядро и твердое ядро, будут равны:

 кг, (5)

 г см2. (6)

Важно отметить, что значение момента инерции
жидкого ядра (4) составляет около 71.3% от мо!
мента инерции всего ядра (6) (вместе с твердым
ядром). Это означает, что в динамике вращатель!
ного движения Луны превалирующую роль игра!
ет именно жидкое ядро. В определенной степени
это оправдывает наш выбор двухслойной модели

Rl,c 330 20±

Rs,c 240 10±

Rs,c 240 10±

3 54 8,
3 15

m R C R= πδ = πδs,c s,c s,c s,c s,c s,c

( )

( )

23

38

4.65 0.58 10

1.07 0.23 10 .

m

C

= ± ×

= ± ×

s,c

2
s,c

г,

г см

( ) ( )
3 3 234 4.73 1.78 10

3
m R R= πδ − = ± ×l,c l,c l,c s,c

( )

( )

5 5

38

8
15

2.67 0.81 10 .

C R R= πδ − =

= ± ×

l,c l,c l,c s,c

2г см

( )
239.38 1.61 10m m m= + = ± ×c s,c l,c

( )
383.74 1.04 10C C C= + = ± ×c s,c l,c

Луны для первых исследований динамической
роли жидкого ядра. Однако в последующих рабо!
тах мы планируем рассмотреть особенности ди!
намики трехслойной модели Луны, состоящей из
мантии, жидкого ядра и твердого ядра. Таким об!
разом, для рассматриваемой модели ядра его мас!
са (5) определяется с относительной погрешно!
стью в 17.2%, а полярный момент инерции (6)
определяется с относительной погрешностью в
27.8%. Средняя плотность однородного жидкого
ядра (сферического слоя) составляет 6.233 г/см3.
При этом масса и полярный момент инерции яд!
ра для двухслойной и трехслойной моделей Луны
(Weber и др., 2011) совпадают. 

Динамический параметр влияния жидкого ядра
на вращение Луны. Для изучения эффектов в либ!
рациях Луны, обусловленных жидким ядром,
важную роль играет параметр Lc, равный отноше!
нию осевых полярных моментов ядра Cc и всей
Луны C. Примем известное значение момента

инерции Луны  г см2 (Araki
и др., 2009). В результате по найденному значе!
нию момента инерции ядра (6) получаем значе!
ние 

(7)

Фактически данная оценка фундаментального
параметра Луны Lc получена на основе данных
сейсмических исследований Луны. 

Параметр Lc определен здесь наиболее точно по
сравнению с предыдущими оценками. Тем не ме!
нее погрешности в определении динамического
параметра Lc все же довольно значительны. Поэто!
му в первых исследованиях эффектов во вращении
Луны, обусловленных жидким ядром, мы ограни!
чимся рассмотрением двухслойной модели.

Динамические сжатия ядра. Динамические эф!
фекты жидкого ядра во вращательном движении
Луны будем изучать на основе модели Пуанкаре
для твердого тела с эллипсоидальной полостью,
заполненной идеальной жидкостью, на основе
специальных форм уравнений движения в пере!
менных Андуайе и Пуанкаре, введенных в пред!
шествующих работах (Ferrandiz, Barkin, 2000;
2003). Эллипсоидальность жидкого ядра является
главенствующим фактором для изучения рас!
сматриваемых здесь эффектов свободной нута!
ции Луны вследствие гидродинамического влия!
ния жидкого ядра. Ее можно охарактеризовать
полуосями эллипсоидальной полости, в которой
расположено жидкое ядро,   и  Осевые мо!

менты инерции    и параметры инерции

4210C = ×0.873486

( )
44.28 1.19 10

(

L C C −

= = ± ×c c

с погрешностью в 27.8%).

,ac bc .cc

,Ac ,Bc Cc
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Пуанкаре    определяются формулами
(Poincare, 1910):

(8)

где mc – масса жидкого ядра. Обозначим оси коор!
динат таким образом, что для моментов инерции и
полуосей эллипсоидального ядра выполняются
соотношения ,  и введем в
рассмотрение динамические сжатия эллипсои!
дального ядра:

и  (9)

Сейсмографические методы в настоящее вре!
мя не позволяют выявить и оценить геометриче!
ские сжатия ядра и значения полуосей эллипсои!
дальной полости. Однако исследования физиче!
ской либрации Луны на основе данных
многолетних лазерных наблюдений позволяют
сделать это.

Оценки динамических сжатий ядра, полученные
на основе данных лазерных наблюдений. Динами!
ческие эффекты от ядра в физической либрации
Луны зависят от относительного момента жидко!
го ядра и от его сжатия. Одна из первых оценок

параметра  =  была получена для
простой модели однородного железного ядра с
радиусом около 340 км, а сжатие ядра (осесим!

метричной модели) было оценено как 
При этом было отмечено, что долгий период сво!
бодной нутации жидкого ядра должен составить
около двух веков (Williams и др., 2001). Если дина!
мические сжатия ядра (или сумма меридиональ!
ных сжатий) в реальности окажутся больше, то
период будет меньше. И наоборот, если указан!
ные сжатия будут меньше, то период будет иметь
большее значение. В данной работе получены со!
гласующиеся между собой оценки динамических
сжатий ядра, в том числе на основе сравнения
разрабатываемой аналитической теории и эмпи!
рической теории, основанной на лазерных на!
блюдениях (Rambaux, Williams, 2011).

В недавних работах (Williams и др., 2011; 2012)
были предприняты первые попытки определения
динамических сжатий ядра по результатам дина!
мического анализа вращения Луны на основе вы!
сокоточных лазерных наблюдений. В работе (Wil!
liams и др., 2011) была получена подобная оценка

,Dc ,Ec Fc

( ) ( )

( )

2 2 2 2

2 2

1 1, ,
5 5

1 ,
5

2 2 2, , ,
5 5 5

A m b c B m a c

C m a b

D m a b E m a c F m b c

= + = +

= +

= = =

c c с с c c с с

c c с с

c c c c c c c c c c c c

C B A> >c c c ,a b c> >c c c

1 A Cε = −D c c 1 .B Cµ = −D c c

L C C=c c
46 10−

×

43 10 .−

×

для следующей комбинации введенных в нашей
работе параметров ядра 

 (10)

Ниже нами получена оценка для суммы динами!
ческих сжатий ядра Луны  в результате
сравнения нашей аналитической теории физиче!
ской либрации Луны с жидким ядром и эмпири!
ческой теории физической либрации, построен!
ной на основе многолетних лазерных наблюдений
в недавней работе (Rambaux, Williams, 2011). На

основе этого значения (  =  см.
Определение периода…), полученного в результа!
те анализа либрации Луны, из соотношения (10)
находим оценку для параметра 

 (погрешность 34.9%). (11)

В другой работе (Williams и др., 2012) приво!
дится другое значение соотношения:

 (12)

В данной работе в результате исследования сво!
бодных либраций Луны, на основе известного со!
отношения между сжатиями и периодом Пуанка!
ре свободных колебаний ядра (29), для суммы дина!
мических сжатий ядра получаем оценку  =

=  которой соответствует значение па!
раметра 

 (погрешность 44%). (13)

Это значение согласуется с полученным выше (по
сейсмографическим данным) значением этого
параметра (7), но с несколько меньшей ошибкой. 

СТРУКТУРА ОБЩЕГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
О ФИЗИЧЕСКОЙ ЛИБРАЦИИ ЛУНЫ 
И МОДЫ СВОБОДНОЙ ЛИБРАЦИИ

Объем статьи не позволяет дать полное изло!
жение работы по построению аналитической тео!
рии вращательного движения Луны с эллипсои!
дальным жидким ядром. Поэтому здесь мы скон!
центрируем внимание на анализе свободных
(резонансных) либраций Луны, вызванных гра!
витационным притяжением Земли и гидродина!
мическим влиянием жидкого ядра. Тем не менее
предварительно укажем на общую структуру по!
лученного нами решения задачи о физических
либрациях Луны:

(14)

( ) ( ) −

=ε ×+ μ ±c D D

(погрешность 35%).

72 2.3 0.8 10L

ε + μD D

ε + μD D
−

×7.244 10 4,

( ) 46.57 2.29 10L −

= ± ×c

( ) ( ) −

ε = ×+ μ ±c D D

(погрешность 44%).

72 1.6 0.7 10L

ε + μD D
47.00 10 ,−

×

( ) 44.57 2.00 10L −

= ± ×c

= + + +

+

M S

res M S

�

0( ) ( , , , ,...)
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В (14) использовано векторное обозначение для
используемых в теории вращения Луны несколь!
ких групп переменных. Среди них переменные
Андуайе, описывающие вращательные движения
мантии и ядра Луны (Ferrandiz, Barkin, 2000; Bar!
kin и др., 2012): 

 (15)

Также используются классические переменные
теории физической либрации Луны (Rambaux,
Williams, 2011):

(16)

и некоторые другие динамические характеристи!
ки. В (16) τ, ρ и σ – либрации в долготе и наклоне,
I – средний угол наклона оси вращения Луны от!
носительно нормали к плоскости эклиптики. В
(14) указаны также аргументы теории орбиталь!
ного движения Луны:  являющиеся ли!
нейными функциями времени с определенными
частотами. Геометрический и динамический
смысл всех указанных выше переменных хорошо
известен (Ferrandiz, Barkin, 2000; Гусев, Петрова,
2008; Barkin и др., 2012).

Базовые уравнения вращательного движения с
жидким эллипсоидальным ядром Луны записы!
ваются в канонической форме (в переменных Ан!
дуайе) и для них разрабатываются специальные
методы построения условно!периодических ре!
шений гамильтоновых систем в условиях резо!
нанса, исследуется их линейная окрестность, а в
общем случае и нелинейная окрестность. Указан!
ные методы исследования были разработаны пер!
воначально для твердой модели Луны без жидко!
го ядра (Barkin, 1987; Баркин, 1989), а в данной
работе они развиваются на более общую модель
небесного тела с эллипсоидальным жидким яд!
ром. При этом используется метод малого пара!
метра, который вводится на основе предположе!
ния о малости динамических сжатий Луны, или
на основе предположения о почти концентриче!
ском распределении ее плотностей. Обобщения
метода касаются в первую очередь изучения воз!
мущенного движения полюсов осей вращения
Луны и жидкого ядра. 

При этом на первом этапе построения теории,
как и в случае твердой Луны, изучаются основные
закономерности в ее вращении. Показано, что ре!
зультаты для твердой модели и для модели Луны с
жидким ядром в части, касающейся либрации
мантии Луны, полностью совпадают. Однако до!
бавляются новые положения о характере невозму!
щенного движения ядра в условиях движения Лу!
ны по законам Кассини (Ferrandiz, Barkin, 2003).

Первые три слагаемых решения (14) описыва!
ют промежуточное условно!периодическое реше!
ние задачи

(17)

( , , , , , ; , , , , , ).L G H l g h L G H l g h=Z c c c c c c

1 2( , , , , )P P I= τ ρ σZ

, , , ,l l F DM S

0 ( , , , ,...)p l l F D= + +Z Z Z Z� M S

и они фактически не содержат начальных усло!
вий задачи. Здесь решение строится в первую оче!
редь в переменных Андуайе по целым степеням
малого параметра μ, который характеризует по!
рядок малости динамических сжатий Луны, ее яд!
ра и подвижность плоскости лунной орбиты. 

В (17)  – основное решение, описывающее
вращательное движение по законам Кассини.
Для его определения привлекались члены перво!
го порядка малости относительно динамических
сжатий, соответствующие второй гармонике си!
ловой функции ньютоновского взаимодействия
несферичной Луны и Земли. В результате получи!
ли динамическое обоснование все положения за!
конов Кассини и формулируются более полные и
точные положения, дополняющие их (Barkin,
1987; 2011). Основным результатом здесь являет!
ся теоретическое определение постоянного угла
Кассини  – невозмущенного значения угла
между нормалью к плоскости эклиптики и осью
вращения Луны (в движении по Кассини). Значе!
ние  определяется из тригонометрического
уравнения (Баркин, 1987; Barkin и др., 2009):

(18)

коэффициенты которого (и, естественно, значе!
ние самого угла ) зависят от основных парамет!
ров селенопотенциала   и параметров воз!
мущенного орбитального движения Луны (в част!
ности, от скорости прецессии лунной орбиты ).
Здесь мы опустим подробную запись и анализ
уравнения (18). Но отметим, что это уравнение
представляет собой необходимое условие суще!
ствования условно!периодического решения (17),
описывающего вынужденные либрации Луны. 

На основе параметров современной модели
гравитационного поля Луны, построенной в ре!
зультате осуществления японской космической
миссии Selena (Matsumoto и др., 2010), на основе
уравнения (16) здесь было найдено значение

 =  (Barkin и др., 2012). Это
теоретическое значение хорошо согласуется с род!
ственным значением угла Кассини 
полученным в эмпирической теории на основе
длительных рядов лазерных наблюдений Луны
(Rambaux, Williams, 2011). 

Движение Луны с жидким ядром по законам
Кассини определяется из условий существования
условно!периодического решения уравнений
движения Луны (из уравнений первого прибли!
жения для канонических переменных Андуайе–
Пуанкаре) (Barkin и др., 2012). В невозмущенном
движении Луна вместе с жидким ядром совершает
осевое твердотельное вращение с постоянной угло!
вой скоростью  представляющей частоту аргу!
мента орбитального движения Луны F. 

0Z

0ρ = ρ

0ρ

0 0 0 0cos 2 sin 2 cos sin 0,ρ + ρ + ρ + ρ =B A Y U

0ρ

20,C 22C

nΩ

0 1 32 37 9ρ = ° ′ ′′ 5557 94′′

5553 60,ρ = ′′

,Fn
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Более трудной задачей является проблема по!
строения аналитических выражений для посто!
янных составляющих переменных  условно!
периодического решения  (17). Эти постоян!
ные добавки к порождающим значениям пере!
менных  согласно развиваемому методу, опре!
деляются в результате анализа уравнений второго
и высших приближений, которые последователь!
но решаются при построении условно!периодиче!
ского решения, в котором  – его чи!
сто условно!периодическая составляющая. Возму!
щения  представляются суммой
тригонометрических слагаемых с аргументами,
являющимися линейными комбинациями клас!
сических аргументов теории орбитального дви!
жения Луны. Этой важной части построения тео!
рии вращения Луны мы планируем посвятить от!
дельную статью с результатами определения и
табулирования амплитуд, периодов и начальных
фаз вынужденных физических либраций в пере!
менных Андуайе, в классических переменных
теории физической либрации Луны, а также для
компонент угловой скорости вращения Луны.

В данной работе мы сконцентрируем внима!
ние на четвертом слагаемом решения (14) 

(19)

которое описывает свободные и резонансные
либрации Луны. Здесь  – постоянные ам!
плитуды и  – аргументы свободных либ!
раций Луны, являющиеся линейными функция!
ми времени:

 (20)

с указанными постоянными частотами    и 

   и  – начальные значения аргу!
ментов – фазы аргументов (для эпохи 2000.0). 

Таким образом, решение задачи о физической
либрации Луны (14)–(20) (для рассматриваемой
двухслойной модели Пуанкаре) содержит 8 на!
чальных условий. Они представляют собой ам!
плитуды и фазы свободных либраций в долготе

( ), в наклоне ( ), в движении полюсов

( ) и в свободной нутации ядра ( ). Пер!
вые 6 начальных условий задачи о физической
либрации Луны были определены на основе дан!
ных лазерной локации Луны, впервые в работе
Cаlame (1976). Более точно указанные шесть на!
чальных условий были определены в современ!
ных исследованиях (Rambaux, Williams, 2011). Не!
смотря на то, что в этой работе был получен из на!
блюдений ряд новых либраций с определенными
периодами, но неизвестной природы, авторам не

Z
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,pn ,qn rn .sn
(0),pU (0),qU (0)

rU (0)
sU

(0), pP U (0), rR U
(0), qQ U (0), sS U

удалось определить параметры четвертой моды

свободной либрации ( ). Таких не идентифи!
цированных либраций теория (Rambaux, Willi!
ams, 2011) содержит около пятидесяти для пяти
классических переменных  (16).
В данной работе мы впервые идентифицируем
четвертую моду свободной либрации Луны в ре!
шении (14)–(20) и даем первые оценки ее перио!
да, амплитуды и начальной фазы.

В силу резонансного характера движения Лу!
ны аналитическое решение уравнений в вариаци!
ях (19) 
ищется по целым и дробным степеням малого па!

раметра (по степеням ). Подобный метод ре!
шения уравнений в вариациях ранее был приме!
нен в теории вращения твердой несферичной Лу!
ны без жидкого ядра (Barkin, 1987), а позднее – при
изучении вращения Луны с жидким ядром (Fer!
randiz, Barkin, 2003; Barkin и др., 2012). Подроб!
ное описание аналитического решения (14)–(20)
будет дано в последующих наших работах. А здесь
мы сконцентрируем внимание на описании эф!
фектов в свободном движении полюса оси враще!
ния Луны, обусловленных ее эллипсоидальным
жидким ядром. 

СВОБОДНЫЕ ЛИБРАЦИИ ЛУНЫ

Свободные либрации Луны проявляются во
всех переменных z кратко описанных выше, в
частности в переменных Андуайе. Согласно на!
шему решению они представляют собой решение
уравнений в вариациях, описывающих враща!
тельное движение Луны в окрестности ее проме!
жуточного условно!периодического решения.
Укажем на структуру этого решения именно в ка!
нонических переменных Андуайе (Barkin и др.,
2012):

(21)

Здесь   – вектор канониче!
ских переменных Андуайе, описывающих враща!
тельное движение Луны. Основу аналитических
исследований составляют специальные канониче!
ские уравнения вращательного движения твердого
тела с эллипсоидальной полостью, заполненной
идеальной жидкостью, совершающей простое
движение по Пуанкаре (Ferrandiz, Barkin, 2000).
А также методы построения условно!периодиче!
ских решений гамильтоновых систем, содержа!

(0), sS U
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щих малый параметр, и методы исследования его
линейной и нелинейной окрестностей (Barkin, 1987;
Barkin, Ferrandiz, 2003; Barkin и др., 2012).

В решении (21)  – амплитуды свобод!
ных либраций. Аргументы    и  опреде!

ляются формулами (20), где     –
начальные значения аргументов свободных либ!
раций. Частоты свободных либраций Луны p, q, r
и s определяются в результате решения соответ!
ствующего характеристического уравнения. Они
являются чисто мнимыми:

(22)

где    и  – вещественные частоты свобод!
ных колебаний, которым соответствуют периоды
колебаний

(23)

Указанные частоты и соответствующие им перио!
ды поддаются точному аналитическому описа!
нию и для их оценок не требуются данные наблю!
дений либраций Луны, но требуются точные зна!
чения параметров динамического строения, ее
гравитационного поля и характеристик эллипсо!
идального ядра. И напротив, значения амплитуд
свободных либраций P, Q, R, S и их начальные

фазы     могут быть определены
только на основе данных наблюдений за враща!
тельным движением Луны. До настоящего време!
ни из указанных четырех мод по данным лазер!
ных наблюдений были определены только три
первые. Самое первое определение амплитуд и
фаз свободных либраций Луны по светолокаци!
онным измерениям дальностей до светоотража!
телей, установленных на поверхности Луны, бы!
ло выполнено в работе Calame (1976). Современ!
ное высокоточное определение амплитуд и фаз
трех мод свободных либраций Луны было выпол!
нено в недавней работе (Rambaux, Williams, 2011).
Авторы использовали длительные ряды лазерных
наблюдений Луны (за период около 40 лет). 

В данной работе мы опустим подробный вы!
вод формул для частот и периодов свободных
либраций Луны (всех четырех мод) и формул для
решения уравнений в вариациях в переменных
Андуайе, а приведем окончательные результаты с
целью их последующего анализа и перехода к ва!
риациям классических переменных теории физи!
ческой либрации Луны Z =  (16).
Наиболее актуальным вопросом здесь является
вопрос об определение четвертой моды свобод!
ной либрации Луны, вызванной жидким ядром.

Основные резонансные эффекты во вращательD
ном движении Луны и их интерпретация. В данной
работе мы изучаем основные резонансные эф!
фекты во вращательном движении Луны в

, , ,P Q R S
,pU ,qU rU sU
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1 2( , , , , )P P Iτ ρ σ

окрестности ее условно!периодического проме!
жуточного движения (17). Луна обладает ядром с
небольшими размерами. В силу этой особенности
общее характеристическое уравнение уравнений
в вариациях в пером приближении расщепляется
на два уравнения. Первое уравнение определяет
три моды свободной либрации в долготе, наклоне
и в свободных колебаниях полюса с частотами 

  Это уравнение нами изучалось при построе!
нии теории физической либрации модели твер!
дой Луны. В частности были оценены три перио!
да свободной либрации Луны, соответствующие
указанным частотам (Barkin, 1987; Barkin и др.,
2012). Второе характеристическое уравнение позво!
ляет определить четвертую моду свободных колеба!
ний полюса Луны с частотой  обусловленную
жидким эллипсоидальным ядром Луны. В случае
малого ядра для этой частоты нами было получено
аналитическое выражение в терминах основных па!
раметров рассматриваемой модели Луны:

 (24)

Сохраняя в выражениях (24) лишь члены первой
степени малости относительно динамических
сжатий ядра (9), для частоты (24) получаем упро!
щенное выражение

(25)

Соответствующие частотам    и (25) пери!
оды (23) определяются следующими формулами:

 (26)

(27)

 (28)

(29)

В формулах (26)–(29)  драконический пери!
од лунного орбитального движения  =

=  сут. Здесь частота  (f –
гравитационная постоянная,  – масса Земли,
a – средняя большая полуось лунной орбиты,
принятая равной  м). Численные
значения указанных частот составляют:

(30)
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Для принятых значений динамических сжатий
Луны по формуле (29) получаем следующее тео!
ретическое значение периода свободных либра!
ций, обусловленных влиянием жидкого ядра

 сут. Безразмерные коэффициенты

  …,  в формулах (26)–(28) представ!
ляют собой нормированные значения соответ!
ствущих вторых частных производных от усред!
ненного возмущающего гамильтониана задачи

 Они определяются довольно громоздкими
формулами и были впервые вычислены в работе
(Barkin, 1987) для модели гравитационного поля
того времени (Гусев, Петрова, 2008). В данной ра!
боте для указаных коэффициентов были получе!
ны численные значения: 

 (31)

но уже для современной модели гравитационного
поля Луны, построенной авторами работы
(Matsumoto и др., 2010).

Теперь по формулам (26)–(31) для принятых
значений параметров рассматриваемой модели
находим значения четырех периодов свободных
либраций Луны с жидким эллипсоидальным яд!
ром. Они приведены в табл. 3 в сравнении со зна!
чениями соответствующих периодов из эмпири!
ческой теории либрации Луны (Rambaux, Wil!
liams, 2011).

Для определения амплитуд P, Q, R, S и их на!

чальных фаз     свободных либра!
ций воспользуемся эмпирической теорией физи!
ческой либрации Луны (Rambaux, Williams, 2011).
Для этого отождествим обозначения основных

27.1976sT =

( )
0 ,f l,l ( , )

0 ,L Lf ( , )
0

g gf

1 .F

( ) 6 ( , ) 6
0 0
( , ) ( , ) 6

0 0
( , ) 6 ( , ) 6

0 0
( , ) 6

0

2506.765 10 , 672.2999 10 ,

4.331321, 410.4448 10

673.1132 10 , 671.6517 10 ,

410.4448 10 ,

g g

H H L L

g h h h

f f

f f

f f

f

− −

−

− −

θ θ −

= × = ×

= − = ×

= × = ×

= ×

l,l

(0),pU (0),qU (0),rU (0)
sU

аргументов свободных либраций из этой работы
U, V и W с нашими обозначениями:

  (32)

Аналогичные соотношения получаем для началь!
ных фаз этих аргументов:

 

В данной работе мы определили начальные зна!

чения всех фаз     Они приведены
в табл. 1. А также определили значения четырех
амплитуд основных свободных либраций (см. ни!
же), частоты (и периоды) свободных колебаний.

Для удобства сравнения свободных либраций
(амплитуд, фаз и периодов) в аналитической и
эмпирической теориях в нашем решении в пере!
менных Андуайе свободные либрации запишем в
виде (21), используя для резонансных аргументов
их выражения (32) через аргументы U, V и W, ис!
пользуемые в теории, основанной на лазерных
данных наблюдений. 

В результате решения уравнений в вариациях с
помощью метода малого параметра мы построили
приближенное решение задачи о свободных либ!
рациях в переменных Андуайе. Отметим, что в
рассматриваемой постановке задачи вращатель!
ному движению модели ядра Луны сопоставлено
простое движение идеальной жидкости по Пуан!
каре (Ламб, 1947). При этом задача о физической
либрации Луны была сведена к решению системы
канонических уравнений 8!го порядка. 

В данной работе в начале решение уравнений в
вариациях было получено в переменных Андуайе

  и затем было преобразова!
но к известным классическим переменным

 (Rambaux, Williams, 2011). Также
использовались угловые переменные Андуайе θ и
ρ, для которых   и аналогич!
ные переменные для движения жидкого ядра:  и

2, 2, 2.p q rU U U W U V= + π = − π = + π

(0)
0 2,pU U= + π

(0)
0 2,qU W= − π

(0)
0 2.rU V= + π

(0),pU (0),qU (0),rU (0).sU

( , , , ;l g h l=z c , , , )L G H Lc

1 2( , , , , )P P I= τ ρ σZ

cos ,L G= θ cosH G= ρ

θc

Таблица 1. Четыре моды свободной либрации твердой Луны

Амплитуды, 
угл.с Аргументы Периоды, сут Фазы, угл. град Моды

1057.13 Свободная либрация в долготе с периодом 2.99 г. 

27257.27 Свободные колебания полюса с периодом 74.3 г.

8822.88 Свободные колебания вектора кинетического 
момента в пространстве с периодом 24.3 г. 

27.312 Квазисуточное колебание Луны с периодом 
27.312 сут

1 735P = ′′

(0)( )p pU t pt U= +

(0) 207.01pU = °

3 3072Q = ′′

(0)( ) qqU t qt U= +

(0) 161.60qU = °

1 1881R = ′′
(0)( ) rrU t rt U= +

(0) 160.81rU = °

0 0160S = ′′
= +

(0)( ) ssU t st U = °

(0) 39sU
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 для которых  Довольно емкие
выкладки для указанных построений мы опустим
для краткости изложения и приведем оконча!
тельные результаты по изучению свободных либ!
раций Луны, включая определение начальных

,ρc cos .L G= θc c c
условий задачи на основе их сравнения с эмпири!
ческой теорией (Rambaux, Williams, 2011), по!
строенной на основе лазерных наблюдений. Так,

для вариаций  =   ре!
шение уравнений в вариациях в окрестности дви!

δz ( , , , ,l g hδ δ δ δω , ; )lδθ δρ δ δθc c,

Таблица 2. Свободные и резонансные либрации Луны. Амплитуды, периоды и тригонометрические аргументы
вариаций соответствующих классических переменных

 Переменные Теория 
аналитическая

Теория 
эмпирическая

Тригонометриче!
ские сомножители Периоды, сут

1 –3″3060 –3″306 27257.273

2 –0″0320 –0″032 27.296

3 0″0250 0″025 27.932

4 0″0222 – 26.529

5 –0″00004 – 27.129

6 –0″001 0″000 27.312

7 –0″016 –0″016 27.312

8 8″1830 8″183 27257.273

9 0″0320 0″032 27.296

10 –0″0250 –0″025 27.932

11 0″0222 0″022 26.529

12 –0″00004 – 27.129

13 –0″016 –0″016 27.312

14 0″001 0″002 27.312

15 1″7570 1″735 1056.210

16 0″0774 0″077 27.185

17 –0″0328 –0″032 27.239

18 –0″0014 – 8822.883

19 –0″001 – 7449.890

20 5″7402 5″753 27.185

21 2″4330 2″437 27.239

22 0″0320 0″029  8822.883

23 –0″0026 –0″003 1056.210

24 –0″007 –0″013 7449.890

25 0″049 0″052 7449.89

26 5″7402 5″758 27.185

27 –2″4330 –2″443 27.239

28 –0″0320 0″033 8822.883

29 –0″049 –0″045 7449.890

30 –0″007 –0″002 7449.890

N

1Pδ sin W

1Pδ ( )sin V F−

1Pδ ( )sin U F−

1Pδ ( )sin U F+

1Pδ ( )sin V F+

1Pδ cos Θ

1Pδ sin Θ

2Pδ cos W

2Pδ ( )cos V F−

2Pδ ( )cos U F−

2Pδ ( )cos U F+

2Pδ ( )cos V F+

2Pδ cos Θ

2Pδ sin Θ

δτK
sin U

δτK sin( )W F+

δτK ( )sin W F−

δτK
sin V

δτK
cos Ξ

δρK ( )cos W F+

δρK ( )cos W F−

δρK cos V

δρK cosU

δρK cos Ξ

δρK sin Ξ

IδσK ( )sin W F+

IδσK ( )sin W F−

IδσK
sin V

IδσK
cos Ξ

IδσK
sin Ξ
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жения по законам Кассини было представлено в
следующем компактном виде:

(33)

где  – вариация модуля угловой скоро!
сти. В (33) использованы новые обозначения для
амплитуд свободных либраций, описанных в пе!
ременных Андуайе:

(34)

Для амплитуд (34) были получены аналитические
выражения в зависимости от параметров модели
Луны и ее возмущенного орбитального движе!
ния. Эти амплитуды пропорциональны амплиту!
дам свободных либраций Луны: P, Q, R и S всех
четырех рассматриваемых мод либрации. Чтобы
осуществить сравнение нашей теории с эмпири!
ческой теорией (Rambaux, Williams, 2011) (c це!
лью определения начальных условий задачи), не!
обходимо преобразовать решение в переменных
Андуайе (33), (34) к классическим переменным
теории физической либрации Луны (16). 

Свободные либрации в классических переменD
ных теории вращения Луны. Если решение задачи
построено в переменных Андуайе, то аналогич!
ные выражения можно получить в классических
переменных теории физической либрации и для
компонент угловой скорости. Действительно,
между классическими переменными теории фи!
зической либрации и переменными Андуайе су!
ществуют простые геометрические соотношения,
которые непосредственно вытекают из выраже!
ний направляющих косинусов главных осей
инерции Луны в основной эклиптической систе!
ме координат (Barkin, 1987). 

На первом этапе в нашей теории использова!
лись переменные Андуайе и затем решение урав!
нений в вариациях было построено в классиче!
ских переменных (16). В линейном приближении
эти геометрические соотношения в частности
позволяют выразить вариации классических пе!
ременных  через соответствую!
щие вариации переменных Андуайе     и

 (в окрестности движения Луны по Кассини)
(Barkin, 1987):

 (35)

δω = Λ δ = + Γ

δθ = − δ = − +

δρ = − + δ =

δθ = − δ =
c c

c c
( ) ( )

cos , sin sin ,

cos sin , sin cos ,

cos cos , sin ,

sin cos ,

F

s s s s

s s s s

n U g E U V

T W T U l L W Q U

M U N V h H V

T U l Q U

G Bδω = δ

Λ Γ
c c( ) ( ), , , ,, , , ; ;, .s s ssL Q H Q TET T M N

1 2( , , , , )P P I= τ ρ σZ
,lδ ,δθ ,gδ hδ

δρ

( )

1

2

sin cos cos cos sin ,

sin sin cos cos cos ,

sin cos ,
2

sin cos ,

cos sin sin .

P F g l F

P F g F

g h F F l

F l F

I F l F h

δ = − ρ δ − ρδ − ρ δρ

δ = ρ δ − ρδθ − ρ δρ

ρ
δτ = δ + δ + δθ − δ

δρ = δρ + δ + δθ

δσ = − δ + δθ + ρδ

K

K

K

K

K

tg

Здесь классическим переменным также приписан
индекс K (или K). Подставляя решение для сво!
бодных либраций в переменных Андуайе (33),
(34) в формулы (35), получим вариации для
5!ти классических переменных: 

(36)

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

δ = ρ + ρ +

+ ρ − ρ + −

− ρ + ρ − +

+ Γ ρ − ρ + +

+ Γ ρ + ρ −

K
1 cos sin cos cos

1 cos sin sin
2
1 cos sin sin
2
1 sin cos sin
2
1 sin cos sin ,
2

s sP Q W Q U

M P U F

M P U F

N V F

N F V

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

δ = − ρ − ρ +

+ ρ − ρ + +

+ ρ + ρ − +

+ Γ ρ − ρ + −

− Γ ρ + ρ −

K
2 cos cos cos sin

1 cos sin cos
2
1 cos sin cos
2
1 sin cos cos( )
2
1 sin cos cos( ),
2

s sP T W T U

M P U F

M P U F

N V F

N V F

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ]

δτ = + − Γ +

ρ
+ + + + − −

ρ
+ − + − + −

K

tg

sin ( )sin

1 sin sin
2 2

1 tg cos cos ,
2 2

s s s s s s

P U R V

T Q F W Q T W F

T Q U F T Q U F

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

δρ = − + +

+ − − + + −

− − + − + −

K

cos( cos( +

cos cos

1 1) )
2 2

1 1sin sin ,
2 2

s s s s s s

M U N V

T Q W F T Q W F

T Q U F T Q U F

Таблица 3. Необъясненные либрации с наибольшими
амплитудами (в классических переменных теории фи!
зической либрации Луны)

Перем. Статус Период, сут C, угл. с S, угл. с 

 +Un 7481.531 –0.045 –0.002

 +Un 7468.388 –0.013 0.052

 +Un 27.312 0.000 –0.016

+Un 27.312 –0.016 0.002

IσK

ρK

1PK

2PK
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Напомним, что постоянные значения амплитуд
свободных либраций Луны (всех четырех мод ко!
лебаний) P, Q, R и S, входят сомножителями в вы!
ражения амплитуд свободных либраций в форму!
лах (36). Аргументы U, V, W и  – резонансные
аргументы свободной либрации Луны. Для пер!
вых трех из них мы примем те же обозначения,
что и в эмпирической теории (Rambaux, Williams,
2011) ( см. формулы в табл. 3). 

Постоянные амплитуды и начальные фазы ар!
гументов мы определим из сравнения полученно!
го аналитического решения задачи о свободных
либрациях Луны (36) и таблиц либраций (свобод!
ных и в тех же переменных) для эмпирической
теории (Rambaux, Williams, 2011). В результате ре!
ализации этой процедуры определяем амплитуды
и начальные фазы первых трех мод свободной
либрации Луны (в долготе, в наклоне и в колеба!
ниях полюса). Эти значения даются в табл. 3 (в се!
кундах дуги):   

С учетом представлений (24)–(30) по форму!
лам (23) в частности получаем соответствующие
значения частот (1 ед. = град/сут):

(37)

Таким образом, на данном этапе мы определили
основные свободные либрации Луны, которые
фигурируют в вариациях классических перемен!
ных. За начальный момент времени здесь прини!
мается юлианская дата  как и в ра!
боте (Rambaux, Williams, 2011).

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

δσ = ρ +

+ + + + − + −

+ − + − + −

K sin sin

1 1sin sin
2 2

1 1cos cos .
2 2

s s s s s s

I R V

T Q W F T Q W F

T Q U F T Q U F

sU

1 7570,P = ′′ 3 3072,Q = ′′ 1 1881.R = ′′

0 0 0
360 360 360, , .

1056.13 27 8822.88257.27
p q r° ° °

= = =

0 2451545.0,t =

Если слагаемые свободных либраций Луны
для первых трех мод довольно четко усматрива!
ются в эмпирической теории, то с идентификаци!
ей четвертой моды свободной либрации Луны,
обусловленной влиянием жидкого ядра, дело об!
стоит значительно сложнее (см. п. 6).

В результате сравнения амплитуд либраций в
решении (36) с их значениями, получеными в эм!
пирической теории, во!первых, вычисляем зна!
чения постояных сомножителей 

 (38)

и, соответственно, находим начальные значения –
амплитуды свободной либрации первых трех мод
(они приведены в табл. 1). По значениям (38) и
формулам (36) находим амплитуды 24 свободных
либраций для первых трех мод. Они приведены в
седующей табл. 2 в сравнении с аналогичными
амплитудами теории (Rambaux, Williams, 2011).
Таблица 2 демонстрирует хорошее согласие раз!
рабатываемой здесь аналитической теории (Bar!
kin, 1987; Barkin и др., 2012) и эмпирической тео!
рии, построенной по лазерным наблюдениям
(Rambaux, Williams, 2011). Здесь же приведены
свободные либрации Луны, обусловленные жид!
ким ядром Луны, которые далее изучаются по!
дробнее.

В таблице 2 мы использовали вспомогатель!
ные аргументы 

(39)

Эти аргументы используются для описания сво!
бодных либраций Луны, обусловленных влияни!
ем эллипсоидального жидкого ядра (в табл. 2 эти
либрации указываются в строках с номерами 6, 7;
13, 14; 19; 24, 25; 29, 30).

В данной таблице приведены значения ампли!
туд и периодов для 30 свободных вариаций основ!

0 04516, 8 1732, 0 00263646,

0 03195, 1 1895

T M

N

Λ = ′′ = ′′ = ′′

= ′′ Γ = ′′

( ) ( ), .Fn n t n n n tΩ Π Ω ΠΞ = + Σ = + +

Таблица 4. Основные либрации Луны, обусловленные жидким эллипсоидальным ядром. Сравнение аналитиче!
ской и эмпирической теорий свободной либрации Луны

Переменные Метод  Период, сут Ампл.  угл. сек Ампл.  угл. сек

 наблюдения Un 27.312 0.000 –0.016

 теория  27.312 –0.001 –0.016

 наблюдения Un 27.312 –0.016 0.002

 теория  27.312 –0.016 0.001

 наблюдения Un 7468.39 –0.013 0.052

 теория  7449.89 –0.007 0.049

 наблюдения Un 7481.53 –0.045 –0.002

 теория  7449.89 –0.049 –0.007

 наблюдения Un – – –

 теория  7449.89 –0.001 –

Θ cos ,Θ sin ,Θ

1P

1P F + Ω + Π

2P

2P F + Ω + Π

ρ

ρ Ω + Π

Iσ

Iσ Ω + Π

τ

τ Ω + Π
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ных переменных теории либрации Луны в соот!
ветствии с формулами построенного решения (36) в
сравнении с аналогичными характеристиками
эмпирической теории ФЛЛ (Rambaux, Williams,
2011). Здесь же приведены амплитуды и периоды
свободных либраций для проекций угловой ско!
рости вращения Луны на ее главные оси инерции.
Наше решение задачи о свободных либрациях Лу!
ны наряду с классическими членами содержит
несколько дополнительных членов, которые, как
показывают численные оценки, приведенные в
табл. 3 и в 4, вполне значительны и должны учи!
тываться при обработке светолокационных на!
блюдений. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧЕТВЕРТОЙ МОДЫ 
СВОБОДОЙ НУТАЦИИ ОТ ЯДРА

В табл. 3 приведены периоды и амплитуды мод
свободной либрации, которые были определены.
В модель DE421 интеграции включено жидкое
ядро со сплющенной или уплощенной границей
ядро–мантия. Это добавляет четвертую моду воз!
можного свободного режима, которую можно на!
звать ретроградной прецессией полюса в про!
странстве, обычно называемой свободной нута!
цией ядра по аналогии с вращением Земли. Этот
режим будет в основном влиять на жидкое ядро,
но также будет небольшая реакция на либрации
мантии.

По теории DE421 уплощение на границе ядро–
мантия вызывает пространственное колебание
Луны с периодом около 197 лет. Период свобод!
ной нутации ядра зависит от орбитального пери!
ода и уплощения ядра. Выраженный в сутках,
этот период оценивается по формуле (Rambaux,
Williams, 2011):

 

где fc есть уплощение по модели DE421, равное

 В выражениях классических перемен!

ных в теории либрации Луны  и  интегри!
рование по теории DE421 должно показать, что
период прогрессивного движения составляет
около 7500 дней. Либрационный член с периодом
7367 дней был отождествлен с вынужденной либ!
рацией, предсказанной Экхартом (Rambaux,
Williams, 2011). 

Два тригонометрических члена свободной ну!
тации ядра с периодом в 7481 дней для перемен!
ной  и с периодом 7468 дней для переменной 
с амплитудами 0′′.045 и 0′′.054 соответственно яв!
ляются кандидатами. Эквивалентными членами в

c

~ 27.3 2 ,FCNP
f

43.8 10 .−

×

 ρK   IσK

  IσK  ρK

переменных  и  являются члены с периодами
27.312 дней и с амплитудой 16 мсд.

Таким образом, амплитуды в двух представле!
ниях являются отличными друг от друга.

Авторы работы (Rambaux, Williams, 2011) по!
казали в результате тщательного анализа, что чле!
ны кандидаты на роль свободных либраций от яд!
ра с периодами 7481 и 7468 дней сильно (0.95)
коррелируют с упомянутым выше вариациями с
периодом в 7367 дней. Так, период биений между
этими периодами составляет около 1000 лет, что
соответствует промежутку времени, охватывае!
мому эфемеридой. При этом отмечается, что ам!
плитуды членов кандидатов на роль членов сво!
бодной нутации в переменных  и ρ, по!види!
мому, значительно завышены из!за сильной
корреляции, а амплитуды подобных членов в дру!
гих двух переменных  и  смотрятся более реа!
листичными. Эти численные результаты приме!
нимы к теории DE421, но реальные значения
уплощения, амплитуды и периода свободной
либрации Луны, по мнению авторов, являются
весьма неопределенными. Авторам не удалось
полностью идентифицировать свободные либра!
ции Луны, обусловленные влиянием жидкого яд!
ра, их период, фазу, а также структуру аргументов
свободных либраций. Поэтому здесь мы продол!
жаем исследование эффектов жидкого ядра Луны
в ее свободных либрациях.

Определение четвертой моды свободных либраD
ций Луны, обусловленных ее жидким ядром. В дан!
ной работе фактически было получено прибли!
женное решение задачи о свободных колебаниях
полюса вектора угловой скорости вращения Лу!
ны и полюса угловой скорости вращения жидкого
ядра (системы координат Пуанкаре, в которой за!
дается простое движение жидкости) по отноше!
нию к главным осям инерции. Решение было по!
лучено в вариациях канонических переменных
Андуайе L, Lc и l, lc (Ferrandiz, Barkin, 2000; Barkin
и др., 2012). Здесь L, Lc являются проекциями
вектора кинетического момента Луны G и векто!
ра кинетического момента относительного дви!
жения частиц жидкости  на полярную ось

инерции Луны    Соот!
ветственно, G и Gc являются модулями указан!
ных векторов G и Gc, θ и θc – углы, образован!
ные векторами G и Gc с полярной осью инер!
ции Луны  

Четвертая мода свободной либрации Луны,
вызванная гидродинамическим влиянием жидко!
го ядра, в указанных канонических переменных

1P 2P

Iσ

1P 2P

G c

Cζ: cos ,L G= θ cos .L G= θc c c

.Cζ
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БАРКИН и др.

Андуайе определяется простыми формулами.
Они следуют из (17): 

(40)

где частота s выражается через комбинацию мо!
ментов инерции всей Луны и ее ядра (24) или
по упрощенной формуле (25) через динамиче!
ские сжатия жидкого ядра   (Barkin и др.,
2012):

(41)

Частота  которая равна частоте соответству!
ющего аргумента теории орбитального движения
Луны F, равна невозмущенному значению угло!
вой скорости вращения Луны (одно из положе!
ний законов Кассини). Этой частоте соответству!
ет драконический период лунного орбитального
движения  Частоте сво!
бодной либрации s0 соответствует свободное ко!
лебание полюса Луны с квазисуточным (лунным)
периодом  сут. Этот период не на!
много короче указанного выше драконического
периода. 

Для частоты s0 будем также использовать пред!
ставление 

(42)

где частота  есть весьма малая частота Пуанка!
ре, определяющая долгопериодическую либра!
цию полюса оси вращения Луны из!за влияния
жидкого ядра с периодом 

Теперь мы запишем решение (40), (41) для ва!
риаций переменных    вве!
денных выше переменных, определяющих колеба!
ния полюса Луны и ее жидкого ядра. Это решение
было построено в соответствии с методом малого
параметра (Barkin, 1987) и описывает основные
динамические эффекты во вращении Луны,
обусловленные жидким ядром (Barkin и др.,
2012): 

(43)

(44)

Поскольку справедливы дифференциальные со!
отношения:   то формулы
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,L Gδ = − δθ ,L Gδ = − δθc c c

решения уравнений в вариациях (43), (44) можно
дополнить: 

(45)

(46)

Коэффициенты    и  в (45), (46) вы!
ражаются в терминах значений вторых частных
производных гамильтониана задачи о вращении
двухслойной Луны, вычисленных при невозму!
щенных значениях переменных, соответствую!
щих движению по законам Кассини,

 (47)

где использованы вспомогательные обозначения 

(48)

 Для принятой в нашей работе модели динами!
ческого строения Луны и ее ядра имеем следую!
щие значения моментов инерции (Matsumoto
и др., 2010; Barkin и др., 2012): 

(49)

В (49) m и r0 – масса и средний радиус Луны. По зна!
чениям указанных параметров задачи (49) находим
численные значения коэффициентов (47), (48):

 (50)

И, соответственно, решение (45), (46) можно
представить в виде:

(51)

Подчеркнем, что невозмущенные значения
переменных Андуайе соответствуют вращению
Луны по законами Кассини. В наших обозначе!
ниях осей инерции Луны (в данной работе) мо!
менты инерции Луны и ее ядра удовлетворяют не!
равенствам  и  Здесь введе!
на в рассмотрение новая угловая переменная 
по формуле  Для начальных значений
переменных   и их частот имеем выражения: 

(52)
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Жидкое ядро вызывает свободные либрации,
которые проявляются во всех классических пере!
менных. Чтобы их выявить, следует воспользо!
ваться равенствами (35) и формулами нашего ре!
шения в переменных Андуайе (33). Для рассмат!
риваемых вариаций они запишутся в виде:

  

(53)

В эти равенства следует подставить свободные ва!
риации переменных Андуайе, обусловленные
жидким ядром (45). В результате для вариаций
классических переменных задачи (53) получаем
следующие свободные либрации, обусловленные
эллипсоидальным ядром:

(54)

Подставляя численные значения параметров

  вариации (54) запишем
в следующем виде:

(55)

Решение задачи о свободных либрациях Луны,
вызванных гидродинамическим влиянием жид!
кого ядра, здесь получено в системе координат,
связанной с Луной и с эллипсоидальной поло!
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стью ядра (в системе главных центральных осей
инерции Луны). Для сравнения этого аналитиче!
ского решения с эмпирической теорией (Ram!
baux, Williams, 2011) запишем его по отношению к
основной эклиптической основной системе ко!
ординат  Для этого следует фундаменталь!
ный аргумент  в формулах (53)–(55) заменить на
аргумент  учитывающий прецессию плос!
кости лунной орбиты со средней угловой скоро!
стью  и с соответствующим периодом  

Пренебрегая в формуах (55) малыми слагае!

мыми порядка  решение (53) запишем в
следующем виде: 

(56)

Следующей задачей является поиск возмож!
ных свободных либраций, обусловленных жид!
ким эллипсоидальным ядром, в таблицах эмпи!
рической теории либрации Луны (Rambaux, Wil!
liams, 2011) и их отождествление с построенными
возмущениями (31)–(33).

Определение периода, амплитуды и фазы четD
вертой моды свободной либрации Луны, вызванной
жидким ядром. Таблицы эмпирической теории
для классических переменных теории физиче!
ской либрации Луны содержат большое количе!
ство членов с определенными амплитудами и пе!
риодами, но природа которых неопределенна
(остается неизвестной). Для 5!ти классических
переменных в работе Rambaux, Williams (2011) их
насчитывается около 50. В табл. 3 нашей статьи
перечисляются те из них, которые характеризу!
ются наибольшими значениями амплитуды. Обо!
значение статуса вариаций Un в табл. 3 и 4 озна!
чает, что аргументы для соответствующих либра!
ций классических переменных являются
неизвестными. Гидродинамическое влияние жид!
кого ядра на физическую либрацию Луны являет!
ся одним из основных факторов для истолкова!
ния необъясненных членов теории (со статусом
Un). Поэтому они должны быть проанализирова!
ны в первую очередь с точки зрения рассматрива!
емой двухслойной модели для свободных либра!
ций с наибольшими амплитудами из табл. 3, 4.

Таблицы 3, 4 в первых столбцах содержат обо!
значения классических переменных для анализа
свободной либрации Луны. Все либрации здесь
имеют неизвестное происхождение (статус). Тем
не менее периоды и амплитуды этих либраций
удалось определить на основе длительных рядов
лазерных наблюдений (Rambaux, Williams, 2011).
Значения периодов либраций даются в сутках и
амплитуды либраций в секундах дуги. Наша цель –
определить период и определить амплитуду и на!

.Oξηζ

sU
+ Ω,sU

0nΩ < .TΩ

4 510 10 ,− −

−

= + ΠsU F

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2cos , sin ,

sin , cos ,

cos .

P S F P S F

S I S

S

δ = + Ω + Π δ = + Ω + Π

δρ = Ω + Π δσ = − Ω + Π

δτ = − Ω + Π

K K

K K
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чальную фазу четвертой моды свободной либра!

ции Луны S и  или  Во!первых,
отметим, что период свободной нутации в движе!
нии полюса Луны из!за влияния жидкого ядра в
эмпирической теории (Rambaux, Williams,
2011) определен в эклиптической системе ко!
ординат  связанной с равноденствием да!
ты. Сравним наши аналитические выражения
(56) и эмпирические значения амплитуд и перио!
дов либраций Луны, по нашему предположению
обусловленных жидким ядром (табл. 2). 

В результате для периода Пуанкаре 
мы получаем значения: 

 сут 
(по возмущениям для переменной ). 

 сут 
(по возмущениям для переменной ). 

 сут (их среднее значение).

И теперь по формуле для периода Пуанкаре
колебаний полюса Луны (16) определяем значе!
ние суммы динамических меридиональных сжа!

тий жидкого ядра:  =  В первом
разделе была получена близкая оценка этого па!

раметра:  = 

По нашей аналитической теории вращения
Луны ее физические либрации интерпретируются
в кассиниевой системе координат  которая
вращается по отношению к эклиптической систе!
ме координат  в соответствии с законами
Кассини. Оси CZ и Cz указанных систем коорди!
нат совпадают, но ось CX направлена к точке рав!
ноденствия даты, а ось Cx направлена вдоль сред!
ней линии узлов лунной орбиты на плоскости эк!
липтики. Это означает, что ось координат  (и

) вращается в плоскости эклиптики с угловой
скоростью  в основной системе координат,
т.е. по часовой стрелке, если смотреть с конца
оси Cz (вследствие регрессивного смещения
среднего узла лунной орбиты на плоскости эк!
липтики). Угловая скорость этого движения рав!
на  период этого движения со!
ставляет  сут (Rambaux, Williams, 2011).

= + Π

(0)
0 0sU F 0.Π

,CXYZ

2T nΠ Π= π

74470.00TΠ =

δρK

75797.75TΠ =

IδσK

75133.87TΠ =

ε + μD D
4.−

×7.244 10

ε + μD D
47.00 10 .−

×

,Cxyz

CXYZ

Cx
Cy

Ω < 0n

69629 1123,nΩ = − ′′

6798.526

Это означает, что в системе координат  пе!
риод свободной либрации, обусловленной жид!
ким ядром, будет соответствовать частоте 
т.е. равен  Соответствующий ар!
гумент свободной либрации (четвертой моды)
может быть представлен как  где

 или  (  –
начальная фаза введенной переменной). Если ча!
стота s0 определяет квазисуточное (лунное коле!
бание с периодом, близким к значению дракони!
ческого периода в 27.21222 сут), то частота

 определяет долгопериодическую либ!
рацию с периодом около 206 лет. На основе ана!
лиза не идентифицированных либраций Луны с
периодами из табл. 3, 4 приходим к выводу, что
наблюдаемым возмущениям переменных  и 

соответствует частота  и соответствующий
период 

Воспользуемся обозначениями дополнитель!
ных аргументов (39) и вариации двух классиче!
ских переменных  и  из решения (56)
представим в следующем виде: 

(57)

В (57) было использовано представление  =
=    и  являются на!
чальными значениями соответствующих аргу!
ментов для начальной эпохи 2000.0. С другой сто!
роны, для рассматриваемых вариаций по данным
лазерных наблюдений у нас имеются аналогич!
ные представления (табл. 3, 4):

(58)

Для частот  и  соответствующие периоды
(в соответствии с данными табл. 3, 4) имеют срав!
нительно близкие значения, равные 7481.5 и

CXYZ
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Таблица 5. Определение начальной фазы  и амплитуды S четвертой моды свободной либрации Луны, обу!
словленной влиянием жидкого эллипсоидального ядра

 

0Π

( )0 0 0 0 2c s 5oS Ω + Π = ′′− ( )0 0sin 0 013S Ω +Π = ′′ Π = − °1390 0 054S = ′′

( )0 0cos 0 045S Ω + Π = ′′ ( )0 0sin 0 002S Ω + Π = − ′′ Π = − °1280 0 047S = ′′

( )0 0 0cos 0 000S F + Ω + Π = ′′ ( )0 0 0sin 0 016S F + Ω + Π = ′′ Π = − °0 132 0 016S = ′′

( )+Ω +Π =− ′′0 0 0cos 0 001S F ( )+ Ω + Π = ′′0 0 0sin 0 016S F Π = − °0 128 0 016S = ′′
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7468.4 сут. Среднее значение этих периодов
7475.0 сут мы идентифицируем с периодом сво!
бодной либрации  =  обусловлен!
ной влиянием эллипсоидального жидкого ядра.
Полагая, что малые расхождения в значениях
указанных периодов эмпирической теории
(7481.5 и 7468.4 сут) вызваны погрешностями в
вычислениях, принимаем наблюдаемое значение
периода, 

(59)

В результате сравнения возмущений (57) и (58) по!
лучим систему из четырех уравнений (см. табл. 5).
Из теории орбитального движения Луны мы име!
ем начальное значение аргумента 
(для начальной эпохи 2000.0) (Simon и др., 1994;
Kudryavtsev, 2007). 

Рассмотрим теперь вариации двух других клас!
сических переменных теории физической либра!

ции Луны  и  из решения (56), которые здесь
представим в виде: 

(60)

где  С другой стороны, для рас!
сматриваемых вариаций по данным эмпириче!
ской теории, основанной на лазерных наблюде!
ниях дальностей до светоотражателей на Луне, у
нас имеются аналогичные представления (Ram!
baux, Williams, 2011) (табл. 3):

 (61)

Для вариаций переменных с большими периода!
ми в 74470.00 и 75797.75 сут (из табл. 4) мы полу!
чаем среднее значение периода 75133.87 сут. Для
частот  и  в (61) соответствующие периоды (в
соответствии с данными табл. 4) имеют одинако!
вые значения, равные 27.312 сут. Полагая, что ма!
лые расхождения в значениях частот  и  и
соответствующих периодов вызваны погрешно!
стями в вычислениях, сразу получаем оценку ква!
зисуточного периода Пуанкаре для свободной
либрации Луны 

 сут. (62)

Принимая, в соответствии с табл. 3, значения
 =  мы получим дополнитель!

но к четырем рассмотренным выше уравнениям
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еще четыре уравнения для определения амплиту!
ды и фазы четвертой моды свободной либрации
Луны (табл. 5). 

Тем не менее амплитуда этой либрации оказы!
вается меньшей по величине по сравнению с тео!
ретическим значением (см. табл. 4). Это означает,
что указанные характеристики либрации Луны
могут зависеть от других возможных факторов и
должны быть изучены более детально и полно в
будущем, в том числе с использованием новых
методов и подходов, например, основанных на
астрометрическом методе наблюдений с поверхно!
сти Луны в японском проекте ILOM (Hanada и др.,
2004). Теоретические исследования вынужденных и
свободных либраций Луны в будущем должны
быть выполнены на основе более совершенных
моделей внутреннего строения Луны с жидким и
твердым ядром (с учетом их эксцентричного по!
ложения, гравитационного взаимодействия, ко!
лебаний их центров масс и т.п. факторов (Barkin,
2011)). 

Для определения начальной фазы  (для эпо!
хи 2000.0 JD) и амплитуды S свободной либрации
Луны мы имеем систему из восьми уравнений с дву!
мя неизвестными (см. первые два столбца табл. 5), в
которых мы должны принять следующие на!
чальные значения для известных аргументов
теории орбитального движения Луны:

  (Kudryavtsev, 2007). В
табл. 5 для каждой строки значений амплитуд ва!
риаций определены соответствующие значения
начальной фазы  и амплитуды S (они представ!
лены в третьем и четвертом столбцах таблицы).
Значения фазы  даются в градусах, а амплиту!
ды четвертой моды S – в секундах дуги.

Хорошо видно, что начальное значение фазы
четвертой моды свободной либрации Луны опреде!
ляется на основе данных лазерных наблюдений до!
вольно уверенно (значения в области Π0 = –128°…
⎯139°). Амплитуда этой свободной либрации Лу!
ны определяется менее уверенно (с некоторым
разбросом значений ). Таким обра!
зом, все 8 уравнений из табл. 5 приблизительно
удовлетворяются для начальной фазы свободной
нутации жидкого ядра  и для
значений амплитуды  Оптималь!
ные значения этих параметров, определенные ме!
тодом наименьших квадратов, составляют

 и 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разрабатывается аналитическая теория вы!
нужденных и свободных либраций двухслойной
модели Луны (с жидким эллипсоидальным яд!
ром). Основные резонансные либрации Луны
определены в переменных Андуайе и в классиче!

0Π

0 93 27,F = ° 0 125 045Ω = °

0Π

0Π

0 02 0 05S = ′′ − ′′

Π = − ° − °0 128 ... 139
0 02 0 05.S = ′′ − ′′

0 0395S = ′′ Π = − °0 134 .
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ских переменных теории физической либрации в
хорошем согласии с современной эмпирической
теорией, построенной на основе данных измере!
ний светолокационных дальностей примерно за
последние 40 лет (Rambaux, Williams, 2011). Впер!
вые определены амплитуда и начальная фаза и
период четвертой моды свободных либраций
(табл. 1), обусловленной жидким ядром. При
этом получили объяснение и интерпретацию ра!
нее не идентифицированные члены эмпириче!
ской теории.

Период свободной либрации Луны с жидким
эллипсоидальным ядром был оценен нами в
75133.87 сут или, соответственно, в 205.7 лет. Этот
период согласно формуле для периода (29) соот!
ветствует сумме динамических меридиональных

сжатий Луны в  =  В предполо!
жении о подобии динамических сжатий всей Лу!
ны и ее ядра были получены следующие оценки:

 =  . Восемь свобод!
ных либраций в классических переменных теории
вращения Луны ρ,  и   из общего списка не
идентифицированных либраций Луны, выявлен!
ных в результате анализа лазерных наблюдений
(Rambaux, Williams, 2011), в нашей работе получи!
ли объяснение и механическую интерпретацию
(табл. 4). Дополнительно в работе была выявлена
малая свободная либрация в долготе τ, также обу!
словленная влиянием жидкого эллипсоидального
ядра, с периодом в 7449.89 сут и с небольшой ам!
плитудой около 0′′001 (табл. 4).

В будущем мы планируем выполнить более
широкие исследования динамических эффектов
во вращении Луны из!за ее жидкого ядра и твер!
дого ядра, включая исследования на основе дина!
мики гравитационно!взаимодействующих обо!
лочек небесных тел (Баркин, 2002; Barkin, 2011;
Barkin и др., 2012). Актуальность этих исследова!
ний связана с возрастающей точностью лазерных
наблюдений Луны и с разработкой и осуществле!
нием проектов по изучению вращения Луны не!
посредственно с поверхности Луны, в частности в
японском проекте ILOM (Hanada и др., 2004). Ре!
зультаты данной работы также свидетельствуют,
что указанные характеристики либрации Луны
зависят от других возможных факторов и должны
быть изучены более детально и более точно в бу!
дущем, в том числе с использованием новых ме!
тодов и подходов (например, астрометрическим
методом наблюдений с поверхности Луны в
японском проекте ILOM (Hanada и др., 2004)).
Теоретические исследования вынужденных и
свободных либраций Луны в будущем будут вы!
полнены на основе более совершенных моделей
внутреннего строения Луны с жидким и твердым
ядром (с учетом их эксцентричного положения,
гравитационного взаимодействия, колебаний их
центров масс и т.п. факторов (Barkin, 2011)). 

ε + μD D
4.−

×7.244 10

εD
44 ,−

×.419 10 −

×µ =D .825 10 42

Iσ 1,P 2P
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