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При фокусировке интенсивного ультразвукового пучка на границу жидкость–воздух возника-
ет явление, называемое ультразвуковой атомизацией. При повышении интенсивности ультразвука
данное явление наблюдается в виде акустического фонтана. Скоростная съемка показывает, что
фонтан, вырывающийся с поверхности жидкости после включения ультразвука, приобретает форму
цепочки из капель, которые через некоторое время начинают взрываться. В данной работе раз-
вита нелинейная теория акустических и тепловых процессов в сферической капле для описания
возможных механизмов развития неустойчивости капель. Показано, что в капле, акустически воз-
бужденной на основном резонансе, с течением времени из-за нелинейности среды формируются
сферические стоячие волны на высших кратных частотах. Указанный процесс генерации гармо-
ник сопровождается значительным увеличением пикового акустического давления в центре капли.
Отмечается, что рост отрицательного давления и дополнительный нагрев вблизи центра капли
могут привести к кавитации и последующему взрыву капли. Разработанная теоретическая модель
для описания акустического давления внутри сферического объема нелинейной вязкой жидкости
основана на волновом уравнении квадратичного приближения. Его решение ищется в виде сум-
мы гармонических составляющих с медленно изменяющимися амплитудами. На основе численного
решения рассчитан спектр волны в разные моменты времени и исследованы закономерности эво-
люции пространственно-временной структуры акустического давления и температуры в капле.
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ВВЕДЕНИЕ

Если ультразвуковой излучатель направить на гра-
ницу жидкость–воздух, то можно наблюдать явление,
называемое ультразвуковой атомизацией. При этом
происходит образование холодного пара, т. е. ультра-
звук превращает жидкость в аэрозоль. На этом прин-
ципе работают ультразвуковые увлажнители воздуха
и ингаляторы, которые распыляют жидкость с помо-
щью ультразвука. При повышении интенсивности уль-
тразвука с поверхности жидкости начинает вырывать-
ся струя жидкости — возникает так называемый аку-
стический фонтан. Наиболее просто это явление на-
блюдается под воздействием фокусированного ультра-
звука мегагерцового диапазона частот. Фонтан име-
ет форму цепочки из капель миллиметрового разме-
ра, которые через некоторое время по очереди начи-
нают взрываться [1–4]. Механизм этих взрывов до
сих пор до конца не ясен. Настоящая работа отно-
сится к области исследований особенностей нелиней-
ной динамики внутри уже сформировавшейся капли
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акустического фонтана.

Рис. 1: Образование темного пятна в центре верхней кап-
ли акустического фонтана. Изображения взяты из работ [1]
(слева) и [2] (справа)

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИНАМИКИ
ВНУТРИ КАПЛИ АКУСТИЧЕСКОГО ФОНТАНА

В акустически возбужденной капле в связи с нели-
нейностью процессов формируются гармоники стоячей
волны. Теоретическое описание основано на квадра-
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тичном приближении акустического волнового урав-
нения внутри вязкой жидкой сферы. Запишем вол-
новое уравнение для акустического давления со все-
ми квадратично нелинейными членами Qnl в правой
части уравнения:
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Здесь p — акустическое давление, c0 — скорость зву-
ка в среде, ρ0 — плотность среды, β — коэффициент
акустической нелинейности, δ — диссипативный ко-
эффициент, v – колебательная скорость акустического
возмущения. Движение жидкости предполагается сфе-
рически симметричным. Акустическое давление в цен-
тре капли конечно, а на границе капли равно нулю:

{

p (r = 0) < ∞,

p (r = a) = 0.

Здесь a — радиус капли. Решение акустического вол-
нового уравнения внутри капли было взято в виде се-
рии гармоник с неизвестными коэффициентами Pn:
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где kn = πn/a и ωn = knc0. Анализ поведения ве-
личин Pn удобно проводить с использованием метода
медленно меняющихся амплитуд гармоник. При этом
получается система связанных нелинейных дифферен-
циальных уравнений первого порядка:
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где Sn = Si(πn), а Si(·) — интегральный синус. Беско-
нечная система (1) была приближена конечной систе-
мой уравнений в предположении ограниченного (боль-
шого) числа удерживаемых гармоник, а затем была ре-
шена численно методом конечных разностей.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Численные решения показаны на рис. 2,а, где изоб-
ражены зависимости нормированных амплитуд гармо-
ник в центре капли от их номера в разные моменты

времени. Здесь Pn — коэффициент ампитуды n-ой гар-
моники, и P0 — коэффициент начальной амплитуды
1-ой гармоники. На рис. 2,б представлены результаты
расчета временных зависимостей нормированных ам-
плитуд первых четырех гармоник в центре водяной
капли радиуса a = 0.75мм, исходно возбужденной на
основной моде колебаний (соответствующая резонанс-
ная частота равна 1МГц). Когда P0 = 1 МПа, началь-
ные колебания на фундаментальной частоте ультра-
звука возбуждают более высокие гармоники стоячих
волн, приводя к сильному искажению формы волны
давления, как показано на рис. 3. Временной профиль
акустического давления в центре капли заметно изме-
няется с течением времени: сначала образуется крутой
участок, а потом вокруг него возникают сильные отри-
цательный и положительный пики.

Вязкое поглощение в капле приводит к нагреву жид-
кости из-за перехода акустической энергии в тепло.
Так как энергия более высоких гармоник локализована
вблизи центра капли, тепловыделение наиболее эффек-
тивно в самом центре капли. Энергия, диссипируемая
в единице объема в единицу времени (в среднем по пе-
риоду), равна сумме вкладов от каждой из гармоник:
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Пусть T — приращение температуры относительного
исходного равновесного уровня, χ = κ/ρ0Cp — темпе-
ратуропроводность, κ — коэффициент теплопроводно-
сти, Cp — удельная теплоемкость жидкости. Уравнение
теплового баланса имеет вид:
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Наиболее просто приращение температуры находит-
ся в пренебрежении теплопроводностью:

T (r, t) =
1

ρ0Cp

∫ t

0

Qheat (r, t
′) dt′.

Эта формула предсказывает заметное повышение
температуры в центре капли, вплоть до кипения, даже
при относительно низких значениях исходного акусти-
ческого давления в центре возбужденной капли. Одна-
ко такая упрощенная оценка не учитывает того факта,
что область локализации тепловых источников чрез-
вычайно мала и поэтому эффект диффузии тепла мо-
жет быть заметным. Чтобы учесть вклад теплопровод-
ности, приращение температуры удобно разложить по
пространственным гармоникам — аналогично тому, как
это делалось для акустического давления:

T (r, t) =

∞
∑
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,
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Рис. 2: Спектр волны (зависимость нормированных амплитуд гармоник |Pn|/P0 от их номера) в центре водяной капли радиуса
0.75 мм и начальным давлением в центре капли P0 = 1 МПа в разные моменты времени (а) и зависимость нормированных
амплитуд первых четырех гармоник |Pn|/P0 в центре капли от времени (б)

6
×10 , Па

7

4

2

0

-6

-4

-2

0 0.2 0.60.4 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

×10 , с
-6

Профиль давления в центре капли

Рис. 3: Временной профиль акустического давления в центре
капли спустя 1мс после задания начального гармонического
возбуждения на основной частоте

где θn — амплитуды соответствующих гармоник. По-
сле некоторых преобразований уравнение теплового
баланса сводится к системе связанных нелинейных
дифференциальных уравнений первого порядка для
гармоник температуры:
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Расчет температуры на основе данной системы пока-
зал, что учет влияния теплопроводности (второе слага-
емое в левой части) действительно важен. В условиях,
характерных для капель акустического фонтана, пред-
сказанный нагрев в центре капли оказался не выше
долей градуса.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате работы построен алгоритм, позволяю-
щий рассчитывать временные зависимости давлений
и распределения температуры внутри акустически воз-
бужденной капли жидкости, используя численное ре-
шение системы связанных нелинейных дифференци-
альных уравнений первого порядка для коэффициен-
тов амплитуд акустического давления. Начальные ко-
лебания на основной ультразвуковой частоте приводят
к росту амплитуд более высоких гармоник. В резуль-
тате данного процесса происходит сильное искажение
формы волны давления. Оказалось, что, несмотря на
заметное усиление диссипации в центре капли по срав-
нению с линейным случаем, эффект теплопроводности
приводит к тому, что нагрев центра капли не превыша-
ет долей градуса. В то же время, нелинейное усиление
пикового давления довольно существенно. В практиче-
ски реализуемых режимах формирования акустическо-
го фонтана в центре капель могут достигаться уров-
ни отрицательного давления в десятки и даже сотни
мегапаскалей, что близко или превышает уровни проч-
ности жидкости на разрыв. Проведенный анализ поз-
волил сделать вывод о том, что основным механизмом
взрывов капель является разрыв жидкости в центре
капли (кавитация) под действием высоких отрицатель-
ных давлений, вызванных нелинейно-акустическими
процессами. Полученные результаты находятся в со-
гласии с экспериментальными наблюдениями взрывов
капель, что позволяет глубже понять процессы, сопро-
вождающие явление ультразвуковой атомизации. Рабо-
та поддержана грантом РФФИ № 17-02-00261 и гран-
том Президента РФ по программе поддержки ведущих
научных школ № НШ-7062.2016.2.
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Nonlinear evolution of a spherical standing wave in an acoustically excited liquid drop

E.A. Annenkova1,a, O.A. Sapozhnikov1,2,b, J. C. Simon2, W. Kreider2

1Department of Acoustics, Faculty of Physics, Lomonosov Moscow State University. Moscow 119991, Russia
2CIMU, Applied Physics Laboratory, University of Washington. 1013 NE 40th Street, Seattle 98105 USA

E-mail: aa-a-annenkova@yandex.ru, boleg@acs366.phys.msu.ru

When focusing of an intensive ultrasonic beam on liquid-air boundary, a phenomenon called ultrasonic atomization takes place.
At moderate levels of ultrasound intensity an acoustic fountain is observed that has the form of a chain of drops, which begin
to explode after the fountain is created. The mechanism of these explosions is still unclear. In this work a nonlinear theory of
such phenomenon is developed. It is supposed that harmonics of standing waves are formed in a liquid drop because of acoustic
nonlinearity, and that process leads further either to pressure amplification at the drop center and formation of a superheated vapor
bubble; both effects may be a reason of drop explosion. The theoretical model is based on a quadratic approximation of a wave
equation for acoustic pressure in a viscous spherical liquid drop. The solution was taken in the form of a series of harmonics with
unknown coefficients. The method of slowly varying amplitudes is applied for further simplification. On the basis of the numerical
solution of this problem the wave spectrum in the drop center at different time moments was calculated and the time profile of
acoustic pressure in the drop center was predicted; it is strongly distorted with the course of time: at first the sharp section
is formed, and then the strong negative and positive peaks appear around it. Observed growth of the negative pressure in the
drop center denotes an existence of cavitation in the drop that can be the reason of bubble formation leading further to the drop
explosion.
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