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����
	���
	����
��	
� ����
� 
%�
�$�% 
 T � ��		��� ��� ����� ����	��
� ����	���

�������� ��		� 
�
 {0, 1}� +����	��� ���� ���� ����
�!��� �����
	�
��� &���	��
� 
�	% ������ ��������	��� ���
���� B� (�� ������	���
������ ����� ��������
����� ������	 ���	
���	 �� ,∧,∨,→ � ��
�-� ���
����� ����
	���
�!� ������� ����!������ 
��.!������ � ��
� ���
��
1 ��������	� ���
	��
	��� �������! �������� � ���
�� 0 " ���
	��
	��
�� �����! �������� ������� 
�
� ∧(e1, e2)� ∨(e1, e2)� � ���� �� ��
	�
������
��� 
 ���		 ���
����� 
�
	 e1 ∧ e2� e1 ∨ e2� � ��
� + �	������%

������% ������� 
�
� e1 ∧ . . . ∧ en ��
�� ������
����� 
 
�
	

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
e1
. . .
en

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦�
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����� ��� �	
����	 � F � 
����������� ��� 
�
��������� 
��
� �
�
� �� ��
���� if�then�else� ������
�� ���� ��
 !��	 �� ����� ���
(����, t, t) → t� "�� t # 
�
���
 ���� ��
 �� T $ �������� �

��������%
���� ����
�� ���
�� ��� 
�
������� ��
��� ���� (1, d1, d2) � d1� �
��
��� ���� (0, d1, d2) � d2$ &�������� ���� if�then�else(e, e1, e2) �����
��
��������� �
 �� �
�
��
 � ���� e?e1 : e2$

∀ e ∈ E ��
��� Xe 
�
������� ��
�����
 
��������	� �	
����	 � e$
∀X ⊆ X ��
��� E(X) � B(X) 
�
������� ��
������ {e ∈ E | Xe ⊆ X}

� E(X) ∩ B �

����������
$
'���� X ⊆ X $ �����������	 
��������	 �� ��
������ X ������%

���� 
�
���
 ��
� �

��������� ξ� �
�
�
� �


���� ��� ����
� 
������%
�
� x ∈ X ���
�
�
� �������� xξ ∈ Dt(x)$ (�
�����
 ���	 
����������

��������	 �� X 
�
��������� ��
���� X•$

)� � X ⊆ X � e ∈ E(X)� ξ ∈ X•� �
 eξ 
�
������� �������� �� Dt(e)�
��������
� ��������	 e �� ξ� � 

���� ���
� � ������� 
����
�*

• �� � e ∈ X � �
 eξ 
���

 �"����� ���������

• �� � e ∈ C� �
 eξ �� ����� �����
�������� �
������� e� �

• �� � e = f(e1, . . . , en)� �
 eξ
���
= f(eξ1, . . . , e

ξ
n)$

&�������� e1, e2 ∈ E ��������� �������� �� �

∀ ξ ∈ (Xe1 ∪Xe2)
• eξ1 = eξ2.

'���� X ⊆ X � ξ ∈ X•� x ∈ X e ∈ E(X)� t(x) = t(e)$ +�
��� ξ(x := e)

�
������� 
���������� �� X•� 

���� ���
� � ������� 
����
�*

xξ(x:=e)
���
= eξ, ∀ x ∈ X \ {x} xξ(x:=e)

���
= xξ. ,-$-.

)� � x ∈ X e, e′ ∈ E � � t(x) = t(e)� �
 ��
��� (x := e)e′ 
�
�������
���������� 

 �����
� �� e′ �����
� ���	 �	
������ x � e′ �� e$

/ �  ��
"
 �
���� ��������� e1, . . . , en ��
��� (e1, . . . , en) 
�
�����%
�� ���������� �������� �
�
�
"
 �� ����
� 
���������� ξ ∈ X•� "��

X ⊇
n⋃
i=1

Xei � ����
 �
����� (eξ1, . . . , e
ξ
n)$ 0���� 
�
������� ��
 ������%

��� (e1, . . . , en) ��
���� (t(e1), . . . , t(en))$

��� �����	
 ���
���
��


��
����	� �
�� 
������� ��� �
�
� �
������ 
�������
������ "����
������ ���1��� �
�
�
"
 ����� 
��� �� � ������	 ��

�*
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• ��������� �������� 	�� 	
	������
�� ����	�	�
⊙
� � ����	� ��

����
�� 
	���	 	��� ��������� �������� �� ��� ���	��
 	��	 ��
�
�	� � � ��� �� ��	��
 �� 	��	�	 ��
���

• ��	
��	���	�� ������� 
��	�	 
��� 	
	������
�� ������� ����

x := e � ��� x ∈ X � e ∈ E � t(x) = t(e)� �� ����	�	 ������������

���	��
 
	���	 	��	 ��
�	�

• 

������ �������� ������� 
��	�	 
��� 	
	������
�� �������

����
�
�

�
�b � ��� b ∈ B� �� ����	�	  ��	��	�	 �����	�� ���	��
 ���

��
��� 	��	 �� �	
	��� ����
 ��
� !� � �� �	� � ��
� "�

• �

��� ��������� 
���� ������� 	
	������
�� ����	�	� ©� ��
��� ���	��
 
	���	 	��	 ��
�	�

• ����	������� �������� 	�� 	
	������
�� ����	�	�
⊗
� �� ����	�


���������	� ������� �� ���	��
 �� 	��	�	 ��
��#

$ �
	� 	����
	� � �� ��� ������	 �� ��	
�����
� 
#�# %������
 ��

���� �
�

. . .v1 vn

v

��� ���
�	��
 ��	
����
��� � ����

�

. . .v1 vn

v

�
��

�
�� � ���

��

. . .

�v1

v2 vn

v
� ��� �� ��� ����	������ 	
���	�#

& �� �	� 
 ���	���	��
��� ���� �'�� 	
	��������(

• �	����	��
����	�
� ������ ���� x1 := e1 � �. . . xn := en � ���

� ���� � ������ )��	��� �	��	��	� ����	�* ��	��
 
	���	 	��	

��
�	� �	��
 	
	�����
��� ����	 �	�����	�

x1 := e1
. . .

xn := en
�

• ������
(x1, . . . , xn) := (e1, . . . , en) )!#+*

��� x1, . . . , xn ∈ X � e1, . . . , en ∈ E � ∀ i = 1, . . . , n t(xi) = t(ei)� 	����
���
 �	����	��
����	�
� ������������ ����

y1 := e1 � �. . . yn := en � x1 := y1 � �. . . xn := yn )!#,*
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��� ���������� y1, . . . , yn 	 �
���� 
��� ���� ���������
 �� �
����
��
 �������
 ���� ������ 

 
� ������
�����
�� ��� �
����
���

����
�
� ��� �� ��� ���������� y1, . . . , yn ����!
�
�!"
 

���
 �
������������#� �#
��$�# � ��� �� � �� ����!
�
�!"
 � %

& �� ���
��� ��

• '����� ���� x ⇀↽ y ��� x, y ∈ X , t(x) = t(y)� ����
 


 �� ������

(

 � '����� (x, y) := (y, x) �

)!�
� P 	 ��� �!��� 
�
'��(�
� '������� VP � XP �
�
�!��
�
�
���# ���*�� P � ���������#� �#
��$�# � P � �


��
�
����
�

���������� �� P 	 %

 
�#
� ���*�� P � ��(���� � ��(����
& ����
*��� �
��� �
����
��
����
�
� ����#
�
� �
 �+���� 

 
��
& ���*���
P � ��!�
&�� � ���
������� ��&�
��&� �
�
�
�������# ��
#
����� ����
*����� � ������ *��
� i ≥ 0 ���
������ P ���'��� ���*��� vi ∈ VP
� 
'��(������ ξi ∈ X•

P ���'������� 	�
���
 �������
 � 	�
����
������������ �� *��� i�� ,��� vi 	 ��
����������� ���*���� 

 
����
����� i+ 1�& *�� ���
������ P � � P ��
� ����
 �' vi � vi+1� �

• ���� vi 	 ��(������ ���*��� ��� �!�

& 
����

�� 

 ξi+1 = ξi�

• ���� vi - x := e � 

 ξi+1
���
= ξi(x := e)�

��
��
 ��
�����
��
��
� ��&�
���� �


��
�
�!"$�� %

& ���*����
��� 
��
������ '��(���� ��������
& x. �
��� ���
������ %

�

��&�
��� '��(���� x �
��
��
�� ������ '��(���" ��������� e ��

��!$�# '��(����# ���������# �� P �

• ���� vi -
�
�

�
�b � 

 ξi+1 = ξi� � ����
 �' vi � vi+1 ����
 ��
�! bξi �

� ���� vi 	 
����������� ���*���� 

 ���
������ �� '����*��
���
/
��
��� (

 ���
������ �
����
��
����
�
� ��&�
��&� �


��
�
�!�

"$�# �������
! x ⇀↽ y � �
��
 ������
����
� ��� �������! ���
���
�
������
�
 ���������# x � y�

��� ������	 � 
����
	

)�� '����� ��
����� �
�!
 ���
��'
��
��� �������� 
�
'��(����� '��
������ ���� am..n� ��� a 	 ��� �������� m � n 	 ��������� 
��� ���� 
�
�
'��(�"$�� ����"" � ���#�"" �����0� ������� �


��
�
����
� 1���
��� am..n �
��
 
�
'��(�
��� �
��� �
�

�
 �!
�� !��'���� ��*� ��
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������ ��� �	
�
��� �����
 � ������
 ��
���� ���� ��
����� m,n ����
��
 � ������
 ��
��� �
����
 a �
	���� ��� m ≤ n� �� �
���� a �������
� ��������� ����
� �� �������� ������� ����� �����
�
�� �������� N
��������� �
���
����� �����  !� "� ���#� � ∀m,n ∈ N ����� �����
�
��
�
����$ m,n ��������� {i ∈ N | m ≤ i ≤ n}� %�� 	
����� �
����
 am..n
� 	
����� i ∈ m,n ��������� ��&�	�� �����
�
���
 �
����$ ai� � �
���
�
���
 ����������� �
����
 a � ����	��� i� '��������� �
����
 a
�
���
����
$��� 	
	 ���������� ������ � ���� �� ���
� %�� 	
�����
�
����
 a ��� ��� t(a) ∈ T ������������ 	
	 ��� ��� 	�����������

���� a � b ( �
����� ����
	����� ���
 � � ����
	����� ������� �
�������� ����	�
��  ���� �
���� �
����� ���$� ��� am..n � bm..n#� ��

• �
���� a := b �����
�
�� ����
��$ 	������
��� 	���������� �
��
���
 b � �����������$)�� 	��������� �
����
 a� ���� ��������
�
��������� �����
��
��
 am := bm� am+1 := bm+1� . . .� an := bn,

• �
���� b = perm(a) ���
�
��� ��� b �����
���� ������
���	�
 a� ����
��)������� ���	��� f �
 m,n� �
	
�� ��� ∀ i ∈ m,n bi = af(i)�

*���� �
�
� �
���� am..n� F ����� +, ≤ ���
 (t(a), t(a)) → ����� �
i, j, i′, j′ ∈ m,n� ����� ���������
�� �����$)�� �����
�����-

• �
���� ord(ai..j) �����
�
�� .������
∧

i≤k<j
(ak ≤ ak+1)�

• �
���� ai..j ≤ ai′..j′ �����
�
�� .������
∧

i ≤ k ≤ j
i′ ≤ k′ ≤ j′

(ak ≤ ak′)�

• �
���� ai..j ≤ ai′ �����
�
�� .������
∧

i≤k≤j
(ak ≤ ai′)�

��� �
���� ���
 e1 ≤ e2 �����
�
�� .������ ≤ (e1, e2)�
*�� �
���� �����
�� �
	�� ����� ���������
���� �	�
��
� 	��

����� �����
�
$��� �
������ ���
 am..n,m′..n′ � ��� a ( ��� �
������
m,n,m′, n′ ( ���
����� ���
 ���� �����
�
$)�� ����$$ � �����$$
��
���� �� ����	
� � �� ������
� �
����� a� ��������������� /
����
�� �����
 �
���
$� ���������� �
����
��� /
����
 am..n,m′..n′ �����
�����
�
���� ����� 	����	� ����� �	
�
��� ��0� �1 ������ ��� �	
�
�
��� �����
 � ������
 ��
���� %�� 	
���
 �
����� am..n,m′..n′ � 	
��
��� i ∈ m,n, j ∈ m′, n′ ��������� ��&�	�� �����
�
���
 �
����$ aij� �
�
���
���
 ����������� �
����� a � ����	�
�� i � j� '���������
�
����� a �
���
����
$��� 	
	 ���������� ������ � ���� �� ���
� %��
	
���
 �
����� a �1 ��� t(a) ∈ T ������������ 	
	 ��� �� 	�����������
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��� � ��� ��		�
�
� ��� ��
��� ���������
	� �������� a := b �������

���� ��������
�
 ��
���� b 
 	��

�
	

����� ��������
� ��
����
a�

��� ������	 
��
�����

�� ��� 
���	������ 	���� 1 + . . .+ n� ��� n ≥ 1 � 
������  ��������
�� ��!
�
 ���"�� #�
!  ���	$� 
 ���������� s�

�
�

�
�• � s := 0

i := 1
��
�
�

�
�i ≤ n �

�
0

1 s := s+ i
i := i+ 1

�
�

�
����� %��&'

(	� ���������� 
 �����) �� ����
 
�� ����

*� ��� 
���	������ ��	
��� � �	
�
�� �
 ������	������� ������� a
�� b� ��� a �� b � ����"�
��!��� ����� ��	��� ( �� ��!
�
� 
�����
����� �����) ��������� 
 ���������� q � r ���"�� #�
!  ���	��
�� ��	
��� � �	
�
�� 	��

�
	

���� �
 ������� a �� b� 
��� ���"��
#�
! 
�������� 	��
��+���� a = bq + r � 0 ≤ r < b�

�
�

�
�• � q := 0

r := a
��
�
�

�
�r < b �

�
1

0 q := q + 1
r := r − b

�
�

�
����� %��,'

(	� ���������� 
 �����) �� ����
 
�� ����

-�����
�� ����� �
����) 
 �����) ���  �������
	� 
 
���
����
b � a �� 
�� ���� ���� �� ��!
�
 �� 	
���
 ���!+� b� .�	�� /
��

���
���) ��
�� ��	
����� � �� ��!
�
 
���
���) � �	
�
�� �

������	������� ������� a �� b�

0� ��� 
���	������ ����� ��	
! ��	��
√
x� ��� x � ���
����
��!���
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����� ������ 	�
���
�
 ������ ��
� 
������ � ���������� y�

�
�

�
�• �

y := 0
a := 0
b := 1

� �� a := a+ b
�
�

�
�a ≤ x �

�
0

1 y := y + 1
b := b+ 2

�
�

�
����� �����

��� ���������� � ������  ! ����
 
�� ����

"�#���
�$ �����
������� � ������  !$ 
�%�����
�& � ������
���'
��� 
�����
�� 1+3+5+ . . .+(2k−1) = k2� (��������& b �������'
�
 ���������
����� 
������& 1, 3, 5, . . .$ )
� 
������& ��������
�&
� ��
���
�
 
�����
�& � ���������� a$ � ����� ���#����* � )
��
����� 
�����
�& � ���������� y� +�#�� 
������� a �
���
 ������'
*���
� x$ �
 ����������#� ��,� 
�����
�� ������
$ �
� y �������


�������� 
������� �√x ��

-�  !$ �����
��.�& ���
��� ��#���
� ��
������& � �
������ � ��'

���
�
� ����
� ������  ! ������&�
�& 
������� xy$ #�� y ≥ 0�
	�
���
�
 ������ ��
� 
������ � ���������� z�

�
�

�
�• �

a := x
b := y
z := 1

�

� �1 0

�

�

�
�

�
�b = 0

�
�

�
�b%2 = 0�

�
1

0

a := a2

b := b/2
b := b− 1
z := az

�
�

�
����� ���/�

��� ���������� � ������  ! ����
 
�� ���� 0�*����� 
������� y
��������#��
�& ���
����
������� ���������� xy ����
����
�& ��
������.��� ��������1

• ���� y = 0$ 
� xy = 1$

• ���� y 2 ������
������ ��
���$ 
� xy = (x2)y/2$ �

• ���� y 2 ����
���$ 
� xy = xy−1x�
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������ ����	�� �
��

��� �
������ ���

 ���
����� ��� ������

���� xy � y − 1 �
 O(log2 y)�

�� ��� ���
���� �� �
����
�!� ������� ���
�
� ������!�� �
����
������ ������ ����� ��� a0..n� "�� n ≥ 0� #���
���� �

��� $���
������� � ������ b0..n� %��$������ ��
$� �
�
� �����&���� ���

�
����� '�
� �� $�
� ����� ����������� b = perm(a) � ord(b)

�
�

�
�• � b := a

i := n
��

��
�

�
�i = 0 �

�
1

0
j := 0

�
�

�
�j = i

1

0

�

�
	

�

i := i− 1

�
�

�
�bj > bj+1

0

1

j := j + 1

bj ⇀↽ bj+1

��

�
�

�
����� ()�*+

,
"
����� ���
��
������ � '�
� ��� ��!
������� � ���

�����
n ��
"
�
! �
 ������� b� !����� �� !
�
��- ��!
������� � ��
�
��
��� �
��� ������
 �����!� 
� .�� �
 i�� �
��	�� �
�������
"

�������� � �������� ������� �"
 �
�����- '
�����
�� ��
� 
�� �����
&��� �
���
!� �����
� ��
���
����� ��
"
�!� �
 ����� �������� �
����
����� '�
� ��
"
�!� � �
�
����� �
��	�� ������� �
�� ����
�� �"
 ��!����
���� '
������ � ����
����� �
���� �� ��
"
�!� �
�����
�
����� �
��	�� �
�� ����� �
���� �� �
 ��
����� '
��
����� � ����

��� ������ �	
���
���� ���
���	�

/���� ������ �� P � � �0 ���	�1�!�	�� ��������
��� �
$
� ���� 1
���

(Pre, Post) � ����������� �� XP � ���� �- �
���� �� ����
2

• 1
���
� Pre ���������� ��������	
��� � �������� ��

���� !
�
�
�
�� �

��� ��
�
���
���� �������� ���������- �� P � �
�
���� ����
� �0 ���

������ �

• 1
���
� Post ���������� ��������	
��� � �������� ��

���� !
�
�
�
�� �

��� ��
�
���
���� �������� ���������- �� P �
�
�
�����&���� �0 ���

������

18



����� P � ��	 
 ξ ∈ X•
P � �
 ����� �����
��	 ��� P ��������	
�


 �����
��� ������������ ξ	 ���
 � ������ ������ �
������
� P
������
� ������ ���������� x ∈ XP �
�� ����� xξ�

 ��
�� ξ
P→ ⊗ ���������� ���������
�! ���
 P �
��������� � ��"

�����
� �����
���
�� ξ	 �� �
������
� P �����"�
�� �����#
����

$��
 ����� ξ
P→ ⊗	 �� ���
�� ξP ���������� �����
���
� 
� X•

P 	
������������ �����%&
� �������! ����� P �
��������� � �������
�
�����
���
�� ξ	 ����� ∀ x ∈ XP ������
� xξP ����� ���� ������
%	 ��"
����� ����� 
���� ���������� x ����� �����#��
� �
������
� P �

 ����� ����������� �� P �����
������ ���'
(
��'

 (Pre, Post)
����%������ � �������������� �����%&��� ���������
�!

∀ ξ ∈ X•
P ���
 Preξ = 1, �� ξ

P→ ⊗ 
 PostξP = 1. )*�+,

-����� ���������
� ������������ ���
��% Pre
P→ Post�
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����� �

���	
 ����
����	� 
��

��
�������� ��	������

� ���� ����	��
� �
��	����� ����� ����
��������� ����������� ����

Pre
P→ Post� ��
������� ������� ���	
�	����� ��� �	� 
�������

����� ������ ������� ��
���	� ��������� � ��
���	� �����

��� �����	
 ���

���� � �����	
 ����

 ���� 
����� !" P � ���
 � P # ��� ������������������ π = α1 . . . αk
����� P � ������ $�� ∀ i = 1, . . . , k− 1 ����% ����� αi ��������� � ��$����
����� αi+1�  ��� π = α1 . . . αk ��
������� ������ � P � ���� α1 = αk�
&��������M ��$�� �� ��������' �����' !" P ��
������� �	�����

��� P � ���� ������ %��� � P �������� ������ �� ������� ������� ��$��
�
 M � (��� M # ��
���� ��������� ��� P � �� ���� π � P ��
�������

�	����� ������������M � ���� �� ������� �� ������ � ��������� �����'
���	� ���� ���)��� ��$�� �
 M � � �� ���	�' �����' ���	� ���� ��$�� �

M ���� &�������� ���' ��
���' ������������ M ����� � P ���
��$�����

�����) ΠP,M �

�������� $�� ��������� ΠP,M ����$��� (��� ΠP,M �������$��� �� ���

�������� ���� ����� �	���� ����*�� ������ +�	�� � ΠP,M ���� ���� π
���� α1 . . . αi . . . αj . . . αk� 	�� αi = αj� 1 < i < j < k�  �����������������
αi . . . αj �������� %������ �� ��	����� ����������) ��
���	� ����������
���� �
 ����� ���	� %���� �������� ��$�� �
 M � $�� ���������$�� �����
��������) � ���� $�� ���� π # ��
���� ������������ M �

∀ π ∈ ΠP,M ����� ���
��$��� 
������� start(π) � end(π) ��$�� �
 M �
������� ����� �� ������ � ��������� ����� π� ���������������
!�
���� ��������� M ��� !" P ��
������� ������� ����
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• �� ������ ��	
��
�� �� �������
� ������� P � ���� �
��� �� M
������ �
��� ���������� ����������� �

• �� ����
� ������ �	
��
�� � ���������
 ������������ �������
P � ���� �
��� �� M ������ �
��� ���������� �	
�������
����

 ���� M ! "
��
� ���
�
� ��
�����
 ��� #$ P � %���
�� ��"
��
����� Exec #$ P �

���������� "
����
�������
��� π = α1α2 . . . �&���
P � � �
�
�
� ����
� ����
 αi �������� ��� ����
�� "
 �
�
�
�� "�
���
	
��� "�����
���� �� ��'� i (�
'
 ��"
������ 
� ����
�� ������� vi
� ������� vi+1� )�
������ ��"���� i1i2 . . . "
����
�������
��� �
���
�
��	 �&��� �� π� �� �
�
��	 ���� ���
��� �
���� $
'����
 
"���������
"
����� "
��
'
 ���
�
'
 ��
������ � ��"
������ #$� i1 = 1� � ���
����
� "��� (ij, ij+1) �
�����	 ������
� � i1i2 . . . "
����
�������
���
πj = αij . . . αij+1

�������� ���
��� 
��
�������
 M "��&�� *��� "��� π
�
������ �
 �'
 "
������� ����
 �	
��� � ������������ �������� �� ����
�
�������
� �
������ �
��� �� M � +���� 
����
�� �
��
 "���������� π
� ���� "
����
�������
��� π1π2 . . .� '�� π1� π2� . . . ! ���
��� 
��
�������

M "���� %����� ���� πj (�
� "
����
�������
��� �� ����� ��������
������	���� ��"
������ Exec�

∀ π ∈ ΠP,M , ∀ ξ, ξ′ ∈ X•
P ��"��� ξ

π→ ξ′ 
�������� ��
 π ! �
�"
�����
���
�
�
'
 ��"
������ #$ P � � ξ, ξ′ ! ����
�� 
���������� � �
�����
"�
	
�� ����� �
��� start(π) � end(π) �

����������
 "�� �������� "

"��� π �
 ����� (�
'
 ��"
�������

��� �������	 
	��
� ����������� 
�� �	���

������� �������	


 ���� ������ #$ P � �& �"�,�-���,��� ���������� "������
���� Pre �

"
�����
���� Post� .
�����������
 ����������� Pre
P→ Post �	�����

����
������ ����� ������
�� ����

/� 0��������� "
��
� ���
�
� ��
�����
 �
��� M ��� P � � � ����
�
�
��
� m ∈ M ����������� -
����� ϕm ∈ B� ���������� ����
��
����� � �
��� m� "����� ��"
����� ������
�� ���
���1

• ���� m ! ��������� �
���� �
 ϕm = Pre�

• ���� m ! ������������ �
���� �
 ϕm = Post�

• ��� ���
'
 "��� π ∈ ΠP,M � � ����	 
���������� ξ, ξ′ ∈ X•
P �

����	� ��
 ξ
π→ ξ′� ����� ��"����,��

ϕξstart(π) = 1 ⇒ ϕξ
′
end(π) = 1. �2�/�
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����� ��� �	�
��� ���
�
���� ���� ������ ∀ x ∈ XP ����� ����	��
���� �	���	�� xξ � xξ

′
�������� x � x′ �����������		��

��  ������� �����!������� P �∀ ξ ∈ X•
P Preξ = 1 ⇒ ξ

P→ ⊗� ����	��
�"������ ����� �
���	��

• ������#� �	������� N �
� P �

• ������	� ���������		�#� �	������� L� ��
�$%�#��� ������
��	
����� ���� ��
�#�� ��� 	� ��%������� ���
�	��	�� ����#�
��"��$%�� ���
�������
�	���� l0, l1, . . . &
���	��� L� �

• �	������� �"����	�� {un ∈ E(XP ) | n ∈ N}�

��
�'� ���

• ��� 
����� �"��
	�	�� P � ∀n ∈ N ��� 
����� ���'��� �����
n ��
�%�� ��	�����	�� ξ ����
�������� ��
���$ uξn ∈ L� �

• �
� 
$��#� ���� π ∈ ΠP,N � � 
$�"' ��	�����	�� ξ, ξ′ ∈ X•
P �

��
�'� ��� ξ
π→ ξ′� ���	� 	�����	���� uξstart(π) > uξ

′
end(π).

(�
���		"� � &��� ��	
�� ����� �	�����	��� �"
 ��
�"� )� *
���
��� +�, � �����"� �"
 ��
���	 � +-,�

��� ������	
��� 
����
 ��	
��
���	

.�
����� ��� ��
� �"��
	�	" ��
���� � ��	
��' � � � ����#��/� ����

�� Pre
P→ Post� ���� ∀ ξ ∈ X•

P �� Preξ = 1 �
����� ξ
P→ ⊗ � PostξP = 1�

0���� Exec 1 �������
�	�� �"��
	�	�� 2 P � 	���
�	"� ��	������
	��� ξ� ����
������%�� ��
���$ Preξ = 1� 3���� �"��
	�	�$ ��������
������ ���
�������
�	���� π = α1α2 . . . �4��� P � � 
������ 
����� �����
αi ��
����� ��� ������� �� 
������� �����'���� ������%�	�� 	� !�#� i
&��#� �"��
	�	�� �� ��
�%�� ���!�	" vi 
 ���!�	� vi+1�

5�
� �" �"��
	�	�� Exec �"
� ���
�	��	"�� �� π ���� �"
� �" ����

�	��	��� � 	�
������ ����� �������
��� �" � 	�� ���
�	��	� �	�#� ����
0���� i1i2 . . . 1 ���
�	��	�� ���
�������
�	���� 	������ �4��� �� π� ���

�'� ��� αi1 = αi2 = . . .� 0�����
�������
�	���� πij = αij . . . αij+1

(j ≥ 1)
���
�������
�	���� π ��
�$��� ��

���� � ��
� N 1 ������� �	��������
�� ∀ j ≥ 1 πij �������� ������ 	� 
������ ���� ���
� �� N � 6�
��
�������� ���
� �� N ����������$� 	� ���
�	��	�� ���
� �
�	�� ���
��
������
�	���� π� 7���	���� 	����� ��
�' �
�	�� �������� j1, j2, . . .� �
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����� �� N �� ��	 
 �����
�� n1� n2� . . .� ���� αjk . . . αjk+1
(k ≥ 1) 
��
�

���
 �������� ������������ N � �������� �������� ������ � ���������
���� ���� �� ����������
 ξj1 , ξj2 , . . . �!��������
�� ������������

u
ξj1
n1 > u

ξj2
n2 > . . . "���#

���� � L ���� ����������
 ������ ������ �
 �����!������������ "���#�
��� ������������ ���!����$���� � ���!����������� L�
%���� �������� ���������� Exec 
��
���
 ��������� & ������������

�� ��������� � ���'� ������ ��(� ��$�� ���!������� π � ��!� �������)
�����!������������ π1 . . . πk ����) �� ΠP,M �
*������� ����!�����
� ���������
 � ������� �������� ���$������

� ���$� ������
� � ������ ( ��������� ���

• m0
���
= start(π1) 
 ��������
 ������ ������� ϕm0 = Pre�

• mk
���
= end(πk) 
 �����������
 ������ ������� ϕmk

= Post �

• ∀ i = 1, . . . , k − 1 mi
���
= end(πi−1) = start(πi) ∈ M �

+���� ����� ∀ i = 1, . . . , k ���� �� ����������
 ξi−1 � ξi ���������
 Exec
!� � ����� ���	�$!���
 ���������� πi �����!������������ π1 . . . πk ���
������������ �!��������
�� ������� ξi−1

πi→ ξi� �������� �������� "��(#�

∀ i = 1, . . . , k ϕξi−1
mi−1

= 1 ⇒ ϕξimi
= 1.

*������
 ��� ��,����������� �������� '������ �������'�)-

(Preξ = 1) ⇒ (ϕξm0
= 1) ⇒ (ϕξ1m1

= 1) ⇒ . . .
. . . ⇒ (ϕξkmk

= 1) ⇒ (PostξP = 1).

��� ������	 
��
�������	� ��������

& �������� ���!��������	 ���$����� ��������	 !�
 ����������
 ���
���,�������� ��$�� ������ ��������� ���!�� �� ���$�����-

• ���$����� N ����������	 ����� "0, 1, . . .#�

• ���$����� Lk �����$�) !���� k ��������� ������������� ����
!���������� ���$����� L� � ������������������ ���
!���� �����
��) ����!��
���
 ���!�� �� �������- !�
 ����) ���� �����$�)
a = (a1, . . . , ak)� b = (b1, . . . , bk) �� L

k

a ≤ b ⇔ a = b ��� ∃ i ∈ {1, . . . , k} : ai < bi, ∀ j ∈ {1, . . . , i−1} aj = bj.
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�������� 	��
���
������� ����� �������
�� ����� ������
��� ����
�������� ������ ���
����� �����
�
����������

(a11, . . . , a
1
k) > (a21, . . . , a

2
k) > . . . � �!"

��������
 �������
� Lk� #$ � �!" � �$ ����
������ ����������	��
������� ����
�� ���
���% ��� a11 ≥ a21 ≥ . . .� ��������� L 	��
��
��
���% �� 
 ���& �����
�
���������� ����
����
 �� ����� ����
������������ ��������
� ������' ����
����
% ����

∃ i1 : ai11 = ai1+1
1 = . . . . � �("

#$ �����
���� ������)���� � �$ � �!" ���
���% ���

(ai12 , . . . , a
i1
k ) > (ai1+1

2 , . . . , ai1+1
k ) > . . . � �*"

�������� �$�������� 
�)� ������
���� � � �*"% ��������% ���

∃ i2 ≥ i1 : ai22 = ai2+1
2 = . . . , � �+"

����
� �� ����
���� � �*" ���
���% ���

(ai23 , . . . , a
i1
k ) > (ai2+1

3 , . . . , ai1+1
k ) > . . . .

���
����� ��� � 
���)�% 
 ���,� ���,�
 �������% ���

∃ ik ≥ ik−1 : aikk = aik+1
k = . . . . � �-"

#$ � �("% � �+"% . . .% � �-" ���
���% ��� ������� 
 � �!"% ������� � ����
���� � ������� ik% ��
��
���% ��� �����
������ ���
����������

��� ������	 �
��
�������� ������ �������

�����

. ���� ������ �� ���������� ���������� ����
� ��
�������
 
�� 
��
��	���,�� /0% �$�������' 
 ������ 1�(�

����� ����	�
���
 ���
������ ���������
 �����

.���	�,����� /0 �1�(" ������������ ���
����
�� n ≥ 1 � ��������
��
s = n(n + 1)/2� . ������
� �������
� M �����% ����'�
����� 
�� 
����
	���,�� ���& /0 ����
�� ��
�������
% 
�$���� �������
� {A,B,C}
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������ ���	
���

�� 
����

�
�

�
�• •
A

•
B

•C

� s := 0
i := 1

��
�
�

�
�i ≤ n �

�
0

1 s := s+ i
i := i+ 1

�
�

�
�����

�
��
��
�� � ������ A,B,C ����� ��������� ����

ϕA = (n ≥ 1) (�
���������),
ϕB = (s = (i− 1)i/2) ∧ (i ≤ n+ 1),
ϕC = (s = n(n+ 1)/2) (�����������).

��� �������������� ����� ��� �
��
��
� ϕB ��
�����
 �
�����
��

��	������ ����������� ���  ���� �����
�
��  ��� !"� ����
�� 
���#

����� � ����
�������� �
������ ��
�� ����� �� M $

%$ &� ��
���  ���� �����
�
��  ��� !" �
�������� ��
���� �� A �
B� � �����
�
��� �
�������
�� � 	���� ����� A � B '�$� s := 0 �
i := 1(� � ')$%( ����� ���

n ≥ 1 ⇒
[[
s′ = (i′ − 1)i′/2
i′ ≤ n′ + 1

]]
. ')$*(

+$�$ s′ = 0� i′ = 1 � n′ = n� �� ')$*( ��
����������� � ����

n ≥ 1 ⇒
[[
0 = 0 · 1/2
1 ≤ n+ 1

]]
, ')$,(

���� ������
�� ��

�$

)$ -������
�� �
�������
��  ��� �����
�
��  ��� !"� 
� ����
��
�
�������� ��
���� �� B � B �� .����� �����

• �����
����� �
�������
�� s := s+ i � i := i+ 1� �

• ��

� �������� 
� ��
���
�� ����
��� ������
� �����
�� ��
 ���� .���� 'i ≤ n($

�������.�� ')$%( � ������  ���� ������� ����� ���⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
s = (i− 1)i/2
i ≤ n+ 1
i ≤ n

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦ ⇒

[[
s′ = (i′ − 1)i′/2
i′ ≤ n′ + 1

]]
')$%/(

0������� ����
�1�
�� s′ = s+ i� i′ = i+1� n′ = n� ���������� ���
�������.�� ')$%/( ��

�$
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�� �������	
� ���� 
�������
� ��� �� ����	�� �	�
����
� ��	����
�� B � C� �� 
������� ������ �	
 ����


 i > n� ����
���
�
 !�"# � �$���� ���%� ����

� 
���� 

�

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
s = (i− 1)i/2
i ≤ n+ 1
i > n

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦ ⇒ s′ = n′(n′ + 1)/2.  !�""#

&$
��
�� 	�
����
� s′ = s� n′ = n� � ����� ��� $�� i 
���� �
�
���� 
� �����
�������� 
� i ≤ n + 1 
 i > n �������� $�� i = n + 1�
����'$���� $�� 
���
���
�  !�""# 
�	���

(�� ������������
� ��
�	)������
 �����
� N
���
= {B}� L ���

= N� uB
���
= n+

1 − i� �� ���������%� 
�)� ������)��
� ϕB �������� $�� �	
 ������
�	����� $�	�� B ����*�� ����$

��
� ξ ���
���
�	��� ����

' uξB ∈ N�

 �	
 �	�
�
������ ��	����� �� B � B �� �
���

uξB = (n+ 1− i) > (n+ 1− (i+ 1)) = (n′ + 1− i′) = uξ
′
B,

%�� ξ 
 ξ′ + ����*
� ����$

��
� �� 
 ����� �	����� �� �
����

����� ������	
��� 
��	������ ������� � ���
�	��

,�	
-
�
	��� ��  "�.# �����
������ �	������

� (a ≥ 0) ∧ (b ≥ 1) 

��������

� (a = bq + r) ∧ (0 ≤ r < b)� ,�/�	�� ��$�
 A� B� C� ���
�������� �� 	
�����0

�
�

�
�• •
A

•
B

•C

� q := 0
r := a

��
�
�

�
�r < b �

�
1

0 q := q + 1
r := r − b

�
�

�
�����

��
�	
�����
 ϕA 
 ϕC �
��'��� �	������

� 
 ��������

� ����
��1
��
����� � 
�
�	
��� ϕB 
���� 

� (a = bq + r) ∧ (r ≥ 0)�

(������� $�� ϕB ��	������ �	�

�����

"� 2	
 ��	
�� 
���� 
 B ϕB 
���� 

� (a = b · 0 + a) ∧ (a ≥ 0),

��
������ �����%� ������)��
� ������� 
� ϕA�
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�� ��� �����	
� 	� B � B �	 
���� ����	 
	�	��������	� ���	���
r ≥ b� � ����	� �	�	�	�	 �������
�� ����� ����� ��
⎡

⎢⎣
⎡
⎢⎣
a = bq + r
r ≥ 0
r ≥ b

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦ ⇒

[[
a′ = b′q′ + r′

r′ ≥ 0

]]
. ������

�������� �		��	����� a′ = a� b′ = b� q′ = q + 1� r′ = r − b�  ���!"
����� ��	 �������
�� ����#� ������

#� ��� �����	
� 	� B � C ����	 
	�	��������	� ���	��� r < b� ��	 �
�	������� � ϕB ����$� ϕC �

%�� 
	�� ���������  ��������	��� �	�	&�� N
���
= {B}� L���

=N� uB
���
= r�

' 
	�� ���	�	 ���� �		��	����� ϕB ���
���� ��	 ��� ��&
	� ��	�	
�
���� B ����(�� 	 ��������� ξ �
	�����	���� ���	��! uξB ∈ N� �� � ���"
�	� 
	�	��������	�	 �		��	����� b ≥ 1 �������	��� �	�	�	�	 � �	���
B ���
��� � ϕA � � �	�	� ��	  ������� ��������	) b �� � �������� �
��	
���� ���	������ *+��  ���!����� ��	 ��� ��	� �	���	� �����	
�
	� B � B �	 
����

uξB = r > r − b = r′ = uξ
′
B,

�
� ξ � ξ′ , ����(�� 	 ��������� 
	 � �	��� ��	�	
� �	 
�����

����� ����	�
���
 ���
������ ���������
 
���


-���.�
����� *+ ���/� 	��	�������	 ���
���	��� x ≥ 0 � �	�����	���
y = �√x �� -�0���� �	��� A� B� C� ��� �	�� ��	 �� �������1

�
�

�
�• �

y := 0
a := 0
b := 1

� �� a := a+ b
�
�

�
�a ≤ x �

�
0

1 y := y + 1
b := b+ 2

�
�

�
�����

•
A

•
B

•C

2���
���� ���������� � ��0������ �	���� ���
�!(�� 	0�� 	�1

ϕA
���
= (x ≥ 0), ϕB

���
=

⎡
⎢⎢⎢⎣
⎡
⎢⎢⎢⎣
y ≥ 0
y2 ≤ x
a = (y + 1)2

b = 2y + 1

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎤
⎥⎥⎥⎦ , ϕC ���

=

[[
y ≥ 0
y2 ≤ x < (y + 1)2

]]

��������� 	
����� 
�� ϕC ��	
	������� ��������	
���
�������� 
�� ϕB ��������� ���	
�����
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�� ��� ����	
 ��	�� � B ϕB �
��
 ���

⎡
⎢⎢⎢⎣
⎡
⎢⎢⎢⎣
0 ≥ 0
02 ≤ x
1 = (0 + 1)2

1 = 2 · 0 + 1

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎤
⎥⎥⎥⎦ , ��
���	�
�

����	�	 �		
�	����� ������
 �� ϕA�

�� ��� �����	�� 	
 B � B �	 ����� ����	 �	�	���
����	� ���	���
a ≤ x� � ���
	
 �	
	�	�	 �
�������� ����� �
��
 ���

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y ≥ 0
y2 ≤ x
a = (y + 1)2

b = 2y + 1
a ≤ x

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⇒

⎡
⎢⎢⎢⎣
⎡
⎢⎢⎢⎣
y′ ≥ 0
(y′)2 ≤ x′

a′ = (y′ + 1)2

b′ = 2y′ + 1

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎤
⎥⎥⎥⎦ . ������

 ��
!��� �		
�	����� y′ = y + 1� b′ = b+ 2� a′ = a+ b+ 2� x′ = x�
��
����	 ��
��	��
�� �
	 �
�������� ������ ������

�� ��� �����	�� 	
 B � C ����	 �	�	���
����	� ���	��� x < a� �
	 �
�	��
���� � ϕB ����"
 ϕC �

#	��$�
 ��������
	�
� ����	% &'� �	�	$�
 N
���
= {D}� ��� 
	���

D �!(���� 
��� ��� �	�����	 �� �������)

�
�

�
�• �

y := 0
a := 0
b := 1

� �� a := a+ b
�
�

�
�a ≤ x �

�
0

1 y := y + 1
b := b+ 2

�
�

�
�����

•
D

�� ��	
� 
	�	� L
���
= N� uD

���
= x− a� #�� 	(	��	����� 
	�	� �
	

�� ��� ��$�	
 ��	�	�� ����� D 
���*�� 	���������� ξ ��	���
�	���

���	��+ uξD ∈ N� �

�� ��� �����	�� 	
 D � D �	 ����� uξD = x− a > x′ − a′ = uξ
′
D, ��� ξ �

ξ′ , 
���*�� 	���������� �	 � �	��� ��	�	�� �	 ������

	�������
 ���	
	��
����!% ��������
 � D) ϕD
���
= (x ≥ a) ∧ (b ≥ 1)�

-�
���	�
� ϕD ��� ��$�	
 ��	�	�� ����� D ������
 �� 
	�	� �
	

• ϕD ����	 ��� ����	
 ��	�	�� ����� D �.
	 ������
 �� ϕA�� �
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• ��� ���������	�
 ������
� �� D � D �� ����� ���	� ����	���	���
	�����		�� � �����	�
 ��������� �� (a ≤ x)�

�� ����		���� ϕD ��� ���
�
 �����
� ����� D ���
��� �������
��
	���� ��� ���� ! � "� �����		�� � ����� D�

����� ����	�
���
 ���
������ ���������
 � �������

#���$������
 �� %!�&' ��	�������	� ���
������� y ≥ 0 � �����������
z = xy� #�(���
 ����� A� B� C� ��� ������	� 	� ����	��)

�
�

�
�• •
A

•
B

•C

�
a := x
b := y
z := 1

�

� �1 0

�

�

�
�

�
�b = 0

�
�

�
�b%2 = 0�

�
1

0

a := a2

b := b/2
b := b− 1
z := az

�
�

�
�����

*���
���
 �	�����	�� � ��(��		�� ������ ���
��+�
 �(����
)

ϕA
���
= (y ≥ 0), ϕB

���
=

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
b ≥ 0
y ≥ 0
zab = xy

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦ , ϕC ���

= (z = xy).

,����
	� 
�������� ��� ϕB ����
���	 �������	��

-�� 
������������� ��������
���� 
�		� �� 
��	� ����� N
���
={B}�

L
���
= N� uB

���
= b�

����� ����	�
���
 ���
������ ��������
�

#���$������
 �� %!�.' ��	�������	� ���
������� n ≥ 0 � �����������
(b = perm(a)) ∧ ord(b)�

/�	0�	����	�� ���	� � ����������� �(��	��������� ���
���	��
*(��	���	�� ������
�	�� b = perm(a) ����������� � ��
� ���

• �	� �������� ���	�
 ����� �����	�	�� �����1� ���������	��� �

• ��� ������	�� 
� ����� � 2�� �� �����	��� �1� ����		����� ����
�
�	����		�� 
� ����� � ��� ������� ��
�	��� 
����� b 3 ��������
	���� �1� ����
	�� ��
��	�	��� %bj ⇀↽ bj+1'� �
	��� 2�� �������	���
�� 	� ��
�	��� ��
����
�� 
������ b�
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��� �������	�
� ���
���
�
� ord(b) ���
�
� ����
 A� B� C� D� �	�
���	�	�� �	 �
����
�

�
�

�
�• � b := a

i := n
��

��
�

�
�i = 0 �

�
1

0
j := 0

�
�

�
�j = i

1

0

�

�
	

�

i := i− 1

�
�

�
�bj > bj+1

0

1

j := j + 1

bj ⇀↽ bj+1

��

�
�

�
�����

•
A

•
B

•C

•D

���	�
	��	�
 ϕA 
 ϕD �������� ������� (n ≥ 0) 
 ord(b0..n) �����
��
���
���� ���	�
	��� ϕB 
 ϕC 
�
�� ��
����
� �
��

ϕB
���
=

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
0 ≤ i ≤ n
ord(bi..n)
b0..i ≤ bi+1..n

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦ , ϕC

���
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 ≤ i ≤ n
0 ≤ j ≤ i
ord(bi..n)
b0..i ≤ bi+1..n

b0..j−1 ≤ bj

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

 �
 
����!������ �����	�
�
�� ��
�
���
 � �����
 "�#�
���	�
�� ��� 
��	�
	��� ϕB 
 ϕC ���
�
�
�� ��	�
�!���

"� $�
 �
���� �%��
 � B i′ = n� 
 ϕξ
′
B =

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
0 ≤ n ≤ n
ord(bn..n)
b0..n ≤ bn+1..n

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦ . ���
��

����! �	��� � ������&
�
� ��
��
� 
� ϕA�

'� $�
 �
�
%��
 �� B � C �
��� ������
�
�!��
 �����

 i �= 0� (���

�� � �
��
� ���
 ��	�
�

 ���!�� �
�
�
��	� j )j′ = 0*� + ��
���
,�� � 
���
�	-
� )'�"* 
�

� �
�

⎡
⎢⎢⎢⎣
⎡
⎢⎢⎢⎣
0 ≤ i ≤ n
ord(bi..n)
b0..i ≤ bi+1..n

i �= 0

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎤
⎥⎥⎥⎦ ⇒

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 ≤ i ≤ n
0 ≤ 0 ≤ i
ord(bi..n)
b0..i ≤ bi+1..n

b0..0−1 ≤ b0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

)'�".*

/
������ �
�
�!� ��� 
���
�	-
� )'�".* �
��	�

#� $�
 �
�
%��
 �� C � B �
��� ������
�
�!��
 �����

 j = i� (���
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����� ������ 	
�� ���
���� ������ i� � �
���� ����� ����� ����� 
��

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 ≤ i ≤ n
0 ≤ j ≤ i
ord(bi..n)
b0..i ≤ bi+1..n

b0..j−1 ≤ bj
j = i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⇒

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
0 ≤ i′ ≤ n
ord(bi′..n)
b0..i′ ≤ bi′+1..n

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦

���� i′ = i−1� �� ��	������ ���������� ����� �� ���	��� 
 
���

⎡
⎢⎢⎢⎣
⎡
⎢⎢⎢⎣
1 ≤ i ≤ n
ord(bi..n)
b0..i ≤ bi+1..n

b0..i−1 ≤ bi

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎤
⎥⎥⎥⎦ ⇒

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
0 ≤ i− 1 ≤ n
ord(bi−1..n)
b0..i−1 ≤ bi..n

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦ ����!�

"�� ���� 
������ 
�� ���������� ����!� 
� ���

#� $ � �� �%��� �� C � C �� �� ������ ����� 
� �& ������������&�
�	��
�� j �= i � bj ≤ bj+1� ' ��� ����� ������ 	
�� ���
���� ������
�� ������� j �j′ = j + 1�� � �
���� ����� ����� ����� 
��

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 ≤ i ≤ n
0 ≤ j < i
ord(bi..n)
b0..i ≤ bi+1..n

b0..j−1 ≤ bj
bj ≤ bj+1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⇒

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 ≤ i ≤ n
0 ≤ j + 1 ≤ i
ord(bi..n)
b0..i ≤ bi+1..n

b0..j ≤ bj+1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

����(�

"�� ���� 
������ 
�� ���������� ����(� 
� ���

!� $ � �� �%��� �� C � C �� �������� ����� 
� �& �����������)
�&� �	��
�� j �= i � bj > bj+1� ' ��� ����� ������ 	
�� ���
�)
��� �� ������� j � ��		�
 b �j′ = j + 1� b′j = bj+1� b′j+1 = bj�
∀ k ∈ {0, . . . , n} \ {j, j + 1} b′k = bk�� � �
���� ����� ����� �����

�� ⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 ≤ i ≤ n
0 ≤ j < i
ord(bi..n)
b0..i ≤ bi+1..n

b0..j−1 ≤ bj
bj+1 < bj

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⇒

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 ≤ i ≤ n
0 ≤ j + 1 ≤ i
ord(b′i..n)
b′0..i ≤ b′i+1..n

b′0..j ≤ b′j+1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. ����*�

+�������  �		��� �� 	��
�� j + 1 < i � j + 1 = i�
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• ���� j + 1 < i� ��

⎧⎪⎨
⎪⎩

b′0 = b0, . . . , b
′
j−1 = bj−1,

b′j = bj+1, b
′
j+1 = bj,

b′j+2 = bj+2, . . . , b
′
i = bi, . . . , b

′
n = bn

���	
� �
��	
�� ���������� �������

• ���� j + 1 = i� �� ������ ��

	
� �� ����������

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 ≤ i ≤ n
ord(bi..n)
b0..i ≤ bi+1..n

b0..i−2 ≤ bi−1

bi < bi−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⇒

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
ord(b′i..n)
b′0..i ≤ b′i+1..n

b′0..i−1 ≤ b′i

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦ ������

��� 	������

⎧⎪⎨
⎪⎩

b′0 = b0, . . . , b
′
i−2 = bi−2,

b′i−1 = bi, b
′
i = bi−1,

b′i+1 = bi+1, . . . , b
′
n = bn.

�� ��� �
�
��

 �� B � D �
��� 
�������
����
 	�����
 i = 0�  �� �
�� 
����� � ϕB ��
 !� ϕD�

"���#
� ���
�$�
����� %& ������ ����#�� N
���
= {C}� L���

=N2 ��
���'

��(��)� 
���* ���+
���� uC
���
= (i, i− j)� ,� ϕC ��

	
��  �� ��� �����



 
�
� C �
�	-

 ���� �����
 ξ 	
���
����+
� 	�����. uξC ∈ N2� � ���
�
�
��

 �� C � C �� �
���
�	 ����	 i′ = i− 1� ��/���	

uξC = (i, i− j) > (i− 1, . . .) = uξ
′
C ,

� ��� �
�
��

 �� C � C �� ��#��� ������ i′ = i� j′ = j + 1� ��/���	

uξC = (i, i− j) > (i, i− (j + 1)) = (i′, i′ − j′) = uξ
′
C ,

(

 ξ � ξ′ 0 �
�	-�
 ���� �����+ 
� � ����
 �����
� �� �������
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����� �

���	
���

 ��
������
���

�������
�

��� �������	
��		 ��
	�	���		 �� P ������� 	���
	����� ���������

�
�� ������� �
���
�
����� ��� �� � ��
��������� �	�� �
�� GP  
����
�� ��
������� ���������	 ���
���
�����	 �� P ! ��� ��
��
�����	� �
��������� �
���������	� �� ����"��	�� �����	 	
�������� �
�����#$	" ������" ��������������� �����	�!

��� �����	
�

����� ���	���� ��� ���	�������	 
����
��	 ���� 
��	�� x := e
	�	 [[b]] ��� x ∈ X  e ∈ E  t(x) = t(e) b ∈ B! %� �	�� x := e ��
�������
����
��
����	 ��
������� x 
�����	� ��
����	� e � %� �	�� [[b]]
��
������� ���
����� ����
�� ��
�������� ��
����� b!

%� �	�� [[b]] ��� ��
���� b ���� 	���� �	� [[b′]] &�!�! �������� ���'�
#���	��( ����� ���
�������� ��
 ����	
�#$	" ����
����" ������ &�!�!

��	��# [[b′]](!

)�������� ���" %� ���
�������� �	������ A ��������� ���" ������
��" ������������������� ������	� ���
�������� 
��	��# A∗! %�������
A∗ ��
���#��� 
����
��	�! *��	 a ∈ A 	 A,A′ ∈ A∗ �� 
��	�	 aA Aa
	 AA′ ���
����#� ����������		 %� a 	 �����������������	 A 	�	 A 	
A′ ��������������!

∀ a ∈ A 	 ∀A ∈ A∗ 
��	�	 Xa 	 XA ���
����#� ��������� ��
�����
��" ����
��$	"�� � a 	 A ��������������!

∀ a ∈ A ∀X : Xa ⊆ X ⊆ X  ∀ ξ ∈ X• ξa ���
������ ��'��� ����
��

• 
���� �
���	���	# ξ(x := e) &��! &+!+(( ���	 a = (x := e) 
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• ����� �����	���	
 ξ� ��
	 a = [[b]] 	 bξ = 1

• �� ������
��� ��
	 a = [[b]] 	 bξ = 0�

∀A ∈ A∗� ∀X : XA ⊆ X ⊆ X � ∀ξ ∈ X• ξA ���������� ������� �������

• ��������� � (. . . ((ξa1)a2) . . .)ak� ��
	 A = a1 . . . ak� 	 ��� �������
ξa1� (ξa1)a2� . . .� (. . . ((ξa1)a2) . . .)ak ������
����

• �� ������
��� � ����	���� �
�����

������	� ���������� ������������� ��
	 ��� 	���� �	� Aa[[b]]A′�
��� A,A′ ∈ A∗� a ∈ A� 	���
���� ������	� Aa[[b]]A′ ���������� ������	�

• A[[b′ ∧ b]]A′� ��
	 a = [[b′]]�

• A[[(x := e)b]](x := e)A′� ��
	 a = (x := e)
�������
��	� �������	� �	�� (x := e)e′ ��� � ����� ������ ��� �

!������� �������"� ��� ∀A ∈ A∗

• ��
	 A′ # ������	� A� �� ∀X : XA ⊆ X ⊆ X � ∀ξ ∈ X• ξA = ξA′ �����
ξA 	 ξA′ 
	�� ��� �� ������
���� 
	�� ������
��� 	 �������
� �

• ∃A1, . . . , Ak (k ≥ 1) : A1 = A� ∀ i = 1, . . . , k − 1 Ai+1 # ������	� Ai�
	 Ak �������	������

������	� Ak 	� �������$��� ������ ���������� �
������
� �
��

�
� ������	� A� 	 ������������ ���	�"
 NF (A)� %�������� ���& ����'
���	�����& ������	� ������������ ���	�"
 A∗

n� (� ������
��	� ����'
�	� ������		 �
������ ��� ������ ������	� 	� A∗

n ������	� �� ��
��
����� �������	 ��
��	��

∀A ∈ A∗
n ���	�" [[A]] ���������� )� [[b]]� ��
	 ��� ��
����� ������ �

A� 	 )� [[1]]� ��
	 A �� ������	� �������	 ��
��	��
∀A ∈ A∗

n, ∀e ∈ E ���	�" Ae ���������� �������	�

(x1 := e1) . . . (xk := ek)e,

��� (x1 := e1) . . . (xk := ek) # ��	��� ���& ��	���	���	�� �&���$	& � A�

∀A ∈ A∗
n, ∀ϕ, ψ ∈ B ���	�" ϕ

A→ ψ ���������� *����
�

ϕ ∧ [[A]] → Aψ,

������� �������� ���������	�+ ∀ ξ ∈ X•� ��� Xϕ ∪XA ∪Xψ ⊆ X ⊆ X �
��
	 ϕξ = 1 	 ξA ������
���� �� ψξA = 1�
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��� �����	
 ���

������ �����

���������	 
����	 
��� ���������	 
������
 ���� G �� �������
���� ���
�������

• ���� G ����� ���������� ������� G0 � G⊗� ���������� �������
��� � ���	�������� ��������� ��������������� ��� ���������
��� � � ���� �����
� ������ ������� �����������	 ���������
� � ⊗ ���������������

• 
������ ����� α ����� G ������������ ���
� Aα ∈ A∗
n�

• G⊗ ! �����������	 ������� G� �� 
�����
 �� ��"��	� �#���$

����% G ! � $ &���� ���������% �����	�� VG � XG ����
������% ���"
������ G � ���������"� �"��	��" � G� ��������������$ &���� ���������
���%� ��� � 
����� � G ����� ��� ���������" ������������ ���������	
atG� ���������� �������
 
�����
 	��	���	 VG� � ���
� 
������ �����
α �������� ������������ ���� atG := v� ��� v ! 
���' ����� α$ ( ������
����
 �#��� � ������ ������������ ����� ����
��%�	$

���������� � G ! )�� ��"�� ������ G� ������	 � G0� � ��������
���� ��
����
� �������������" ���"������ �#����$ * 
����� �����
i ≥ 0 ���������	 G ��	���� ������� vi )���� ����� � �����������
ξi ∈ X•

G +���������� ������� �������� � ������	 �����������	
�� ���� i,$ -��� vi = G⊗� �� ���������� G �� ���� i ����������	� �����
���������� �� ���� i ��
�������	 �

• ������ ��������%���� ����� α� 
������ ��"���� �� vi � ����������
�	�� ������� [[Aα]]

ξi = 1�

• ������ ��
����� ����������	 ξi �� ����������� ξi+1
���
= ξiAα� �

• ����"��� � 
���' ���������� ������ 
�����
 ����� ��
���
 ����
����
 vi+1 �� i+ 1!� ���� ���������	$

��� ������
�	
 ���

������ ��
������
�	� �����

��
�

����% ������ &* P $ .������� ���������	 � GP � ����������� ����
������	 �������������	 &* P � ������� �� ��������" �����$
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�� ������	
� ��
	
� �����	��
� ����
� �������	 ���� �
�

. . .v1 vn

v

��� ���

�������	
� �� v

. . .v1 vn��� ��� .

�� ������	
� ��������� ������� P � �
 ���!�� �� ��" ��#��$ ����%
&	��� ��#�� ' ��������� ������� G0

P ����� GP �

(� ������	
� 	���������
� ������
 P $ ����� �����$ ��	���� ��)
���	
� 	����������� �������� G⊗

P ����� GP $ �"#�� 
 ���%��� �
�������
 ������� �������������	
� � G⊗

P �

*� +����� �
	�����
� ������� v ,- P �����	
� �������� ./ GP $ �

• �
�� v ����	 ��� x := e $ � P 
������	 ��#�� v → v′$ 	� GP


������	 ��#�� v �x:=e
v′ $

• �
�� v ����	 ���
�
�

�
�b $ � P 
������	 �"#�� v

1→ v′ � v
0→ v′′$

	� GP 
������	 �"#�� v �[[b]]
v′ � v �[[¬b]]

v′′ �

.���������
� ./ GP ����	 #
	� ����%������ ��	�� ����������
�����%�� �������� 	�
����� �
�� v ' ������� ./ GP $ �	������ �	

G0
P � G⊗

P $ � GP ��	 ��#�� ���� v
A→ v$ � 
��
�� ��#��$ � ���!� � v �

�
 ���!� �� v$ ����	 ���

v1
A1→ v, . . . , vk

Ak→ v � v
A′

1→ v′1, . . . , v
A′

k′→ v′k′ 0(��1


��	��	
	�����$ 	� �����%�� �������� v �� GP ��������	
� � ��������

&	�� ������
 � ������ �
� ��#�� �� 0(��1 �� ��#�� ���� vi
Aij→ v′j$ ���

i ∈ {1, . . . , k}$ j ∈ {1, . . . , k′}$ � Aij
���
= NF (AiA

′
j)�

2�����	�	 ���������� &	�� �����%�� �#�������	
� 	�� �� ����
��
GP � ��

��	�����	
� ��� ./$ &��������	�
� � ����	���� 
�

�� �
)
 ������ ./� 3����� �����%�� ����	 #
	� ��������� ��
������ ����

.������� ������ ���%�

���� ����
	������� ,-� ./$ ��������
�
��������� ��
������ ������ �� ./$ ��
	�������� �� ,- 0��*1$ ����	
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���

�
�

�
�• �

{
s := 0
i := 1

}
�
�

�
�	

��

⎧⎪⎨
⎪⎩

[[i ≤ n]]
s := s+ i
i := i+ 1

⎫⎪⎬
⎪⎭

�

[[i > n]]

�
�

�
�����

��� ������	
��� 
��	����� � ���������
���

�� ����������� ������
������

����� 	
�
� �� G
 ��� �
����� ���� v0
A1→ . . .

Ak→ vk � G 	
���� start(π)
� end(π) ���	�
�
�� �
�
�� v0 � ����� vk ���� π ��������������� � 	
����
Aπ ���	�
�
�� �������� NF (A1 . . . Ak)
 ���� π �
	��
���� ������� ����
start(π) = end(π)

��������� ��� �� M �� G �
	��
���� ��	�
��� ���� ��� �
�!

���� ����
 � G "��� �� ���
 �	 ��� ��� �� ����� � M 
 #���� ���$�
����� M �������� G0 � G⊗� �� M �
	��
���� ���
�� �
	���$ $��!

������$
 ���� π � G �
	��
���� ��	�
�� ������������ M � ���� ��
������� start(π) � end(π) ���
� � M � 
 ���
����� ��� ��� π �� ���
� �
M 
 %������� ���
	
��� ��� $�������� ΠG,M ���" �
	���" ������������

M ����� � G �������


�������


����� 	
�
�� &' P � �( �����)��
���� ���
�
�$
� �����������$

Pre � �����������$ Post
 *���
 ����������� Pre
P→ Post ������ ����

• ��+������� ������ �
	���� $�������� M ��� �� GP � �����$ � �
�!

��� ��� ���� m ∈ M ���	
�
 )��$��
 ϕm ∈ B� �

� ϕG0
P
= Pre� ϕG⊗

P
= Post�

� ∀ π ∈ ΠGP ,M (ϕstart(π)
Aπ→ ϕend(π)) = 1�

• ��+������� �
	���� $�������� N ��� �� GP � )�������
����

$�������� L� �
���� ��� � �
���� ��� ���� n ∈ N ���	
�� ��!

�
����� un ∈ E(XP )� �����$ ��������� �������,
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� ���� ��� ���	
����	 
��	������ GP ������� 
�����	� 
 ���	��

���	 
	
��� �
������ 
������ n ∈ N � �	 ������� 	�����
����

ξ 
 ��	� 
	
��� ��	
���
	���� ���	
�� uξn ∈ L�

� ∀ π ∈ ΠGP ,N

(
[[Aπ]] → (ustart(π) > Aπuend(π))

)
= 1.

��� �	����������
� ��	��
� ��
���
� ��	 ���� ������
��� 
�	���

��
� M � N � L� ��	
����
�� 
 �	�
����	
�� ��	� ��	��
�� �	 �	 ��


�������	 �	���	��� ����	 ����� 
�	����
� MP � NP � LP � ��	�!	��
��

��� �	����������
� Pre
P→ Post �� 	��	
� 
��	�� ��
������	
" ����

��
������	� ���� 
������ m  ���� GP ����������� 
�	����
� M � �	

��	� 
������ �		�
����
��� ���	�	��� 
������ 
 ��!	��	� #$ P " %�

��������
 
 MP �	��� �� 
��! �&���! P � 
!	����! 
 ��� 
������� � �	�

�	���
���
 ����	� ���	� �	��� �	�
��� ϕm" '���	 ���	 	�����������

NP " ( ������
� LP 
	��	 
���� L" )�	
���� 
��! ���	
��� ��	
����
�!


 �	�
����	
�� 
��	�� ��
������	
� �
������ ����	��	�"
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����� �

���	
	���	
 ���������

�������������� � �����������


����

��� �����	
 ���
����� � ��
�������� ����

�


��� ���� �	���
 �	������ 	
��
��� ����������� � 	
����������� �� �
�	�
���
��� ��
��� � ��������� ������ ������ ��
�� �	������ 	
��
�
��� �������� ���
���� ��
��� 
��	
���
��������

�
��
���� � �	�
���
��� ��
�� 	
���������� ��
�� �	�
���
 ��
�	
���������� ���� ��������� P �	�
���
��� � �������� ���� �	
��
������� �! 	������� ��!�� ������� �	�
���
� P ∈ P 	 ���  �������
���������� ����� �� �
������� "#$ ����
!� 
 ��� �
�������% ��	��

�%� ���� P �� �

&� ∀ x ∈ X , ∀ e ∈ E : t(x) = t(e)$ ��	��% x := e �������� �	�
���
�� ��

P $ �� ���������� �� �
������ "# x := e �� �

'� ∀ b ∈ B, ∀P, P ′ ∈ P ��	���

if b then P else P ′, if b then P, while b do P ()�&*

�������� �	�
���
��� �� P $ �� ���������� �� �
������! "#

�
�

�

�
�

�
�b � �

0

1 P

P ′

�
�

�
�

�
�b � �

0

1
P �

�
	

�
�

�
�b �

1

0

P
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��������		 
� ���
���� ����� ���������	 ��������

�� ∀P1, . . . , Pk ∈ P (k ≥ 1) ���
�� {P1; . . . ;Pk} 	��	���	 �����������
��� ������������� ���
���� �� P1

� � � �. . . Pk �

������ �������� �� �� �!����"����	 ��# � ���
�� ���
��$� � #�%
����� �&��	'
� � ��
� ��������� P1, . . . , Pk ������� ��� � ����!
#
���
 (��� �

����� �#�!#
 ��
�� ��������������� � (��� ���"��
��"#� � ���	��� ��	 ��������
	 P1, . . . , Pk �� 
����������	�

∀P ∈ P ��� �����������$'�	 (���� ���������� 
���� �
�
�
�

�
�• � P �

�
�

�
�����

)� !���� �!����"��� (�� �� ���  � �
������ P �
)� �� ��#������ "�� �����������	 ��*� �
����� ���������� 	��	%

���	 ��
��
��
"��#
 ������� ���� �$!�$ ���#+
$� ��"
��
��$ �� ,�$%
�
�
�� �� �� ��������
�� � �
�� ���
����� � ����������� ������
-��	�� � ������������
 ��*� �
���
 ���������� 
�������$��	 ��#%

 � 
 ���

� �
�� ����������� ����
���.

• do P while b� 
�� P ∈ P 
 b ∈ B� (��� �������� (#�
��������
��������� {P ; while b do P}�

• for i := e1 step e2 until e3 do P � 
�� i / ���������	 �
�� ���� e1�
e2� e3 / ���� ��
	 �
�� ���� 
 P ∈ P � (��� �������� (#�
��������
���������

{i := e1; while i �= e3 do {P ; i := i+ e2}; P}.

• go to L� 
�� L / ���#� #�#�
�%�
!� ���������� ��	 ����� ����


����������
	 (��
� ��������� ���!&��
�� �����
 ����� �
���#�
%
"��#�� ����
��. ���
 P / ��������� 
 L / �
����� �� ���
�� L : P
	��	���	 ���������� �� #������ L ��������
�����	 #�# ���#���

• stop� ��������
� (��
� ��������� ��
���
� # �����*��
$ ��!����

��� ������	 
����
�� � �
��
������ ����

��

0�� ���������� � 
���
����& �
 � ��
����& 
��$� �
� ���� ��	 #� %
��� 
� �������������& ���
���� �� �#������� �1 ���������
� Pre 

���������
� Post�
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�� ��������� P1	 
��
������� y = �√x ��

{y := 0; a := 1; b := 1}

while (a ≤ x) do

⎧⎪⎨
⎪⎩

y := y + 1
a := a+ b+ 2
b := b+ 2

⎫⎪⎬
⎪⎭

Pre : x ≥ 0	 Post : (y ≥ 0) ∧ (y2 ≤ x < (y + 1)2)�

�� ��������� P2	 
��
������� ��
�����
� ���
� ���
���� ��� !
c = gcd(a, b) "���#
������$ �
��� a 
 b�

{c := a; d := b}
while (c �= d) do {if c > d then c := c− d else d := d− c}

Pre : a, b > 0	 Post : c = max{x | ∃ a′, b′ : a = xa′, b = xb′}�

%� ��������� P3	 
��
������� �� c = gcd(a, b) "���#
������$
�
��� a 
 b�

{x := a; y := b; z := 1}
while (x%2 = 0) do

{
if y%2 = 0 then (y, z) := (y/2, 2z)
x := x/2

}

while (y%2 = 0) ∨ (x �= y) do{
if (y%2 = 1) then (x, y) := (y, |x− y|)
y := y/2

}

c := xz

����&���

� 
 "���&���

� ��� P3 ' �� #�	 ��� 
 ��� P2�

��� ����� 	
��
	�
��� ��� ��
	�	���		 �
��

�
��� � ���
���

�� ��
��

(�) 
 ��� *+	 �"�,
-
)�,
� "������� 
. P ���� .����� 
 

�� "���&���/


� 
 "���&���

�� 0����� 
��
-
)�,

 "�������� P ∈ P �����
������
"���&���

� Pre ∈ B(XP ) 
 "���&���

� Post ∈ B(XP ) .�)�������� 


������
��

 &�
��#���
� Pre
P→ Post	 ��� ∀P ∈ P , ∀ϕ, ψ ∈ B(XP )

.�"
�� ϕ
P→ ψ ���.������ &�
��#���
�

∀ ξ ∈ X•
P ���
 ϕξ = 1, �� ξ

P→ ⊗ 
 ψξP = 1, �1��!


 P 
 �1��! ���.������ ����
����
&��&� *+�
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� �������� ��	�
����
� ��
� ������ ����������� ������	�
������
��� ���	��������� �������� P ������� ��	��� �� ���������� ��������
������ ���������� ���� ������ � ���������� ���� {P1; . . . ; Pk}�

����� ���	
�	���� � ��������� �����
����� ���� ϕ
P→ ψ� 
��

P ∈ P � ϕ, ψ ∈ B(XP )� ����� �	���!"�� ����

�� #�	� P = (x := e) �� � ��������� �����
����� ϕ
P→ ψ �������� �

��������	����� ���	���$�� ϕ → (x := e)ψ�

%� #�	� P = if b then P1 else P2� �� � ��������� �����
����� ϕ
P→ ψ

�������� � � ��������! �����
����� ϕ ∧ b
P1→ ψ � (ϕ ∧ ¬b) P2→ ψ�

&� #�	� P = if b then P1� �� � ��������� �����
����� ϕ
P→ ψ ����

����� � � ��������! �����
����� ϕ ∧ b
P1→ ψ � (ϕ ∧ ¬b) → ψ�

�� #�	� P = while b do P � �� � ��������� �����
����� ϕ
P→ ψ

�������� � ���������! '����	� I ∈ B ����������� ���	
�	����
��
�	�� '�����������
� ���
����� L� � ����
���� u� ����(� ���

• ��������� ���	���$�� ϕ → I� I → (u ∈ L)� (I ∧ ¬b) → ψ� �

• ��
�� � �������� �����
�����

I ∧ b ∧ (u = z)
P→ I ∧ (u < z), ���&�


�� z ) ����� ���������� ����� �� �(���� � I� b� u� P ��

*� #�	� P = {P1; . . . ;Pk}� 
�� k ≥ 2� �� � ��������� �����
�����

ϕ
P→ ψ �������� � ���������! '����	� η ∈ B� ������ ��� ��
��

� �������� �����
����� ϕ
P ′
→ η � η

Pk→ ψ� 
�� P ′ = {P1; . . . ;Pk−1}�
#�	� Pk ����� ��� x := e� �� η = (x := e)ψ�

��� ������ ����	�
���� 
�������� � �
��

�������� 	����

+������� ������ ����'���$�� ���
����� P1 �� ������ ��%� ,�����
���
����� ����� ��� {B1;B2}� 
�� B2 ��	����� $��	��� -�����	��

η
���
= (y2 ≤ x) ∧ (a = (y + 1)2) ∧ (b = 2y + 1) ∧ (b > 0) ∧ (x− a+ b ≥ 0).

.������� ��������� ���
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• Pre
B1→ η� ���� (x ≥ 0) → (y := 0)(a := 1)(b := 1)η�

• η
B2→ Post� � ����	��� 
����
���� 

��� B2 ����� ����� η� � ���

��	��� ����
��������� �����	��� L � �����	��� � �����������
�
	��� 
 � ����	��� �������
� u � �������
� x− a+ b�

�����
�� ��� ��������
��� ���� (u < z) � ��������

 
�!�
��



"#�$% ��� ������� 	����� �&�	��������	� 
�!�
��

� 

(b > 0) ∧ (x− a+ b = z) → (x− a < z).

43



����� �

���	
	���	
 ������������

��������

��� �����	
 ��
���
����� �
��
����

� �������	
 �	���	 ��
 �����������	 ���
�����	 ��
	
 ����
���
���	���� ������������ �����
���������� ���
����� ���
�� �� ���
����� ��	
�����	�� � ��
	 ���  ��� ������	����� ���!��

� ������� ��
����	
����	����� ���!��

 P1, . . . , Pk� �� ��
	
 ���������� 	" �������
(P1, . . . , Pk)� #����� X(P1,...,Pk) ��������	� ������������ ��	� �	�	
	�����
���
���� � ���������� �� ���!��

 P1, . . . , Pk�

���������� ������	����$ ���!��

� (P1, . . . , Pk) �������
�� ���
�	
 ���
	����!� ������	��� ���
���� � �	" ����	
����	����� ���!��


P1, . . . , Pk � �����	������ � �������	
 � �����	 %�&� � ���
�$ 
�
	��
'��!� ������	��� ���	
	�	�� �	���		 ����������	 ξ ∈ X•

(P1,...,Pk)
� (�
	


��	
����!���� ��� ∀ i = 1, . . . , k ���
�$ )�! ������	��� Pi ������� ��

• ���
���� � �	���	$ �	�)��	 *
���	������� '��!� ���
���� 
��
�	� ���� �����������$+� �

• 
!���	���!� �	�	��
� � �	�)���� ������� ��
	� �	���	$ �� ��	
��
��	
 )�!	� � ��
	�	��� �	���	!� ����������� � �����	������ �

	���$ ��!� �	���� �� ������
� ��� ���	�)	� �	�	��
�

����	
 � ���
�$ 
�
	�� ��	
	�� ���
���� ������	��	 �	�	��
� �	 ���
�		 �	
 � �
��$ �� ���!��

 P1, . . . , Pk�  ��� � �	������$ 
�
	�� ������
�	��� (P1, . . . , Pk) �
�� �� ���!��

 Pi ��
	���� �	���		 ����������	 ξ
�� ����	 ����������	 ξ′� �� ξ′ ����	� ����
 �	����
 ����������	
 
��
��	� ���!��

 P1, . . . , Pk�

44



����������� �	
� ����
��� �	�������� �
�
�������� �����
��	

P = (P1, . . . , Pk) �� �������� ����	� ����
���� ��
������ �	��������

���� �����
��	� ���� �	 �
���
����
�� �
�����	� ��������������

����� ��
���	� �	��������� �
�
������	� �����
�� � ��� �������

�� �	��������� ������� ���������� � �

�� ������� � � �����	�
��


����
������ ������� �	�������� � �

�� �������

!� ��� ��
����� �	�������� �����
�� ������� �� ������ ���������

�
���� �� ��������� Pi � ������ ��������� ���� ���������	 ����

������� �� ���������� 
 ������ ������� �������� ������� ������

���������� ��������� ����
����� � ���� ���������� "	 ����
���

��� �
��	� ������� ����� �
���
����
�� �
� ��������	�� ����

• �� ��� ���� ���
 �	�������� ��������� ����
����� � ���� ���

�������� �� �
���
������ ����� ����
�� ��� ���������
 Pi
���
���� � ��� ���������� � ������� ��
 �
�����
�� � ������

�
�
�
 �	�������� ����� ��������� �

• �
� ������ �	�������� ����� �������� �
���
������ ���������

���������	 Pi ��������� �����������

#� $� ����� ��
������ �	�������� P ������
���� ������������� �	�

�������� �������	� ��������� ������%���� � �
��	� ���������

�
� Pi� Pj ���� �����
��	� &���� �������
�
��� ��� ��� ��
�����

�	�������� P ����� �	��������� ������������ ��
� �
��� �
�	

��������� �����	� �����������'� �����'%��� ������'( ���� � ���

��� �� ���� �������� ������������ ��������� ��
����� ���������

����������� �� ��
 ��������
� �� ������ � ������ �� ���� ���������

�������� ������� ��� ���� �
�
 ��������� �����������'%
� �)���

�������
����� �	
� ������'� �	��������� ������������� �� ��
�

����� ��������	� �����
��	 ��������� �
� ��� �
� ����  	 �
��

�	� �������� ����������� �� ������������� 
 �� �������� *
���

� �
���� ��� 
�
���
 ���������� ������� �
������ � �
�
������

��� �����
��	 �����  �� ���
������� � %����� �������
�
���

��� �	�������� ���� �����
��	 ���������� � ������������ � �
�


�� ������'� ���� �������� � ���������
�� �� �����	� ������� ��


�
�
������
� �����
��
� ������
 �� �	�����'��� �������������

+������ �
��� �����'%�� ������� $ �

�� ������ �������� ������

������ �
�
�������� �����
��	 ����'��� ��������
����������� ����

����
��	� ��������� ,���
��� ����������' ������� �	�������� �-�

�
��	� ��������
��������� �	�����'��� ���
��	���� ���� ���� � �����

���	� ������ ���������
 Pi �
�
�������� �����
��	 (P1, . . . , Pk) �
�
�
�
 �	������� �������� A = a1 . . . an� �� ���������
 �
�
� ����
.�� ���
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����� ��������	
 ���
	 a1 . . . aj (j < n) ���������
������
	 ������
���
��� ����
�	� A ���	����	
 ��	��
������ ��
	����
	 ��������
� Pi 	
�������� ��������	
 ������ ��������
� �
�� ������������ ����������
��
 
��� �
��� �������
 ��������� ����	������ 	����� 
���� ���
���
��������	
� ����� 	���������
� ����	������ ����������� �����
��
 ����!���� ���	� 	 
���"� #�	���	� ������ �����
� �� ����	
 � ��$� ���
����% �� ��	
���� �
� ��	 �������� ��������		 ��������� (P1, . . . , Pk)
��	�����
 ��$� �	��	��	�� ������������ ��������	
 ���������
����
���
�� ������
����� ����
�	� ����&���
�
� �� �� �
���
�� ��� 	�����
����	������ �����
 �	��	��	���

'���� �����	
�� �
� �����������
 ��������� P = (P1, . . . , Pk) ���
�����	
�� � ��
������ ����
�����	� ξ ∈ X•

P � ���	 � �����
 �����
�� ��������	
 P ������	� ������ ���������� x ∈ XP ����� xξ� 	 ∀ i =
1, . . . , k atξPi

= P 0
i � (��	�� ξ

P→ ⊗ ���������
 �
�������	�% ���	 P ���
����
�
�
 � ��������� �����	���	�� ξ� 
� � ����
���� �����
 ������	

���)�� �����	���	� ξ′ ������
���
�
 �����	& ∀ i = 1, . . . , k atξ

′
Pi

= ⊗�
'���� ��������
� 
���� �����	���	� ξ′ ���	��& ξP �

��� �����	�
���� � 
���	�
���� ����������

��� ��������

*�� 	 ��
 ���������
������ ��������� ����	!	���	
 ������������
��������� ���� ������ � �	�� ���������	
 	 ���
�����	
� (����� ���	�
!	���		 ������������ ��������� P = (P1, . . . , Pk) �
���	
����� �����
�����	
 Pre ∈ B(XP ) 	 ���
�����	
 Post ∈ B(XP ) ����&���
�
 � �����

�����		 �
�������	
 Pre
P→ Post� ��
���� 	���
 �	�

∀ ξ ∈ X•
P ���	 Preξ = 1, 
� ξ

P→ ⊗ 	 PostξP = 1.  +�,"

�	
�� ��������
�� ���������	
 Pre
P→ Post ��
 ������������

��������� P ����&���
�
 � ���
����		 !������ I ∈ B(XP )  �����
������ ��������
�� ��������� P "� !���	��������� ������
�� L� 	
�������	
 u ∈ E(XP )� 
��	�� �
� ��������� �����&)	� 	���	���		%

•
( k∧
i=1

(atPi
= P 0

i )
)
∧ Pre → I�

( k∧
i=1

(atPi
= P⊗

i )
)
∧ I → Post�

• I → (u ∈ L)� I ∧ [[Aα]] → (AαI ∧ (u > Aαu))�
��� α - ���	�������� ����� ��������	�� 	� ./ P1, . . . , Pk�
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• I ∧
(
(v1, . . . , vk) �= (P⊗

1 , . . . , P⊗
k )

)
→ ∨

α∈〈v1,...,vk〉
[[Aα]]� ��� vi ∈ VPi

(i =

1, . . . , k)� � 〈v1 . . . vk〉 � ��	
���
	 
��� ����� � �����	� 
 	��	� ��

����� v1, . . . , vk�

��� ������	 
����
������ � ����
������

����������	� ��������

����� ����	
���� 
�������
�

��	������ P = (P1, P2) ������������� ��� 
��������� n = k!� ��� k �

�	��	� ��������� ��	������ P1 � P2 ����� ��������� 
���

P1 = •
�
�

�
�	

��

⎧⎪⎨
⎪⎩

[[i ≤ j]]
n := ni
i := i+ 1

⎫⎪⎬
⎪⎭

�

[[j > i]]

�
�

�
�����

P2 = •
�
�

�
�	

��

⎧⎪⎨
⎪⎩

[[i ≤ j]]
n := nj
j := j − 1

⎫⎪⎬
⎪⎭

�

[[j > i]]

�
�

�
�����

 ��!�"�#�!���

{
Pre = (n = 1) ∧ (i = 1) ∧ (j = k),
Post = (n = k!).

$�� 
���"�#�!�� �	
�	 ���	�%�	
��% ��������� I, L, u�

I =

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
i ≤ j + 1
n = (i− 1)!k!

j!

(atP1 = P⊗
1 ) ∨ (atP2 = P⊗

2 ) → (i > j)

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦�

L = N�
u = j + 1− i+ (atP1 = P 0

1 ) + (atP2 = P 0
2 )�

&'������� 
���
���� atPk
= P 0

k (k = 1, 2) ���������
����� 
 
���
�(
��� u #�# �������%��� ����� ) � *�+

����� �������� 	�������� ����� ������������ ���


��

��	������ P = (P1, P2) ������������� ��� ������ �������� �����
�
a1..n 
 �		�
����
����� #	��	����� �����
� b1..n� ,	��	����� �����
� b
���	������ ��	������ P1� � #	��	����� �����
� a ���	������ ��	����(
�� P2� ���� 
��	������ �����
�� 
��� bi := ai ��
	��	
�	� $�� �������
�#�����	� 
��� ������ ���	�%������
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• ������ c0..s−1� ���	
��
� ���������� P1 � P2� �� ������	�����	��
��� �
��� ����
 P1 � P2� � ��� �������	�� ��������� ��	��
�
������
 ���������� P1� �� ���� �� ���
���
 ���������� P2� �

• ���	
��
� ����� ���������� P1 � P2 ��������
� l � u� ��������
���� �������� � ������	�� {0, . . . , s − 1}� �������� ����
� �����
����
� ���������	 �����	� ������� c� ������
� �	��������
��
�� ���� ��� �� ���	������
� ��������� ����� �� � l � u �
������
�	�� �� ���
�� s� �
 �
��� ��������	� �� �������� +

s
� −

s
!

"�������
 P1 � P2 ����	 ����
���� ����

P1 =

•
�
�

�
�	

��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[[
i ≤ n
u+

s
1 �= l

]]

cu := ai
i := i+ 1
u := u+

s
1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�

[[i > n]]

�
�

�
�����

P2 =

•
�
�

�
�	

��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[[
j ≤ n
l �= u

]]

bj := ml

j := j + 1
l := l+

s
1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�

[[j > n]]

�
�

�
�����

#�� ����� ���

Pre = (i = j = 1) ∧ (u = l = 0) ∧ (n ≥ 1) ∧ (s ≥ 1),

Post =
n∧
i=1

(bi = ai).

$�� �������� �� ����� ����������	� ����
���� I, L, u�

I =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
(i ≤ n+ 1) ∧ (j ≤ n+ 1)
a1..i−1 = b1..j−1cl..u−

s
1

(atP1 = P⊗
1 ) → (i = n+ 1)

(atP2 = P⊗
2 ) → (j = n+ 1)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦�

L = N� u = (n+ 1− i) + (n+ 1− j) + (atP1 = P 0
1 ) + (atP2 = P 0

2 )!
%����� a1..i−1 = b1..j−1cl..u−

s
1 �������	�� ����
���� �������� ����

i > 1� j > 1� l �= u� 	� ���	� a1..i−1 ������� a �����	�� �����	��� ���
���	� b1..j−1 ������� b � ���	� cl..u−

s
1 ������� c &��� '	��� ���� 0 < u < l�

	� cl..u−
s
1

���
= cl..s−1c0..u−1(� � � ��	����
� ��
���� 
�������� �
)� ������

	��� ���������	�� ��	��	����
� �������!

����� ��������	
�� �
����
���

"�������� P = (P0, P1, . . . , Pn) ������������� ��� ���	������ �������
a1..n� ���
��	�	 �����
���	�� � ������ b1..n!
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��� �����	
�� 
�

�� ���
�� �����

��� ���

��	� ������ ������	�
�� ���	������ ������� �� n �����
	�� 
� ��
����������
�� ����
� ����

� O(n log2 n)� ��
��� � 	�� ������� ����� ����� ���	��
� �����������
��� ���	������ ������� �� n �����
	�� ���!�� n� �����

��� ���

��	!
����
�� �	�� ������ ��
�	 ��	! ��
�
�
� �� O(n) �� ���	 �����

��
�	� ��������!
�� ����	� �����������" #�
� �������	�� ��������!
��
���������� ��	���� ��

� �����
�	! 
� n + 1$���������
�� ����
��
������� ��� �	�� �����

�� ���� ��
�
�
�� �����

��� ���

��	�"

%�������	��!
�� �������& c1..n � ��������� ������ r1..n 'ri = 1 ⇔
�����
�
	� ci 
� �
������������
� ��� �
� ������	�
�("

)�������� P0 � Pi (i = 1, . . . , n) ����	 ������*�� ���&

P0 : �
�

�
�• �

j := 1 �
�

�
�	

��
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

[[(r1 = 1) ∧ (j ≤ n)]]
c1 := aj
r1 := 0
j := j + 1

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

�

[[j > n]]

�
�

�
�����

Pi :

�
�

�
�• �

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

[[ri = 0]]
bi := ci
ri := 1
ki := 1

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭�

�
�
�	

��

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[[(ki ≤ n− i) ∧ (ri = 0) ∧ (ri+1 = 1)]]
bi := min(bi, ci)
ci+1 := max(bi, ci)
ri := 1
ri+1 := 0
ki := ki + 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�

[[ki > n− i]]

�
�

�
�����

+����,������&

{
Pre = (r1 = 1) ∧ . . . ∧ (rn = 1),
Post = perm(a, b) ∧ ord(b).

-�� ����,������ ��

� �����!����	! ������*�� �
�����
	&

I =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

n∨
j=1

(
ord(b1..j) ∧

n∧
i=j+1

(ki = 0)
)

n−1∧
j=1

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
(rj+1 = 0) → (bj ≤ cj+1)[[
kj = n− j + 1
rj = rj+1 = 1

]]
→ (kj+1 = n− j)

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
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����� �

����	
�
�
��

 �	��	���


��� �����	
 ��
��
�
�
���� ���������

����������		
� ��
���


� ���� ���������	 �
���
 (P1, . . . , Pk)�

��
�������� 
������� 	��	���	 
������� � 
�������� ���������� ���
�	��� ��
����� � ��������� �

���	�� ����� �
�����	���	 ����
������� 
��	��� 
���������� ������ � ������������ ��������� ���
�

������ ����� 
��������	�� ����� ��
�� � 
�����	

• ���� 	��	���	 
����������� ���� � �� A∗
n�

• ���� 
��!�����	 �����
�� � 
�
!������ 
����������� ���� �� A∗
n

������ ����� ��� ������� ���

� ��
� " #�� ��
�� ���� P?x� � 
������ P " ��	 
�
��������
��$ � x ∈ X � �

� ���
� " #�� ��
�� ���� P !e� � 
������ P " ��	 
�
��������
��$ � e ∈ E �


����� ���� ��� ����� � ���
� ����� �� ���� 
����� ���������
%
����� ��������� ���� ��� 
� 
�����
� !�����	&�

'��� (� ����� ��� (P1, . . . , Pk)� �� �!��� 
���
������ � ���

• ��	 
������ �� ��$ Pi � #��� (� 
����� ���� � ������ �)��	���
� Pi� ����� ��� Pj?x ��� Pj!e� ��� Pj " 
�
������� ��!��� ��$�
�)��	��� � #�! (��

• ���� Pi � Pj " ��������� ��$� �)��	��� � #�! (�� �� ���������
XPi

� XPj

��������)� �)��	��) � #�� ��$� �� 
�����
����	�
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� ������ ��	�� 

� ��
�� �������������� ������ ���� P?(x1, . . . , xk)�
���������� ��� ������������������ �������� ����

P?u x1 := pr1(u) . . . xk := prk(u)


�� u � ����� ���������� ����� �� �������� ������ ����� �� �����!��"
������ ��������# ���� (t(x1), . . . t(xk))� � $���%�� pr1� . . .� prk ��!����"
&� ���������� �����'��� ����&����� ��
�������� (��� $���%���

������ ���������	 )
 P = (P1, . . . , Pk) ������������ �����
�!"

�� ������& ���������� ������������ ���
������ � ��'��� ������
���������� )
 P ���������� ������� ����!������ ξ ∈ X•

P � 
�� XP �
������������ ���� ����������� �������� � P � � � (��� ������

• ��	� ��� 

� P1, . . . , Pk ��������� � ��������� �'�������

• ��	� ���������� ������� � ����� �� 

� Pi �� P �� �
� ��������
��	��� ���!�� ����� (��
� ��	�� �� �����'�� ����� ��� �������

• ��	� ������������ ���������� �������� � ���� Pi, Pj �����!���


�� �������� � P � ���!�� ����� Ai � Aj ������� ��	�� � Pi �
Pj� �� ������� ���������� (�� ��������� �����������&� ������&*


 Ai � Aj ���&� ��� biA
′
i(Pj?x)A

′′
i � bjA

′
j(Pi!e)A

′′
j ���������������


�� bi, bj ∈ B� t(x) = t(e)�


 ������� ����!������ ξ ������������� ������& (bi ∧ bj)
ξ = 1�

� ����� ���������� (��� ���� ��������� ������� ����!������ ξ

���������� �� ����� ������� ����!������ ξ′ ���= ξA′
iA

′
j(x := e)A′′

iA
′′
j �

���������� ������ ���� ��������� ��'�� �������� ��� �������"
��& ������!� ���	����� e �� ���%���� Pj ���%���� Pi�

+�� � ��� ������������ ���
����� ��� )
 ��������&���

• ������� ���������� � ��!������ ����!�������� �

• �����'������ �	����!����� �������� ���� ξ
P→ ⊗ � Pre

P→ Post�

,���� �� ���������� �������� ���	��� ����������� �������!�����
��$�������� �������� ���	���� ���������� ($$�������� ��
�������
����$���%�� )
 ���������� �� ������ ������ �����������#�

51



��� �����	��	
 � ������	��	
 
����	�
���
�


��	�
��	
 � �
�
���
� �		��
���

���������	 
��� ��
����� 
��������� �� �����������
��� ��������

��� 
�������	��
�� ����� ����������� 

������� 
 ��� ��� ��� �����

�������	��
�� �����
�� � ��������� ��� ����� ���������
�!��� ���
���������� ���������� �����"� �����

#����� � ���
������ 
�������	��
��� ��������
 ������
��� �����
	���������� 
�������	��
��� ��� ������� �����
�� ��� ����� �����
��������� � ��������� ���"� ��� ����� ���"�� ��������� $ ��� �
� ���%
��
 ����� ��� ����� 
�������	��
��

• �������$�����
����& �������� �
�� ��� ����� 
 ����� �
��� ���%
�� ����������� ����� ������	 ������!��� ��� ������ �� �� ����& �
����  ���� �� ��� ��� ����� �������� ��� ���������� ��� ������"�
��� ��������������

• �
������ ��� ����� �� ������ �� �����
����� � ���������! ��%
��� ����&�� �������������
����� 
����� �

• �������$���������& �� ����� �������
��� ��� ����� �� �������
���� ��� ��� ������� '���� 
 ������ ���������� ������&�� �����%
��
��
 ��� ����	� �� ���������& �� ����� ���
�� �� ��
(� � ����

 ������ ��� ��� ������ �� �������$���������& ����
���� 
 �����%
���� ���������

)���
�����! �������� ��� ����	 ���"�� ���������
�!� ���  ����
� ��	 
�� 
�������	��
�� ��������
� �� ���
����! � ���
�����	 ����%
����	� �� 
 ��	��
����&����� ���� � ����� ��� ����*

• ����
������ 
�������	��
�� ��������
 ����� ��������
��& �� ��%
��
� ���
�����"� 
�������	��
���

• 
 �� 
���� ��� ��������
���� ���
�����"� 
�������	��
�� �� ��%
��
� ����
�����"� 
�������	��
�� ��
��������

+�� ��"�� ��� � 
������& ����
�����	 ��
����� �������� ��� ��%
��	 �� �������� P1 �������� P2 � �����&��
����� ��
������ ���
���%
��"� ��������� ��� 
����� �������
��& ����� �������� ��� ����	 ���%
�� ����� ���������� 
 
��� ��� ����"� �������� Channel� � �������
�������� P1 � P2 
�������	��
�!� ���
������ , ������	��� ������
Channel ����� �������
��& 
 
��� �����&��"�  �-��� ���� ./.0 '.1234
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����� � ��	
� �������
 � ������� P1 �������� ���������
 � �� ������ 
!� P2 ��������� ���������
 � ����"���#�� � $��� ����% ��������� ��
����&��� � ��'����&� �����%(��� ����)��* +� � ��)� �%",��� ����%
����)�,� ��������� ���)����%��� ����� �%�-�"& ����"����.����"&
���)"
 � ������� ������%����� ��������� ��!"� ��)���!��(�� �����
������ ���������������
 � ��)�%( $��!� ����%� )�%-�� ",������( ���
$�� ��������* +�������
 � ����%� ��!"� �����'�)��(

• ����-���� ������%����' ���������
 �%� �' ������


• ����"����)�,���� ��������� /P1 ��-�� ���%��( P2 ���,�%� ���� 
����� m
 � ����� )�"!�� ��������� m′
 � ��%",���%( ��-�� ��%" 
,��( �' � �������� ����)�� � ���,�%� m′
 � ����� � m
 �

• )"�%�������� ������%����' ���������
 $�� �����-�� ��!)�
 ��!)�

� ���.��� P1 ����%��� ���.���" P2 ��������� m


� ���%����� ��������� m )��!����� �� P1 � P2 �� �%�-���"
���#�"�"
 � ���������� � ��������� �����-"��,��� ��,�� /�� 
������
 ������
 �� ������� '����%��( ��������� m � ���.����
)�������
 �����%�� ��)�%!� ���%&,������


� �� ����,���� ��������!� �����"�� �-�)���� ��)����-)����
�� "���#��� )������� ��������� m ���.��� P1 ��������� �� 
#����
 ,�� ��������� m �����%� � ����%�
 � ����%��� $��
��������� ��������


� ����� ��'�)��� ��������� m ��'�)�� �� ��� �����-"��,���
��,��
 � ������� ��� ������%�
 ���%� ,�!� ��� ����"����"�� �
����%� "-� � )�"' $�����%���' � � ��)� ��'�)��!� ���������

� � ��)� �������� ���%����!� )"�%�����*

0��!)� )%� ���%��� ��%�,��������' ������� ���%����"���' 12 �
��)�%� ����%� ��-�� ",������( ���%�,��� ��%�,��������� '�������� 
����� $��!� ����%� /��������
 �������%(��� ,��%� ���������
 �������
��!"� �)���������� ��)��-��(�� � $��� ����%�
 ����������� �����( �� 
�������
 ����-����
 ��)��-��
 � �*�*�*

��� ������	 �
����
�����	� �����
��

3 $��� ����!��4� �����)���� ������� 12 � �' ���.�4���.��* 5����� 
%& ���)%�!����� ����������%(�� ����������( ����) ����4���.�� 12
 �
��������( �!� )%� ����4���.�� ��%�-����' ��-� 12*
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����� �����	
���
 �
�
�������� ���	
���

� ���� ���	�
 ����
��
��� �� P = (P0, . . . , Pn−1)� ��
 ∀ i = 0, . . . , n − 1
����
���� XPi

���
���� �
�
�
���� xi� � ������ P ��	����
��� � ����
����
 ����
 
� ���
��
��� ∀ i = 0, . . . , n−1 � �
�
�
���� xi ���
������ 
�� ����
��
� 	�����
 ���
������ �� �
����
��� P � �
�
�
���� xi+1

!��
��"�� ��� ���
	���� ��������������� �� ������ n#$
∀ i = 0, . . . , n− 1 ��% Pi ��

� ��
���&�� ���'

�
�

�
�• �Pi−1 ! xi

�
�

�
�

��

Pi+1 ? yiPi+1 ? yi

xi := yiPi−1 ! xi
�
�

�
�

�
�

�
�

� �
�
�

�
�����

� �������� ��
"�(�	�"�� �� P �
 ���
� ����� ����� ���

 �
�
)
�
��

 z0, . . . , zn−1 !�$
$ ����

 �
�
�
��

 �*���� ��� 	� � ��
"�(�	�)
"��#$ %�
"�(�	�"�� P ��

� ���

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Pre = (n ≥ 2) ∧
( n−1∧
i=0

(xi = zi)
)
,

Post =
n−1∧
i=0

(xi = zi+1).

����� �����
�
�
���
 ��	���
��
 ���������

� ��
���&
� ����
�
 ����
��
��� �� P = (P0, P1, . . . , Pn)� ��


• XP0 ���
���� �
�
�
���� x0�

• ∀ i = 1, . . . , n XPi
���
���� �
�
�
���� xi� ����
��
 	������ �


���
��
��� �� ��
�� �
����
��� P � � ��	�
 �
�
�
���� ki� ����
�
����
��� ��
* �
�
�
��
* k1, . . . , kn ����
 ����� n� �

• ������ P ��	����
��� � ���� ����
 ����
 
� ���
��
��� � �
�
)
�
���� x0 ���
������ ����
��
 max

i=1...n
xi$

��% P0 ��

� ��
 �
����
 + ����� ��� !�# � �
������ ��� !⊗#� �
∀ i = 1, . . . , n P0 ���
���� �
��� �� � � ⊗ � �
�	�� Pi?x0$
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∀ i = 1, . . . , n ��� Pi ���� ����� 	
� 
����
� � 
�����
�� ��� �
�����
���
�� �⊗�� � ������������ ������������ 	�������� 

�
�

�
�• 	

��

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

[[li �= ki]]
Pj?(zi,mi)
yi := max(yi, zi)
li := li +mi

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

��

{
[[li = ki]]
P0!yi

}
Pj!(yi, li)

�
�

�
�����


 ������ ��!��������� ���	��"�� ����
���
��#

• ������� �� � 
 � ���������� n−1 ������ ���	�� �� ������� �����
������ !��������� �� 
�����
�

� ��	�� � $�� ������� �����
����
� j 
� ��
����
�� �
���
�� �� {1, . . . , n} \ {i}�

• ������� �� � 
 ⊗ � ����� Pj!(yi, li) ���� ���������� n − 1 ������
����� ������� �!��	������� �
������
�� �������%

�!�&�'���&�� (� P #

⎧⎪⎨
⎪⎩

Pre = (n ≥ 2) ∧
n∧
i=1

(
(yi = xi) ∧ (li = 1) ∧ (ki = n)

)
,

Post = (x0 = max
i=1...n

xi).

����� �����	
� �

���

)���� !����� (� ����� 
�	 P = (P0, . . . , Pn−1)� �	� ∀ i = 0, . . . , n − 1
�
�����
� XPi

��	����� !�����

�� xi � ri� !����� �
���
�� !�����
*

�� x0, . . . , xn−1 ������
� � 
� ����
����� 
 !��&���� 
�!��
�
�� P � �
��	��� P ����������� 
 ���� ����� !���� �+ ��
����
��

∀ i = 0, . . . , n− 1 ri =

⎧⎨
⎩

1, ���� xi = max
j=0..n−1

xj,

0, �
���%

,� 
�����	� ��
�� ���	� !��&������ P0, . . . , Pn−1 
����	�
����� ��*
��
���
��# ∀ i = 0, . . . , n− 1 Pi ����� !������� ����"�
�� ������ ��
Pi−1 � !������� ����"�
�� ������ Pi+1� �	� �!���&�� 
�	 �
	������
!��&����
 ���������
����� !� ��	��� n%
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∀ i = 0, . . . , n− 1 ��� Pi ����� ���	
���
 ��	�

{
[[xi < yi]]
Pi+1 ! yi

}

�
�

�
�•

�

Pi+1 ! xi

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

⎧⎪⎨
⎪⎩

[[xi = yi]]
ri := 1
Pi+1 ! ∗

⎫⎪⎬
⎪⎭

��











�

���
��

�

�

�
�

Pi−1?yi

[[xi > yi]]

[[yi �= ∗]]

[[yi = ∗]] [[ri = 1]]

{
[[ri = 0]]
Pi+1 ! ∗

}
�
�

�
�����

� Pi �������
���� ��������������� ���������� yi� �	� t(xi) = t(yi)�
� ���	����������� ��� Dt(xi) ��	����� ��	������� �������� ∗� �������

���������� �� ���� �������
� ������� ���
� ��������� x0, . . . , xn−1 

���!�"���!�� #� P �

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Pre = (n ≥ 2) ∧
n−1∧
i=0

(
(ri = 0) ∧ (xi �= ∗) ∧ (

∧
j 	=i

(xj �= xi))
)
,

Post =
n−1∨
i=0

(
(ri = 1) ∧ (

∧
j 	=i

(rj = 0) ∧ (xj < xi))
)
.

56



����� �

�����	

��� �������	
����� 
����� 
��
������� 	 ���� ����� ����
��� ��������

����� ��������� �������	
���� 	 	��� �� �
� 	 ����������� ������

 �
� ��� ������
��� ���������� 	 !��� ���������� �� "��
�� �	��� ��

�� �� "��
����� ��	�� ���� � ��������� 
������ ���	����� �����
���

��������� ����	����	"�#�� ����� � ��� $� ���%�����%���  �
� ������


��� �	� �
 �

������� ��$� �������� �	
����� ���
�
�%��� 	 	���

�� � 	 ����������� ����� ������ � ���� $� �
�������� ��� ���	������

	 ����� � ��� $� �"�����

��� ������ 	
� ��

����

����� �����	
�
��
 �	
� ���
�

Pre : y ≥ 0, Post : z = xy.

&�

�
�

�
�• � z := 0

i := y
��
�
�

�
�i > 0 �

�
0

1 z := z + x
i := i− 1

�
�

�
�����

{z := 0; i := y}
while i > 0 do {z := z + x; i := i− 1}

'�
{z := 0; i := x; j := y}
while j �= 0 do

{
if j%2 = 1 then z := z + i

else {i := 2i; j := j/2}

}
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����� ����	
	��	 � 
�	�	��

Pre : y ≥ 0, Post : z = xy.

��

�
�

�
�• � z := 1

i := y
��
�
�

�
�i > 0 �

�
0

1 i := i− 1
z := zx

�
�

�
�����

{z := 1; i := y}
while i > 0 do {i := i− 1; z := xz}

��

{ z := 1; i := x; j := y }
while j �= 0 do

{
if j%2 = 1 then {j := j − 1; z := iz}

else {i := i2; j := j/2}

}

����� ����	�	��	 ���
������� �����

Pre : x ≥ 0, Post : z = �
√
x �.

��

�
�

�
�• � z := 0 ��

�
�

�
�(z + 1)2 ≤ x �

�
0

1
z := z + 1

�
�

�
�����

z := 0
while (z + 1)2 ≤ x do z := z + 1

��

{i := 1; j := 1; a := 0; b := 0; z := 0}
while j ≤ x do {i := 2i; j := 4j}
while i > 1 do

{
{i := i/2; j := j/4; b := b/2; c := a+ b+ j}
if c ≤ x then {a := c; b := b+ 2j; z := z + i}

}
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����� ����	
	��	 �
�������

Pre : x ≥ 1, a ≥ 2, Post : z = �loga x�.

�
�

�
�• � z := 0

y := a
��
�
�

�
�y ≤ x �

�
0

1 z := z + 1
y := ay

�
�

�
�����

{z := 0; y := a}
while y �= x do {z := z + 1; y := ay}

��������� 	
�����
 ��������	�� ������������ az ≤ x < az+1�

����� ��
���	��	 
����
�
 � 
������ 
� �	�	��� �	�

��� 
��	�

Pre : (a ≥ 0) ∧ (b > 0), Post : (a = bq + r) ∧ (0 ≤ r < b).

��
{r := a; q := 0}
while b ≤ r do {r := r − b; q := q + 1}

��
{r := a; q := 0; i := b}
while i ≤ r do i := 2i

while i �= b do

⎧⎪⎨
⎪⎩

q := 2q
i := i/2
if i ≤ r then {r := r − i; q := q + 1}

⎫⎪⎬
⎪⎭

��

�
�

�
�• �

q := 0
r := 0
i := a

��
�
�

�
�i = 0 �

�
1

0 q := (r + 1 = b)?q + 1 : q
r := (r + 1 = b)?0 : r + 1
i := i− 1�

�
�
�����
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�� ����������	 �
���
���	 �
�
��	 �
��� ���
��

�
�

�
�•

�

�

r := a
q := 0
i := 1
j := b

�
�

�
�r ≤ j

i := 2i
j := 2j

� 0�

�0

1

�
�

�
�r ≥ j

�
�

�
�i = 1� �

1
0

� i := i/2
j := j/2

q := q + i
r := r − j

�

�1

��
�

�
�����

{r := a; q := 0; i := 1; j := b}
while r > j do {i := 2i; j := 2j}
do

{
if r ≥ j then {q := q + i; r := r − j}
if i �= 1 then {i := i/2; j := j/2}

}
while i �= 1

����� ����	
���
 	���
 ��
���
�

Pre : (a > 0) ∧ (b > 0), Post : d = gcd(a, b),

��
 d = gcd(a, b) � ������
���	 
����� �������

d = max{x | ∃ a′, b′ : a = xa′, b = xb′}

�gcd � ������
��
 �� �� !" #" $%&&%' ()*)#%���

+�

•
B

�
�

�
�• � i := a

j := b
�

� �1 0

�

�

�
�

�
�i = j

�
�

�
�i > j�

�
1

0

j := j − ii := i− j

d := i �
�
�

�
�����

{i := a; j := b}
while i �= j do { if i > j then i := i− j else j := j − i }
d := i

,��
���
- ϕB =

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
(a > 0) ∧ (b > 0)
(i > 0) ∧ (j > 0)
gcd(i, j) = gcd(a, b)

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦. uB = max(y1, y2)�
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��
{i := a; j := b}
while i �= j do

{
while i > j do i := i− j
while j > i do j := j − i

}

d := i

�������	
 ��
 �������	������ ���	���	����� � ���	���	 ������
��������� ����	���� L ����� ��
�� ����	���� N �����������
���	�� � � ���	���	 u � �����	��	 i+ j  ��
 ��	� ��	� !�����"�

#�

�
�

�
�• � i := a

j := b

�
�

�
�i > j�

�

�

i ⇀↽ j

��

1

0
�
�

�
�i = 0 �

�
1

0
(i, j) := (j%i, i)

d := j �
�
�

�
�����

{i := a; j := b}
if (i > j) then i ⇀↽ j
while (i �= 0) do (i, j) := (j%i, i)
d := j

$�

�
�

�
�• � i := a

j := b
k := 1

i := i/2

�
�

�
�j%2 = 0

�
�

�
�i%2 = 0

j := j/2
k := 2k

• •
B

C

1
0

	

	

� 1�

�

�

�

1

0

0
�
�

�
�j%2 = 0

�
�

�
�i = j�

�

�

1
� d := ik

j := j/2 (i, j) := (j, |i− j|)
�

	

0
��

�
�
�����

{i := a; j := b; k := 1}
while i%2 = 0 do

{
if j%2 = 0 then {j := j/2; k := 2k}
i := i/2

}

while (j%2 = 0) ∨ (i �= j) do

{
if j%2 = 1 then (i, j) := (j, |i− j|)
j := j/2

}

d := ik
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��������� 	
� 	�����
�
��
�� �����������
� ������
��
� �
�	���
��� ��������
��

ϕB =

⎡
⎢⎣
⎡
⎢⎣
(a > 0) ∧ (b > 0)
(i > 0) ∧ (j > 0)
gcd(i, j)k = gcd(a, b)

⎤
⎥⎦
⎤
⎥⎦ , ϕC = ϕB ∧ (i%2 = 1),

� ����	�
�
� uB � uC �
�	����� �������� uB
���
= i� uC

���
= i+ 2j�

����� �����	
���
�� 

��������� ������ ����	���

��
��
�� ������

Pre : (a > 0) ∧ (b > 0), Post : (d = gcd(a, b)) ∧ (d = ua+ vb).�
�

�
�•

�

	

�

�

i := a
j := b

�
�

�
�i > j

�

�1

0

u := 1
v := 0
p := 0
q := 1

�

i ⇀↽ j
u := 0
v := 1
p := 1
q := 0

�
t := j/i
(i, j) := (j%i, i)

�
�

�
�i = 0 �

�

�
0

1

(u, p) := (p− tu, u)
(v, q) := (q − tv, v)

d := j
�
�

�
�����

����� �
�������� ����� ����	��� � 

���
���� ���

��� ��
	
��

Pre : (a > 0) ∧ (b > 0), Post : (d = gcd(a, b)) ∧ (m = scm(a, b)),

�	� m = scm(a, b) � ����������� ������ �����
�

m = min{x ≥ 0 | ∃ a′, b′ : x = aa′ = bb′}

 scm � ���������� �
 !"#$$%!& '(""() "*$&+,$%-�

{i := a; j := b; p := 0; q := b}
while i �= j do

{
while i > j do (i, p) := (i− j, p+ q)
while j > i do (j, q) := (j − i, p+ q)

}

{d := i; m := p+ q}
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����� ����	�
���
� ������� ���������

� ��������	
 ���� 
� ��� ���������� ����� ��� ����� �� ����������

�������� ��
����������� ������

Pre : (a < b) ∧ (f ∈ C[a, b]) ∧ (f(a) ≤ 0) ∧ (f(b) ≥ 0) ∧ (ε > 0),
Post : ∃y ∈ [a, b] : |x− y| < ε, f(y) = 0.

�
�

�
�• � c := a

d := b
� x := c+d

2
�

� �1 0

�

�

�
�

�
�x− c > ε

�
�

�
�f(x) < 0�

�
0

1

d := xc := x

�
�

�
�����

{c := a; d := b}
while d− c > 2ε do

{
x := (c+ d)/2
if f(x) < 0 then c := x else d := x

}

x := (c+ d)/2

������ ��
����� �� ��
��
��

Pre : x ≥ 2,

Post : r =

{
1, ���� x � ��	��	�� ���� ∀ i = 2, . . . , x− 1 x%i �= 0�
0, ���� x �� �������� ��	���� ����	��

�
�

�
�• � i := 2

r := 0
�

�

1

0�
�
�

�
�i < x

�
�

�
�x%i = 0�

�

�

0

1
i := i+ 1

r := 1 �
�
�

�
�����

{i := 2; r := 1}
while (i < x) ∧ (r = 1) do

{
if x%i = 0 then r := 0

else i := i+ 1

}
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������ ������	
� ��
����� 
� ���
� �����������

����� ����� �	
��	�
�� ������������ ���� ��� �	��� ����� ����� ���
��
���� ��	������� ����� 6 = 1 + 2 + 3 � �������������

Pre : x > 2, Post : r =

⎧⎨
⎩

1, ���� x
∑

1≤d<x,d|x
d�

0, ��	���

�
�

�
�• � �

i := x
j := x
k := x

i := i− 1

j := x

�

�

0
0�

	

�
�

�
�i = 0

�
�

�
�j ≥ i�

�

�

1
0

�
1�

�
�
�j = 0

j := j − i

�

�1

k := k − i

r := (k = 0)?1 : 0 �
�
�

�
�����

{i := x− 1; j := x; k := x}

while i �= 0 do

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

while j ≥ i do j := j − i
if j = 0 then k := k − i
j := x
i := i− 1

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

if k = 0 then r := 1 else r := 0

��� ������ 	 
�		���
�

����� ����������
��� �
����


������� �	���� � a0..n� ��
���
	
 � �	���� b0..n�

Pre : n ≥ 0, Post : ∀ i = 0, . . . , n bi = an−i.

��

�
�

�
�• � b := a

i := 0
��
�
�

�
�2i < n �

�
0

1 bi ⇀↽ bn−i
i := i+ 1

�
�

�
�����

{b := a; i := 0}
while (2i < n) do {bi ⇀↽ bn−i; i := i+ 1}
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��

�
�

�
�• � b := a

i := n
�

�

�

1

�
0

� c := b0
j := 0

�
�

�
�i = 0

�
�

�
�j = i� �

�
1

0

bi := c
i := i− 1

bj := bj+1

j := j + 1

�
�

�
�����

����� ������	
��� 
	����� �������

������� 	
���
 � a0..n�

Pre : n ≥ 0, Post : m = min{ai | i = 0, . . . , n}.
��

�
�

�
�• � i := 1

m := a0

i := i+ 1

�

�

0
1�

�
�

�
�i ≤ n

�
�

�
�m < ai�

�

�

0

1

	

m := ai

�
�

�
�����

{i := 1; m := a0}
while (i ≤ n) do

{
if (m < ai) then m := ai
i := i+ 1

}

�� �
 �
���� �� ������������ 
���	��
������� 	
���
 b1..2n+1�

•

•

A

C

�
�

�
�• �

i := n
bn+1 := a0
. . .
b2n+1 := an

�

� �1 0

�

�

�
�

�
�i = 0

�
�

�
�b2i ≤ b2i+1

�

�
1

0

bi := b2i+1bi := b2ii := i− 1

m := b1 �
�
�

�
�����

����� �������� �����

������� 	
���
 � a0..n� ��� ����� �
��� 
 ��	 ����!���� "��	���
 x�

Pre : (n ≥ 0) ∧ (a0 ≤ . . . ≤ an) ∧ (∃ i : x = ai),
Post : (0 ≤ i ≤ n) ∧ (x = ai).
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�
�

�
�• � i := 0

j := n
�

� �1 0

�

�

k := i+j
2

�
�

�
�i < j

�
�

�
�ak < x� �

�
0

1

j := ki := k + 1

�
�

�
�����

{i := 0; j := n}
while (i < j) do

{
k := (i+ j)/2
if (ak < x) then i := k + 1 else j := k

}

����� ����	
���
 	���
 ��
���
� �	��	����	� ����

����

������� ��		
� � a1..n


Pre : n ≥ 1, ∀ i ai > 0, Post : d = gcd(a1..n),

��� d = gcd(a1..n) � 	���������� ���
	� �������

d = max{x | ∃ a′1, . . . , a′n : a1 = xa′1, . . . , an = xa′n}.

�
�

�
�• � �b := a

p := b1
q := 0
i := 2
j := 1

i := i+ 1

�

��

0
0

�
�

�

�
�

�
�i ≤ n

�
�

�
�bi > p�

�

�

0

1

0 1

�
1�

�
�
�bi > q

q := p
p := bi
j := i

�1

q := bi

�
�

�
�q = 0	 �bj := p− q d := p �

�
�

�
�����

����� ����	
 ��	��
� ����� 	� 2 �	 n

���������� �
�� ��������� ������	� ����
���
�� �����
��� 
���	�!

���� ��� ������
�� "��#��� $����	����%


Pre : n ≥ 2 Post : ∀ k = 2, . . . , n rk =

{
1, �	�
 k � ���	���,
0, 
��&�
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�
�

�
�• � �

r2 := 1
. . .
rn := 1
i := 2

j := i2

i := i+ 1

�

�

0
1

0

�

	

�
�

�
�j > n

�
�

�
�ri = 1�

�

�

1

0

�
� 1

rj := 0
j := j + i

�
�

�
�j ≤ n

�
�

�
�����

{r2 := 1; . . . ; rn := 1; i := 2}
while i2 ≤ n do⎧⎪⎨

⎪⎩
if ri = 1 then

{
j := i2

while j ≤ n do {rj := 0; j := j + i}

}

i := i+ 1

⎫⎪⎬
⎪⎭

����� ����	��
�� 
���	
�

������� ��		
� � a1..n
 ��������� ������ ���� ���
	�� � b1..n


Pre : n ≥ 1, Post : (b = perm(a)) ∧ ord(b)

����������
� �
�� b = perm(a) 
 ord(b) ���������� � ������ �
��


�

�
�

�
�•

�

b := a
i := n

�
�

1

10
�

�	

0�

	

c := b1
k := 1
j := 2

�
�

�
�i < 2

�
�

�
�j > i

�
�

�
�bj > c� � �

�
1

0

bk := bi
bi := c
i := i− 1

j := j + 1
c := bj
k := j

�
�

�
�����

 
 !�"
�� 
���"����� �
�� ���"����� ����#$���	� � ���% $�� ��		
�
a1..n% ��		����
����	� ��� ������% � ������� ∀ i = 2, . . . , n &������
ai/2 � ���
���� ai


b := a
for i = n/2 step − 1 until 2 do {p := i; q := n; P}
for i = n step − 1 until 2 do {p := 1; q := i; P ; b1 ⇀↽ bi}
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��� P =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x := bp
L : j := 2p
if j ≤ q then{

if j < q then { if bj+1 > bj then j := j + 1 }
if bj > x then {bp := bj; p := j; go to L}

}

bp := x

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

������	�
 ����
������ � �������� 	����	���� ������ 	� �	����

���
���� ���������� ��������� ���������	�


∀ i, j : 1 < j ≤ i bj/2 ≥ bj� 	 ����� bi..n ������	�������

����� ������	
��
	 �	����	 � �	�	

�� ��������

������� 
���	�  a0..n� �������� 
���	�  b0..n�

Pre : n > 0,
Post : (b = perm(a)) ∧ (0 ≤ j < i ≤ n) ∧ (b0..i−1 ≤ bj+1..n).

{b := a; r := bn/2; i := 0; j := n}

while (i �= j) do

⎧⎪⎨
⎪⎩

while (bi < r) do i := i+ 1
while (r < bj) do j := j − 1
if i ≤ j then {bi ⇀↽ bj; i := i+ 1; j := j − 1}

⎫⎪⎬
⎪⎭

������	�
 ����
������ � �������� 	����	���� !���"��� �	��� ���#


��� I = Ii ∧ Ij� ���

{
Ii = (0 ≤ i) ∧ (b0..i−1 ≤ r),
Ij = (j ≤ n) ∧ (bj+1..n ≥ r).

����� ������	
��
	 �	����	 � �	�	

�� �����
�

������� 
���	�  a0..n� �������� 
���	�  b0..n�

Pre : n ≥ 0, f  !	���	$ �� {0, . . . , n}�
Post : (b = perm(a)) ∧ (∀ i = 0, . . . , n bi = af(i)).

b := a
for i := 0 step 1 until n do⎧⎪⎨

⎪⎩
j := f(i)
while j < i do j := f(j)
bi ⇀↽ bj

⎫⎪⎬
⎪⎭
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����� ����	
��	
 �����

��
 	��
�

��

� ������

��

������� ��	
��� 
 a1..n,1..n� �� ��������	� 
 ����������� ��
�������
x11, . . . xnn� ��� ���
���� ���������� ����	����� ��������� � ��������
� ���������� ����  ! �������"	�� � ���� �
�#�� R(x11, . . . xnn)� $
�%
�
���� ��������	 ��
�����	��& det(a) ������� ��	
��� ��	�� �
���%
����� �� � ��������&���� ���� � ��
��������� '�����	�� �� �������
����������

Pre : n ≥ 1, Post : d = det(a)
���
=

∑
σ∈Sn

(−1)σx1σ(1) . . . xnσ(n),

��� Sn 
 �
���� ���� ��
��	������ �� ������	�� {1, . . . , n}� ∀σ ∈ Sn (−1)σ


 ��	���	& ��
��	������ σ�

�
�

�
�•

�
b := a
d := a11
k := 1

�

�1

�0� i := k + 1
�
�

�
�k = n

�
�

�
�i = n+ 1� �

�
1

0

k := k + 1
d := bkkd

i := i+ 1

j := n

�
�

�
�j = k

bij := bij − bik
bkk

bkj
j := j − 1

	
�

�

	

1

0

�
•

•

B

C�
�

�
�����

(�������) �
� �#��������� ����
*�����	�

• ������	&� �	� �����"+�� ,�
���� ����"	�� ����
���	��� � ��%
�	��	�	��"+�� 	�����)

� ϕB : (1 ≤ k ≤ n− 1) ∧ (2 ≤ i ≤ n+ 1)

� ϕC : (1 ≤ k ≤ n− 1) ∧ (2 ≤ i ≤ n) ∧ (k ≤ j ≤ n)

• ��
�����	& N,L � {un | n ∈ N} �����"+�� �#
����)

� N
���
= {B,C}�

� L
���
= N×N×N �������	�� 	
��� ��	�
��&��� ����� � �����%

���
�,������� ��
������� �

� uB
���
= (n− 1− k, n+ 1− i, n+ 1)� uC

���
= (n− 1− k, n+ 1− i, j)�
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�
�������� � �
�
�����

������ 
����
��

�� ���������	
��
 
�� ��������
��� � �������������� ��	������
�� �����	
 ��� � ����

�� �	�������	
��
 ��������
��� ��	������ �	����	
�� ��� ����� !

 �����	�	"���� #�	 ������ �	�������	�	 �����
� ��$� ��	��
	�
%
���! � #���	 �	������& ��	����	�	
 '
�'���' ������	
������ ��%
�������	
��
 (�� �	�������	
����� ��	�������

�� �	�������	
��
 )* ��$����' ������! ���	"����+ 
 ������ �����!

 �����	�	"���� #�	 ����� (������	
 x0, . . . , xn−1 ��$� �	
�����%
,��! � 
��������	
��
 (�� �	�������	
����� )*�

-� .������
 ��������
��� ��	������! '
�'�,���' ����������+ ��%
������
��& ���	����	
 �� ����� /��0! ��	������	
��
 �& �����%
�������! � 
��������	
��
 (�� ��	������ 	��	�����
�	 ��	���%
���	
����& �����������+�

�� .������
 �������������� ��	������! '
�'�,���' ����������+ ��%
�����������& ���	����	
 �� ����� /�10! ��	������	
��
 �& �����%
�������! � 
��������	
��
 (�� ��	������ 	��	�����
�	 ��	���%
���	
����& �����������+�

��� ������ �
�
��

� (�	� ��������� ���$����' �	���
��
 ��	������ 
 
��� 23 ��� 
 	����%
�	��	+ �	���! ���������#����� ��' ��4���' ���������& ��"� ����#!
� 
��������	
��
 (�� ��	������� 5�' ��"�	+ �� (��& ��	����� ��
�����
��� ���$	
���'! �	�	��� 	�� �	�"�� ��	
���
	�'�
�

�� *�	������ �	��#��� �� 
&	� �����
 a! �����
��� ��
�� 1! ���� a
��	�'�	#�� ����� 
���	 ord(a) ! � 6! ���#��

�� *�	������ �	��#��� �� 
&	� ���� �����
	
 a � b! �����
��� ��
��
�! ���� a �	���"�� �	������
! ��
��+ b! � 6! ���#��

�� *�	������ �	��#��� �� 
&	� ���� �����
	
 a � b! �����
��� ��
��
�! ���� ��"��+ (������ �����
� a 
&	��� ���"� � 
 b! � 6! ���#��
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�� ��������� 	�
���
� �� ���� ������ a1..n� �

�
����� �������� ���

����� 	�
����

���
 ������
���
 ���
�� � �����
�
� 	�
������


��
 �����


��
�� �� 
�� �

��

� gcd(a) �

�
���� ������� a
� ���
 
��
!��! "����� ��
� �
#�
������ ������ 	�������� ��
��


��� ������ b1..n� ����

������ �! ��
����
n∑
i=1

aibi = gcd(a)�

$� ��������� 	�
���
� �� ���� ������ a� �
#�
������ ��
�
��� ����
���� 	�
���
��! �# a ���

��
� ��	�! �
� �

�
����� ������
 ����
��� � a ��


 ������ ��#��

%� ��������� 	�
���
� �� ���� ������� �
#�
������ ��
�
� ���� ���
������������! ������! ������ &��������
�� �
������� ���������
�� �������!� �
����
�� � ����
 ������� ���������� '����(�

)� ��������� 	�
���
� �� ���� ������ a� �
#�
������ ��
�
��� 	���
���
���� i ≤ j� ������ ��� ai..j * �������
���! 	� ��#�
�� 	������
��� ������� a� ��
 �

�
��� �������� ����������

+� ��������� 	�
���
� �� ���� ������ a� �
#�
������ ��
�
��� ����
��� b� 	�
���
��! 	
�
��������! �

�
���� a� � ����!� ��� �����
�
� b ���� �

�
���� ��
� �
 ����
���

 ���
� �����
��! � a� #��
�
� � ��
� 

 ��
��

 ���
� �����
��!� � ����

,� ��������� 	�
���
� �� ���� ������ a� �
#�
������ ��
�
��� 	���
���
���� i ≤ j� ������ ��� ai..j * �������
���! 	� ��#�
�� �
����
��� �! 	�������� ������� a &��
� ai ≤ . . . ≤ aj(�

-.� ��������� 	�
���
� �� ���� ������ a� �
#�
������ ��
�
��� �

�
�
��� ��
� �! �����
��

 ���
� �����
��! � a�

--� ��������� 	�
���
� �� ���� 	��� �	������
���� �������� a � b�
�
#�
������ ��
�
� ���� �	������
���! ������� ����
���� ����
	��
���� �������� ��
�
��� 	
�
�
�
��
� &��/
���
��
�� ��#���
����( ����
��� ���	��
���� �������� a � b�

-0� ��������� 	�
���
� �� ���� �����1�� �

�
��� ������! ��
����
�� �
!�����

����� ���
���� 2
#�
������ ��
�
� ���� �	�
�

��
�

� ���! �����1�� �����

���! 	��
� 	���
�
��� �������! ����
��1� � ���	
������� �����

-3� ��������� 	�
���
� �� ���� �����1� a1..n,1..n� � ∀ i, j = 1, . . . , n
���""�1�
�� aij 	�
�����
�
� ����! ���������
 �� �
����� � ���
�
��� i �� �
����� � ���
��� j �
�������� ���"�� �
����� ���
������ #����
������ ���
��� 1, . . . , n� 2
#�
������ ��
��� ����
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��� �
 ������� � ������� � � ������� �
������� n� 
����� 
�� �������� 
� ����� 
��� ������ ������
������ ��
��������

��� ���	����� 
������� �� ���� ����� ����� n� ��
�������� ��������
��
������� n �� 
������ ���������� ���� �
���� 
������ �����
p1, . . . , pk � ����������� ����� i1, . . . , ik� ����� ��� n = pi11 . . . pikk �

� � ���	����� 
������� �� ���� ��������������! 	��"� ��
������ #
�
���� ������ ���
��� ���
������� ���	� 	��"�� ���	����� ����$
�� 
����������� ��%�! �����
���& ��	������ '������ () *�

72



����� �

�����	
��


� �������	
 �	���	 �
���	�� �������	 
	���� ����������� ��� �	�����
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������ ������� ������
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��� ���
	�	��� ����� 
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!��"��		 ���#������ ���"�	
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����� � ���
	�	��	
 
	���� ���
��������� ��� �	��������� ������
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������	��� � ����
���
����
������	��� ����������� $��� � ����
���
���� ������	��� ����
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���� �� ���#������ � ��
 ��#��	� ����� �	�������#	
�� ������

� �	
#����	�����	� ���	� ��	���������% � �"�	
 ��#��	 ��� ���"�	
� �����
���
��	��� �	��
�	&�
�� �����
# ����#� ���"�	
# �	�	���"��
�� ����
�
�������� � ��	�#��	� ���������	' ��
��"����� ��	����� ���	�������
���� ������	��� ��	"#	
�� ������������ ������	 "� ������ ������

��
��# �	��
	������ �� �����# ����� ����� ��� 
���� "� �
	�� �����������
� 	 ��	������� 	
# �	������	 &�"���� ������������ ������	 �� "� #�	
��
������	���� �����	��
������ �� ���
#�� �"�������� �	�"����
��

� ��������
� !	������	 �������	��� � �	&	��� ������ ���"�	
�

���� ����� � ��"���� ()*+,(*-+ 
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