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Разработан аналитический подход, позволяющий восстанавливать ток-фазовое соотношение (ТФС)

джозефсоновских структур, включенных в одно из плеч двухконтактного СКВИДа, второй контакт ко-

торого имеет существенно больший критический ток и известное (синусоидальное) ТФС. Разработанные

методы аналитического и численного исследований ток-потоковых преобразований в двухконтактных

сверхпроводящих квантовых интерферометрах позволили учесть при восстановлении ТФС контакта с

малым критическим током как наличие собственной индуктивности контура интерферометра, так и

возможную асимметрию в системе задания тока питания. Работоспособность данного подхода подтвер-

ждена экспериментальным исследованием тестовых структур вида ниобий – алюминий/оксид алюминия

– ниобий с известным ТФС.
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Введение. Важнейшей характеристикой джо-
зефсоновского перехода является его ток-фазовое со-
отношение (ТФС) Is(φ) = Icf(φ), связывающее меж-
ду собой бездиссипативный ток через переход Is и
разность фаз φ параметров порядка его сверхпрово-
дящих электродов (S). В нем критический ток Ic –
максимальный бездиссипативый ток через контакт.
Как правило [1], соотношение Is(φ) является нечет-
ной функцией φ и может быть представлено в ви-
де ряда Фурье, содержащего только синусоидальные
гармоники. Критический ток Ic, а также форма f(φ)
зависят от температуры, геометрии области слабой
связи, ее структуры и параметров образующих ее ма-
териалов.

Так в практически важном случае туннельного
SIS контакта (I-изолятор) его ток-фазовое соотно-
шение во всей области температур является сину-
соидальным [2] Is = Ic sin(φ) (0-состояние). В джо-
зефсоновских переходах с ферромагнитным (F) ба-
рьером (SFS) были теоретически предсказаны [3, 4]

1)e-mail: nvklenov@gmail.com

и экспериментально обнаружены [5–7] так называе-
мые π-контакты – структуры со сдвигом ТФС на π
(π-состояние), в которых ТФС представимо в виде
Is = −Ic sin(φ). Переход из 0- в π-состояние в та-
ком контакте возможен, например, при изменении
его температуры, при этом в области перехода мо-
жет наблюдаться двукратное уменьшение периода
ток-фазового соотношения вследствие доминирова-
ния второй гармоники [8, 9].

Изучение отклонения формы f(φ) от синусо-
идальной в джозефсоновских структурах на ос-
нове нанопроволок [10, 11], точечных контактов
[12, 13], графена [14, 15], а также в контактах с про-
странственно неоднородной ферромагнитной обла-
стью слабой связи [16–21], или с барьером из топо-
логического изолятора [22] позволяет получить ин-
формацию о механизмах когерентного транспорта
и симметрии сверхпроводящего параметра порядка
[1, 22–26].

В то же время, исследование ток-фазовых со-

отношений джозефсоновских структур представля-

ет и практический интерес, обусловленный возмож-
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ным использованием контактов с нетривиальным

ток-фазовым соотношением в системах обработки

информации, включая элементы криогенной памяти

[16, 17, 20, 27, 28] и квантовые биты [29–33].

Известно несколько экспериментальных методик

определения ток-фазового соотношения джозефсо-

новских контактов [34–42]. С экспериментальной

точки зрения наиболее простым и при этом эффек-

тивным является метод, в котором информация о

форме Is(φ) определяется из измерений зависимо-

сти критического тока от внешнего магнитного поля

двухконтактного СКВИДа с существенно различны-

ми значениями критических токов образующих его

контактов. К сожалению, отсутствие аналитических

формул, позволяющих по данным измерений восста-

навливать соотношение Is(φ) контакта с наимень-

шим критическим током при заданном ТФС перехо-

да с большим критическим током, существенно огра-

ничивало практическое применение такого простого

подхода [43]. Фактически, он использовался в основ-

ном для определения дифференциальной проводимо-

сти контакта с меньшим Ic.

Целью данной работы является устранение ука-

занного недостатка, т.е. разработка аналитическо-

го аппарата, позволяющего устанавливать форму

Is(φ) по экспериментально определяемым зависи-

мостям несимметричного двухконтактного СКВИ-

Да и экспериментальная верификация предлагаемо-

го метода.

Аналитическое выражение ТФС. Рассмот-

рим несимметричный двухконтактный СКВИД, в

котором один контакт (опорный) имеет большой кри-

тический ток Ir и синусоидальное ТФС, а второй (ис-

следуемый) – малый критический ток Ij и ТФС неиз-

вестного вида, IJ (φ) = Ijf(φ), где f(φ) – неизвестная

функция. Величина сверхтока, Is, протекающего че-

рез СКВИД, соответствует сумме токов, протекаю-

щих через оба контакта,

Is = IJ (φ) + Ir sinφr, (1)

а джозефсоновские фазы контактов в пределе нуле-

вой индуктивности СКВИДа связаны простым соот-

ношением,

φr = φ+ 2π
Φ

Φ0
, (2)

где φr – фаза опорного контакта, Φ – магнитный по-

ток, задаваемый в СКВИД, Φ0 = h/2e – квант маг-

нитного потока, h – постоянная Планка, e – заряд

электрона.

Максимальный сверхпроводящий ток Is,max до-

стигается при некоторой фазе φc исследуемого кон-

такта, обращающей производную сверхтока по фазе

φ в нуль:

dIs
dφ

∣
∣
∣
∣
φ=φc

=
dIJ
dφ

∣
∣
∣
∣
φ=φc

+ Ir cos(φc + 2πΦ/Φ0) = 0. (3)

С учетом этого равенства экспериментально из-

меряемая производная максимального сверхтока по

магнитному потоку

dIs,max

dΦ
=

[

dIJ
dφ

∣
∣
∣
∣
φ=φc

+ Ir cos(φc + 2πΦ/Φ0)

]

dφc
dΦ

+

+
2πIr
Φ0

cos(φc + 2πΦ/Φ0) (4)

оказывается связана с фазой φc следующим образом:

φc = ± arccos

(
Φ0

2πIr

dIs,max

dΦ

)

− 2π
Φ

Φ0
+ 2πk, (5)

где k – целое число.

Выражения (1)–(4) позволяют также выразить

джозефсоновский ток исследуемого контакта через

максимальный сверхток и его производную по пото-

ку:

IJ(φc) = Is,max − Ir sin(φc + 2πΦ/Φ0) =

= Is,max ± Ir

√

1−

(
Φ0

2πIr

dIs,max

dΦ

)2

. (6)

Выбор знака в выражениях (5), (6) определяется с

учетом того, что критический ток исследуемого кон-

такта мал, и его джозефсоновский ток заведомо не

может превосходить критического тока СКВИДа.

Осталось учесть, что в эксперименте непосред-

ственно измеряется функция Is,max(Isol), где Φ =

= λIsol, λ – константа, определяющая магнитную

связь СКВИДа с управляющим соленоидом. Обозна-

чим период по задаваемому току соленоида Isol, со-

ответствующий Φ0, через Isol,0. В итоге неявное вы-

ражение ТФС исследуемого контакта через измеря-

емые величины будет иметь следующий вид:

φc = arccos

(
Isol,0
2πIr

dIs,max

dIsol

)

− 2π
Isol
Isol,0

, (7a)

IJ (φc) = Is,max − Ir

√

1−

(
Isol,0
2πIr

dIs,max

dIsol

)2

. (7b)

Заметим, что при большой асимметрии критиче-

ских токов (Ir ≫ Ij) практически весь сверхток про-

текает через опорный контакт, так что его макси-

мальное значение всегда достигается при φr ≃ π/2.
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В этом случае, согласно (2), фаза исследуемого кон-

такта линейно зависит от магнитного потока. В про-

тивоположном случае малой асимметрии (Ir ≈ Ij)

зависимость φc(Φ) сильно нелинейная. Если в экспе-

рименте изменение потока проводится с постоянным

шагом, нелинейность φc(Φ) приводит к значительной

неравномерности распределения экспериментальных

точек по ТФС, затрудняя его определение.

Учет конечной индуктивности СКВИДа.

Наличие малой, но конечной индуктивности

СКВИДа может являться причиной неточности

определения ТФС с помощью представленных

простых аналитических выражений (7). В этом

случае магнитный поток Φ уже не равен внешнему

λIsol, а отличается от него на величину магнитного

потока, соответствующему току, протекающему

по индуктивности, Φl. Выражение для джозефсо-

новской фазы исследуемого контакта может быть

представлено, соответственно, как

φc = arccos

(
Φ0

2πIr

dIs,max

dΦ

)

−
2π

Φ0
(Φ− Φl). (8)

В случае большой асимметрии критических токов

(Ir ≫ Ij) значение потока Φl примерно постоянно и

определяется растеканием тока питания:

Φl ≈ L∆Ic/2, (9)

где L – индуктивность контура СКВИДа, ∆Ic =

= Ir − Ij .

Очевидно, что изменение направления протека-

ния тока питания эквивалентно смене знака ∆Ic.

Согласно (8), (9) величина индуктивности СКВИДа

экспериментально может быть оценена посредством

измерения взаимного сдвига максимумов зависимо-

стей максимального сверхтока от магнитного потока

для противоположно направленных токов питания,

∆Φmax = 2Φl, как

L ≈ ∆Φmax/∆Ic. (10)

Оценка величины индуктивности СКВИДа так

же может быть получена с помощью программ чис-

ленного моделирования топологии образца [44–47].

Более точное значение индуктивности можно найти

из сопоставления аналитической и эксперименталь-

ной зависимостей максимального сверхтока от маг-

нитного потока калибровочного СКВИДа с тополо-

гией аналогичной тестовой и обоими джозефсонов-

скими переходами с синусоидальным ТФС.

Аналитическая зависимость калибровочного

СКВИДа Is,max(Φ), содержащая параметр ин-

дуктивности, может быть получена из системы

уравнений аналогичных (1), (2), для сверхтока и

баланса фаз:

Is = Ir sinφr + Ij sinφ, (11a)

φr = φ+
2π

Φ0
(Φ− L∆I/2), (11b)

где ∆I = Ir sinφr − Ij sinφ.

В переменных суммарной и разностной фазы,

θ, ψ = (φr ± φ)/2 система (11) будет иметь вид

is = Σic sin θ cosψ +∆ic sinψ cos θ, (12a)

φe = ψ +
l

4
{∆ic sin θ cosψ +Σic sinψ cos θ} , (12b)

где токи нормированы на средний критический ток,

Ic = (Ir + Ij)/2, так что is, ir, ij = Is, Ir, Ij/Ic,

Σic,∆ic = ir± ij, нормированная индуктивность, l =

= 2πIcL/Φ0, магнитный поток нормирован на квант

потока, φe = πΦ/Φ0.

В простейшем случае нулевой индуктивности, l =

= 0, разностная фаза ψ = φe, и уравнение (12a) имеет

вид

is = Σic cos (φe)
︸ ︷︷ ︸

=A

sin θ +∆ic sin (φe)
︸ ︷︷ ︸

=B

cos θ, (13)

так что с учетом введенных в (13) обозначений,

A,B, выражения для максимального сверхпроводя-

щего тока, is,max, и суммарной фазы, при котором он

достигается, θ0,max, имеют простую форму:

is,max =

√

(Σic)2 cos2 φe + (∆ic)2 sin
2 φe, (14)

θ0,max = sgn (A)

(
π

2
− sgn (B)

∣
∣
∣arctan

B

A

∣
∣
∣

)

. (15)

Следуя подходу, развитому в работе [48], для слу-

чая малого, но конечного значения индуктивности,

l ≪ 1, решение системы (12) удобно искать, представ-

ляя разностную фазу в виде: ψ = φe + x, где x ≪ 1.

В этом случае уравнение (12b) принимает форму:

0 = x+
l

4
{∆ic sin θ cos (φe + x) + Σic sin (φe + x) cos θ} ,

(16)

так что с учетом малости x, l выражение для поправ-

ки к разностной фазе может быть представлено в ви-

де

x ≈ −
l

4
{∆ic sin θ cosφe +Σic sinφe cos θ} . (17)

Подставляя найденную разностную фазу (φe + x) в

уравнение (12a),
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is ≈ cos (l∆ic/4)Σic cosφe
︸ ︷︷ ︸

=a

sin θ +

+ cos (lΣic/4)∆ic sinφe
︸ ︷︷ ︸

=b

cos θ +

+
l

8

[
(Σic)

2 sin2 φe − (∆ic)
2 cos2 φe

]

︸ ︷︷ ︸

=c

sin 2θ −

−
l

8
Σic∆ic sin 2φe

︸ ︷︷ ︸

=d

cos 2θ, (18)

получаем приближенное выражение для зависимо-

сти тока, протекающего через СКВИД, от суммар-

ной фазы при выбранном потоке, is(θ;φe).

Максимальное значение сверхтока будет дости-

гаться, очевидно, между максимумами суммы пер-

вых двух слагаемых

θa+b,max = sgn(a)

(
π

2
− sgn(b)

∣
∣
∣
∣
arctan

b

a

∣
∣
∣
∣

)

(19)

и последних двух слагаемых

θc+d,max1 =
1

2
sgn(c)

(
π

2
− sgn(d)

∣
∣
∣
∣
arctan

d

c

∣
∣
∣
∣

)

, (20a)

или

θc+d,max2 = θc+d,max1 − πsgn (θc+d,max1) , (20b)

правой части (18), где в выражениях (20) необходимо

выбрать максимум, θc+d,max, ближайший к θa+b,max

(в выражениях (19), (20) мы использовали обозначе-

ния, a, b, c, d, введенные при записи выражения (18)).

Максимум сверхтока в выражении (18) удобно ис-

кать, воспользовавшись его производной по суммар-

ной фазе,

i′s (θ) ≈ a cos θ − b sin θ + 2c cos 2θ − 2d sin 2θ. (21)

Суммарную фазу, соответствующую искомому мак-

симуму, можно найти посредством выражения

θ1,max =

∫ zmax

zmin

H[sgn(i′s[zmin])i
′

s(z)]dz + zmin, (22)

где zmin,max = min,max{θa+b,max, θc+d,max}, H(z) –

функция Хевисайда.

Подставляя найденное значение θ1,max в выраже-

ние (18), находим максимальный сверхпроводящий

ток is,max для рассматриваемого случая конечной ин-

дуктивности. При этом поправка x к разностной фа-

зе (17) с подстановкой θ1,max соответствует магнит-

ному потоку Φl в выражении (8).

Сравнение зависимостей максимального сверх-

проводящего тока, протекающего через СКВИД, от

магнитного потока, рассчитанных с помощью выра-

жений (18), (22) (сплошные линии) и путем числен-

ного моделирования системы (12) (точки), представ-

лено на рис. 1. Хорошее совпадение результатов поз-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость максимального

сверхтока от магнитного потока, рассчитанная для раз-

личных значений разности критических токов опорно-

го и исследуемого контактов посредством численного

моделирования системы (12) (точки) и с помощью по-

лученных аналитических выражений (18), (22) (сплош-

ные линии). Вертикальными пунктирными линиями

показаны положения максимума и минимума зависи-

мости для существенно неравных критических токов

контактов, ∆ic = 0.872, соответствующие выражени-

ям (26), (27). Нормированная индуктивность СКВИДа

l = 1, Σic = 1

воляет использовать сопоставление полученной ана-

литической зависимости is,max(φe) с эксперименталь-

ными данными Is,max(Φ) для определения значения

параметра индуктивности.

Как следует из рис. 1, наличие индуктивности

оказывает двоякий эффект на зависимость макси-

мального сверхпроводящего тока от магнитного по-

тока. Если в случае нулевой индуктивности макси-

мальный сверхток изменяется от Σic до ∆ic, согласно

(14), то в случае конечной индуктивности минималь-

ное значение максимального сверхтока может отли-

чаться от ∆ic. Этот эффект наиболее ярко прояв-

ляется при равенстве критических токов переходов

СКВИДа, когда несмотря на то, что ∆ic = 0, мини-

мальное значение максимального сверхтока не равно

нулю. В этом случае выражение (18) имеет вид

is ≈ Σic cosφe sin θ +
l

8
(Σic)

2 sin2 φe sin 2θ, (23)
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так что минимальному значению максимального

сверхтока, достигаемому при φe = π/2, соответству-

ет

min (is,max) = l(Σic)
2/8 (24)

или l/2 при Σic = 2.

Вторым эффектом, привносимым конечной ин-

дуктивностью при существенном неравенстве крити-

ческих токов (см. рис. 1), является сдвиг экстрему-

мов зависимости is,max от значений φe = 0 и π/2.

Сдвиг максимума по потоку можно найти из урав-

нения: φe + x = 0. Считая, что искомый максимум

достигается при θ ≈ π/2, с учетом выражения (17),

внешний поток можно получить из уравнения

φe −
l

4
∆ic cosφe ≈ 0. (25)

Полагая cosφe ≈ 1, находим искомый сдвиг:

φe,max ≈ l∆ic/4. (26)

С учетом используемой нормировки магнитного по-

тока, эта оценка полностью согласуется с выражени-

ем (9).

Положение минимума находится аналогичным

образом,

φe,min ≈ π/2 + lΣic/4. (27)

Еще одной причиной неточности определения

ТФС в представленном методе может являться нали-

чие паразитного магнитного потока, возникающего

из-за асимметрии индуктивных плеч СКВИДа по от-

ношению к протеканию тока питания, Φis = ∆LIs/2,

где ∆L – разность индуктивностей плеч СКВИДа.

В системе (12) этот эффект может быть учтен по-

средством добавления соответствующего слагаемого

is∆l/4, где ∆l = 2πIc∆L/Φ0, в правую часть уравне-

ния (12b). С учетом асимметрии индуктивных плеч,

выражение (8) для джозефсоновской фазы исследу-

емого контакта примет вид

φc = arccos

(
Φ0

2πIr

dIs,max

dΦ

)

−
2π

Φ0
(Φ − Φl − Φis).

(28)

Экспериментальное определение ∆L возможно

посредством изготовления калибровочного СКВИДа

с топологией, аналогичной тестовой, и джозефсонов-

скими контактами с одинаковым критическим то-

ком и ТФС. Согласно (28) в этом случае взаимный

сдвиг максимумов полевых зависимостей для проти-

воположных полярностей тока питания будет равен:

∆Φmax = 2∆LIc, так что

∆L = ∆Φmax/(2Ic). (29)

Экспериментальная проверка. Для верифи-

кации предлагаемого метода мы изготовили асим-

метричный калибровочный СКВИД с джозефсонов-

скими контактами Nb-Al/AlOx-Nb, которые, как хо-

рошо известно, обладают синусоидальным ТФС [2],

и определили ТФС его контакта с меньшим критиче-

ским током из экспериментальных данных. При оди-

наковой плотности критического тока 100 А/см2 пло-

щади опорного и исследуемого контактов отличались

в четыре раза: 10×10мкм и 5×5мкм, соответственно.

Для обеспечения однозначности вольт-амперных ха-

рактеристик (ВАХ) джозефсоновские переходы бы-

ли шунтированы нормальными сопротивлениями из

сплава CuAl номиналом порядка 1.5 Ом. Сверхпро-

водящий контур СКВИДа имел форму квадратного

кольца с внутренним размером 5× 5мкм и внешним

50×35мкм. Формирование структуры проводилось в

два этапа: на первом, были полностью сформирова-

ны оба туннельных контакта, но кольцо еще было

разомкнуто. Это позволяло измерить критический

ток каждого из контактов. На втором контакты со-

единялись в замкнутый контур СКВИДа.

Измерения проводились в криостате Не-4 по 4-

точечной схеме с использованием RC-фильтров с

полосой пропускания ниже 30 Гц. Магнитное поле,

перпендикулярное плоскости образца, создавалось

внешней катушкой, расположенной на держателе.

Зависимость максимального сверхтока, протекающе-

го через СКВИД, от магнитного поля измерялась так

называемым “методом отсечки”. Для каждого зна-

чения магнитного поля ток питания разворачивал-

ся от нуля до тех пор, пока напряжение на образце

не превышало заранее установленный порог. Это по-

роговое напряжение было заведомо больше уровня

шумов, но заметно меньше характерного напряже-

ния образца. Для получения дополнительной инфор-

мации об исследуемой структуре также снимались

вольт-потоковые характеристики.

Значение критического тока исследуемого кон-

такта составило 7.5мкА, опорный контакт имел кри-

тический ток 43мкА. Ширина флуктуационного раз-

мытия области ВАХ вблизи критического тока соста-

вила около 3 мкА. Как и ожидалось, в эксперименте

наблюдался сдвиг полевых зависимостей максималь-

ного сверхтока по оси магнитного потока, зависящий

от полярности задаваемого тока питания.

Экспериментальная зависимость максимального

сверхтока от магнитного потока представлена на

рис. 2a. Максимум и минимум этой зависимости сме-

щены в сторону отрицательных значений потока,

что говорит о задании потока с обратным знаком

по отношению к положительному направлению по-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (а) – Зависимость максималь-

ного сверхтока от магнитного потока, полученная в

эксперименте (точки с диапазонами погрешности из-

мерений), и ее аппроксимация аналитическими зависи-

мостями (выражения (18), (22), линии) для различных

значений нормированной индуктивности. (b) – Экспе-

риментально измеренный отклик напряжения (точки с

диапазонами погрешности измерений) и его аппрокси-

мация, построенная с помощью выражения (47) работы

[48]. Uc – среднее характерное напряжение контактов.

Значение индуктивности, обеспечивающее наилучшее

совпадение аналитических и экспериментальных кри-

вых, l = 0.25

тока, используемому в системе (12). С учетом об-

ращения знака потока, положение минимума зави-

симости примерно соответствует φe ≃ 0.54π/2. Со-

гласно выражению (27) такой сдвиг обеспечивает

значение индуктивности l = 0.25. Соответствующая

аналитическая кривая зависимости is(φe) показана

сплошной линией на рис. 2a. Нормированная индук-

тивность контура, оцененная с помощью програм-

мы FastHenry, составила l ≈ 0.5. Соответствующая

кривая показана пунктирной линией на рис. 2a. Вид-

но, что представленный аналитический метод рас-

чета зависимости максимального сверхтока от маг-

нитного потока позволяет определить индуктивность

СКВИДа с большей точностью. Экспериментальная

и теоретическая кривая отклика напряжения для

выбранной индуктивности представлены на рис. 2b.

Аналитическая зависимость построена с помощью

выражения (47) работы [48].

С учетом параметров, определенных из сопо-

ставления экспериментальных и теоретических за-

висимостей, были построены экспериментальное и

теоретическое ТФС исследуемого джозефсоновско-

го контакта, представленные на рис. 3. Как и ожи-

далось, полученное соотношение является синусои-

дальным. Совпадение теоретической и эксперимен-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Ток-фазовое соотношение, по-

лученное из экспериментальных данных (точки с диа-

пазонами погрешности измерений) и аналитически с

помощью системы (12) (сплошная линия)

тальной кривых находится в пределах погрешности

измерений.

Заключение. В работе представлены простые

аналитические выражения, позволяющие опреде-

лить ТФС исследуемой джозефсоновской структу-

ры, включенной в асимметричный двухконтактный

СКВИД. Изложен метод расчета зависимости кри-

тического тока калибровочного асимметричного

СКВИДа от магнитного потока, с помощью которо-

го возможно определение паразитных параметров

СКВИДа с тестовой структурой для их дальнейшего

учета при расчете ТФС. Полученные результаты

позволяют реализовать наиболее простой, прямой и

неинвазивный метод определения ТФС из известных

на сегодняшний день.
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