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Ââåäåíèå

Çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ ïîñòðîåíèåì òàê íàçûâàåìûõ "ýôôåê-
òèâíûõ" èëè "óñðåäíåííûõ" õàðàêòåðèñòèê ñèëüíîíåîäíîðîäíûõ
ñðåä, ïîñâÿùåíî î÷åíü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò êàê ðîññèéñêèõ,
òàê è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ. Â èõ ÷èñëå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ðà-
áîòû êàê ðîññèéñêèõ ([41], [34], ìîíîãðàôèè [17], [16] è ðÿä äðó-
ãèõ), òàê è çàïàäíûõ (íàïðèìåð, [50], [46], [38], [33], [39]). Ñðåäè
ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé íåîäíîðîäíûõ ñðåä ìîæíî
âûäåëèòü ìîäåëè òàê íàçûâàåìûõ "êîìáèíèðîâàííûõ ñðåä" , ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñìåñü èç äâóõ ôàç ñ ðàçëè÷íûìè ìåõàíè÷åñêè-
ìè ñâîéñòâàìè, òàê, íàïðèìåð, êàðêàñ èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà è
ñæèìàåìàÿ (èëè íåñæèìàåìàÿ) âÿçêàÿ æèäêîñòü. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
"ýôôåêòèâíûõ" èëè "óñðåäíåííûõ" ìîäåëåé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
ïðåäïîëîæåíèå î ïåðèîäè÷íîñòè ñòðóêòóðû âêëþ÷åíèé ìàòåðèà-
ëà îäíîé ôàçû â äðóãóþ. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå óïðîùàåò çàäà÷ó
î ïîñòðîåíèè óïîìÿíóòûõ "ýôôåêòèâíûõ" èëè "óñðåäíåííûõ" ìî-
äåëåé. Ïîä óñðåäíåííûìè ìîäåëÿìè ïîíèìàþòñÿ òàêèå êðàåâûå çà-
äà÷è äëÿ óðàâíåíèé èëè ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè (èëè îòíîñèòåëüíî
ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ) "ýôôåêòèâíûìè" õàðàêòåðèñòèêàìè, ÷òî
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ èñõîäíûõ äâóõôàçíûõ ìîäåëåé ñõîäÿò-
ñÿ (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ê ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé
äëÿ "óñðåäíåííîé" ìîäåëè, êîãäà ïåðèîäε ðàññìàòðèâàåìîé ïåðè-
îäè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì â ðÿäå ñëó÷àåâ
ñõîäèìîñòè â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå (íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâåL2)
ìîæåò è íå áûòü. Äëÿ óïîìÿíóòîé âûøå çàäà÷è î ñðåäå "óïðóãèé
êàðêàñ - ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü" ñõîäèìîñòü ðåøåíèé áóäåò ñèëüíîé

4



òîëüêî íà "óïðóãîé" ôàçå; íà "æèäêîé" ôàçå ñõîäèìîñòè â êëàñ-
ñè÷åñêîì ñìûñëå íå áóäåò. Â öåëîì, â ñîâîêóïíîé îáëàñòè, ïðåä-
ñòàâëÿþùåé ñîáîé îáúåäèíåíèå æèäêîé è óïðóãîé ôàç, ñõîäèìîñòü
áóäåò òîëüêî ñëàáîé. ×òîáû îïðåäåëèòü áîëåå òî÷íî õàðàêòåð ïî-
âåäåíèÿ äîïðåäåëüíûõ ñðåä íà "æèäêîé ôàçå" è óñòàíîâèòü ñâÿçü
äîïðåäåëüíûõ ðåøåíèé ñ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ
óñðåäíåííîé ìîäåëè, â [1] áûëî ââåäåíî è àêòèâíî èññëåäîâàëîñü
(ñì., íàïðèìåð, [25], [26], ðàáîòû ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ [21],
[23], [22]) ïîíÿòèå "äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè" . Ýòî ïîíÿòèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ïîíÿòèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè. Åãî îòëè÷èòåëüíîé
îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ôóíêöèé åñòü ôóíêöèÿ îò äâóõ ãðóïï ïåðåìåííûõ: îò
ïåðåìåííûõ, ìåíÿþùèõñÿ âíóòðè îáëàñòè, è ïåðåìåííûõ, ìåíÿþ-
ùèõñÿ âíóòðè ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè. Òàêàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò ñó-
ùåñòâåííî áîëüøå èíôîðìàöèè î ïîâåäåíèè äîïðåäåëüíîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðåøåíèé, ÷åì ñëàáûé ïðåäåë; à èìåííî - îíà ãîâîðèò
î òîì, êàê èìåííî "îñöèëëèðóåò" ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à íå òîëüêî
êàêîâî ñðåäíåå çíà÷åíèå, âîêðóã êîòîðîãî îíà "îñöèëëèðóåò" .

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü uε(x) ∈ L2(Ω) ïðè ëþáîì ε ↓ 0 , è äëÿ
ëþáûõ ϕ(x) ∈ D(Ω), ψ(y) ∈ D(Q) âûïîëíÿåòñÿ

∫

Ω

uε(x)ϕ(x)ψ(
x

ε
) dx →

∫

Ω×Q

u0(x, y)ϕ(x)ψ(y) dxdy

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèèu0(x, y). Òîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òîuε(x) äâóõ-
ìàñøòàáíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè u0(x, y) èëè

uε(x, ε)
2
⇀ u0(x, y).

(×àñòî òàêóþ ñõîäèìîñòü íàçûâàþò åùå ñëàáîé äâóõìàñøòàáíîé
ñõîäèìîñòüþ).

Äðóãîé âàæíîé îñîáåííîñòüþ "óñðåäíåííîé" ìîäåëè äëÿ óïî-
ìÿíóòîé âûøå ñðåäû "óïðóãèé êàðêàñ - ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü" � ïî

5



ýòîìó ïóòè èäóò [47], [3], [45] � ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îíà
íå îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñêîìîé
"óñðåäíåííîé" ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé, ñîäåðæàùàÿ ñëàãàåìûå âèäà ñâåðòêè íåèçâåñò-
íîé ôóíêöèè ñ ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèì ÿäðîì ñâåðòêè, çà-
âèñÿùèì òîëüêî îò âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Äðóãîé ñïîñîá îïèñà-
íèÿ "óñðåäíåííîé" ìîäåëè, ñ óñïåõîì ïðèìåíåííûé â [2], ñîñòî-
èò â âûâîäå ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ äâóõìàñøòàáíîãî ïðåäåëà èñ-
õîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé, òî åñòü íåêîòîðîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé íà ôóíêöèè îò "óäâîåííîãî" êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ. Ýòîò ñïîñîá ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå öå-
ëåñîîáðàçíûì â ïðèêëàäíûõ öåëÿõ âûðàçèòü óñðåäíåííóþ ìîäåëü
÷åðåç èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ôóíê-
öèé îò èñõîäíîãî (à íå "óäâîåííîãî" ) ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåí-
íûõ. Êðîìå òîãî, òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ñôîðìó-
ëèðîâàòü òåîðåìó î ñõîäèìîñòè ðåøåíèé áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿ-
òèÿ äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè, ïîëüçóÿñü òîëüêî êëàññè÷åñêè-
ìè òåðìèíàìè. Ïðè ýòîì, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè
óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè äîëæíî áûòü ñôîðìóëèðîâàíî íå â òåð-
ìèíàõ ñëàáîé ñõîäèìîñòè è íå â òåðìèíàõ äâóõìàñøòàáíîé ñõîäè-
ìîñòè, à êàê óòâåðæäåíèå î ñòðåìëåíèè ê íóëþ íîðìû ‖uε(x, t) −
u(x, x/ε, t)‖L2(Ω), ãäå uε(x, t) - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé äîïðå-
äåëüíûõ çàäà÷ äëÿ èñõîäíîé äâóõôàçíîé ñðåäû, ε - âåëè÷èíà ïå-
ðèîäà, u(x, y, t) - ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ÿâíî
èç ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ âñïîìàãàòåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå
ïåðèîäè÷íîñòè è ÷åðåç ðåøåíèå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòå-
ìû äëÿ "óñðåäíåííîé" ìîäåëè, Ω � îáëàñòü, çàíÿòàÿ äâóõôàçíîé
ñðåäîé.
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Äëÿ ýòîãî â [2] ââåäåíî ïîíÿòèå ñèëüíîé äâóõìàñøòàáíîé ñõî-
äèìîñòè, è äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ñ óêàçàííîé ñõîäèìîñòüþ ïî
íîðìå:

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèéuε ñèëüíî äâóõ-
ìàñøòàáíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè u(x, y) ∈ L2(Ω×Q), åñëè
(1)
lim
ε→0

∫

Ω

uε(x)vε(x)dx =

∫

Ω

∫

Q

u(x, y) v(x, y)dxdy, êàê òîëüêîvε(x)
2
⇀ v(x, y)

Óïîìÿíóòûå îñîáåííîñòè çàäà÷ äëÿ "êîìáèíèðîâàííûõ ñðåä"
õàðàêòåðíû íå òîëüêî äëÿ ñðåä, ñîñòàâëåííûõ èç ôàç ñ ñóùåñòâåí-
íî ðàçëè÷íûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ñ ðàçëè÷íîé "ðåîëîãè-
åé" . Îíè òàêæå èìåþò ìåñòî è äëÿ ñðåä, ñîñòàâëåííûõ èç îäíîòèï-
íûõ ïî "ðåîëîãè÷åñêèì" ñâîéñòâàì ìàòåðèàëîâ, íî ñ ìåõàíè÷åñêè-
ìè ïàðàìåòðàìè, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ïî âåëè÷èíå. Òàê, ðàíåå
áûëà äåòàëüíî èññëåäîâàíà òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à î "äâîéíîé ïî-
ðèñòîñòè" , ê ïðèìåðó â [24], [32], ìîíîãðàôèè [18]. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè (äèôôóçèè) æèäêîñòè â ìàòåðèàëå,
ñîñòàâëåííîì èç äâóõ ôàç: õîðîøî ïðîâîäÿùåé æèäêîñòü è ïëîõî
ïðîâîäÿùåé æèäêîñòü. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöè-
åíòû ïðîâîäèìîñòè ñîîòíîñÿòñÿ êàê 1 è ε2, ãäå ε - ðàçìåð ïåðèîäà
ñòðóêòóðû. Â ýòîé çàäà÷å òàêæå íàëèöî óïîìÿíóòûå âûøå îñîáåí-
íîñòè óñðåäíåííîé ìîäåëè è óòâåðæäåíèé î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðåøåíèé èñõîäíûõ çàäà÷ ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è.
Èíòåðåñíûé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè çâóêî-
âûõ âîëí â ñóñïåíçèè (ìèêñòóðå) èç äâóõ ñæèìàåìûõ ñëàáîâÿçêèõ
æèäêîñòåé, êîãäà ïðè ñòðåìëåíèè ε (ïåðèîäà ñòðóêòóðû) ê íóëþ,
âÿçêîñòü îáåèõ æèäêîñòåé "âûðîæäàåòñÿ" êàê ε2. Â ýòîì ñëó÷àå
(ñì [3], [42], [44], [47]) óñðåäíåííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ òàê íàçû-
âàåìûì "äèíàìè÷åñêèì çàêîíîì Äàðñè" . Ýòî � ñèñòåìà óðàâíåíèé,
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êîòîðóþ ìîæíî ñâåñòè ê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ íà óñðåäíåííîå äàâ-
ëåíèå ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì ñëàãàåìûì òèïà ñâåðòêè ïî
âðåìåííîé ïåðåìåííîé âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè äàâëåíèÿ ñ
íåêîòîðûì ÿäðîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ñóììó ýêñïîíåíò. Â [3]
èçó÷åíà ñõîäèìîñòü ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû ê ðåøåíèþ óñðåä-
íåííîé ñèñòåìû è äàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû î ñõîäèìîñòè â
òåðìèíàõ ñëàáîé ñõîäèìîñòè. (Ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ñìåùåíèé æèä-
êîñòåé è èõ ñêîðîñòåé òóò íå áóäåò íè â îäíîé èç ôàç; äàâëåíèå æå
áóäåò ñõîäèòüñÿ ñèëüíî íà îáåèõ ôàçàõ, òî åñòü â ñîâîêóïíîé îáëà-
ñòè).

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñïåêòðîâ ïðå-
äåëüíûõ ("óñðåäíåííûõ" ) ìîäåëåé äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå ñëó÷àåâ
è äîêàçàòåëüñòâî ñèëüíîé äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ðåøåíèé äî-
ïðåäåëüíûõ çàäà÷ ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è. Â ðàáîòå [2] ïî-
êàçàíî, ÷òî ñïåêòð ïðåäåëüíîé çàäà÷è äëÿ ïðîáëåìû äâîéíîé ïîðè-
ñòîñòè, î êîòîðîé ìû óïîìÿíóëè âûøå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíîå
÷èñëî "ñåðèé" , ñõîäÿùèõñÿ ê êîíöàì èíòåðâàëîâ íà âåùåñòâåííîé
îñè, â êîòîðûõ òî÷åê ñïåêòðà òî÷íî íå ìîæåò áûòü; îíè íàçûâàþò-
ñÿ "ëàêóíàìè" . Ïðè ýòîì, êàê ãðàíèöû ëàêóí, òàê è òî÷êè ñïåêòðà
èç ðàçëè÷íûõ ñåðèé ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè èëè ïîëþñàìè íåêîòîðûõ ìå-
ðîìîðôíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû "ÿâíî" .
Åñòåñòâåííî, â òàêîì ñëó÷àå âîçíèêàþò âîïðîñû: 1) ñîõðàíèòñÿ ëè
ïîäîáíàÿ êàðòèíà äëÿ "äèíàìè÷åñêîãî çàêîíà Äàðñè" è "çàêîíà
Áèî" (òî åñòü çàêîíà, îïèñûâàþùåãî ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ
âîëí â ñðåäå "óïðóãèé êàðêàñ - âÿçêàÿ æèäêîñòü" ); 2) êàêîå îòíî-
øåíèå èìååò ñïåêòð ïðåäåëüíîé çàäà÷è ê ñïåêòðàì äîïðåäåëüíûõ
çàäà÷, òî åñòü ñõîäÿòñÿ ëè ñïåêòðû äîïðåäåëüíûõ çàäà÷ êàê ìíî-
æåñòâà (íàïðèìåð, â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ìíîæåñòâ ïî Õàóñäîðôó)
ê ñïåêòðó ïðåäåëüíîé çàäà÷è. Ìåòîä Áëîõîâñêèõ îïåðàòîðîâ â ïðè-
ìåíåíèè ê òåîðèè óñðåäíåíèÿ áûë òàêæå èñïîëüçîâàí â [35] è [36].
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×òîáû èññëåäîâàòü ïåðâûé èç ïîñòàâëåííûõ âîïðîñîâ, ñäåëà-
åì ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè çàäà÷àõ, à
èìåííî - áóäåì èçó÷àòü ñïåêòð òîëüêî îäíîìåðíûõ äâèæåíèé, òî
åñòü ñïåêòð "ñòîÿ÷èõ âîëí" â íàøåé "óñðåäíåííîé" ñðåäå, áåãóùèõ
îò îäíîãî êðàÿ "ñòåíêè" ê äðóãîìó â ïåðïåíäèêóëÿðíîì "ñòåíêå"
íàïðàâëåíèè ñî ñêîðîñòÿìè è ñìåùåíèÿìè òîæå òîëüêî â ïåðïåí-
äèêóëÿðíîì "ñòåíêå" íàïðàâëåíèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïî-
êàçàíî, ÷òî ñïåêòð òàêèõ "ñòîÿ÷èõ âîëí" äëÿ ñðåä, îïèñûâàåìûõ
"äèíàìè÷åñêèì çàêîíîì Äàðñè" è "çàêîíîì Áèî" , áóäåò, âîîáùå
ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûì. Íà âåùåñòâåííîé îñè òàêæå ïîÿâÿòñÿ "ëàêó-
íû" è ñåðèè âåùåñòâåííûõ òî÷åê ñïåêòðà áóäóò ñõîäèòüñÿ ê êðàÿì
ëàêóí. Îäíàêî â ýòèõ ñëó÷àÿõ, â îòëè÷èå îò çàäà÷è î "äâîéíîé
ïîðèñòîñòè" , ïîÿâÿòñÿ äâå êîìïëåêñíûå ñåðèè òî÷åê ñïåêòðà, óõî-
äÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü, íî òàê, ÷òî âåùåñòâåííûå ÷àñòè èìåþò
êîíå÷íûé ïðåäåë. Çäåñü, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ "äâîéíîé ïîðèñòîñòè" ,
âñå òî÷êè ñïåêòðà è êðàÿ "ëàêóí" ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê íóëè
è ïîëþñà íåêîòîðûõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü
íàéäåíû â ÿâíîì âèäå. Âòîðîé èç ïîñòàâëåííûõ âûøå âîïðîñîâ
î ñïåêòðå â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ "äâîéíîé ïîðèñòîñòè" ýòîò âîïðîñ ÷àñòè÷íî
ðåøåí â [2]. Òàì äîêàçàíî, ÷òî åñëè îáëàñòè ñ ïðîâîäèìîñòüþ ε2

â ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ("äèñïåðñíûå
âêëþ÷åíèÿ" ), òî äîïðåäåëüíûå ñïåêòðû ñõîäÿòñÿ ê ïðåäåëüíîìó
â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ìíîæåñòâ ïî Õàóñäîðôó. Äëÿ íåäèñïåðñíûõ
âêëþ÷åíèé âîïðîñ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Îòìåòèì åùå, ÷òî àíàëîãè÷íûå "ëàêóíû" íà âåùåñòâåííîé îñè
ïîÿâëÿþòñÿ â çàäà÷å î ñïåêòðå îïåðàòîðàØðåäèíãåðà â ïåðèîäè÷å-
ñêîé ñðåäå. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êîíòðàñòíîñòè ôàç ñðå-
äû, çîííûé ñïåêòð îïåðàòîðàØðåäèíãåðà ñòðåìèòñÿ ïî Õàóñäîðôó
ê ñïåêòðó èç ñ÷åòíîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ, ðàçäåëåííûõ "ëàêóíàìè" ,
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êðàÿ êîòîðûõ çàäàþòñÿ ñ âûðàæåíèÿìè, ñîâïàäàþùèìè ñ ïîëó÷åí-
íûìè â [2]. Òàê, íà îñíîâàíèè îïèñàííîãî âûøå ñïåêòðàëüíîãî àíà-
ëèçà ìîæíî óñòàíîâèòü îáùèå ÷åðòû çàäà÷, èìåþùèõ ñòîëü ðàçíóþ
ôèçè÷åñêóþ è ìåõàíè÷åñêóþ ïðèðîäó.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïîñâÿ-
ùåíî ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ ôîðìóë äëÿ "ýôôåêòèâíûõ" èëè
"óñðåäåííûõ" õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ âèäà "óïðóãèé êàðêàñ�
ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü"èëè ñóñïåíçèÿ èç äâóõ æèäêîñòåé, â êîòî-
ðûõ óêàçàííûå õàðàêòåðèñòèêè âûðàæåíû ÷åðåç ïðîñòûå ãåîìåò-
ðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñðå-
äû (ñì. [4]). Óêàæåì íà ðàáîòó [5], â êîòîðîé îñíîâíûå õàðàêòåðè-
ñòèêè ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ñðåäå ïëîñêîé âîëíû òàêèå, êàê ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ, äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ è ò.ä. âûðàæåíû ïðè-
áëèæåííî ÷åðåç êîýôôèöèåíò ïîðèñòîñòè ñðåäû, òàê íàçûâàåìûé
"ïðîñâåò" è, åñòåñòâåííî, ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè èñõîäíûõ ìàòåðèà-
ëîâ: ïëîòíîñòü, âÿçêîñòü æèäêîñòè, ìîäóëüÞíãà. Ïîä "ïðîñâåòîì"
â çàäàííîì íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîíèìàåòñÿ äîëÿ îñâå-
ùåííîé ïëîùàäè íà ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé íàïðàâëåíèþ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ, åñëè ïó÷îê ñâåòà íàïðàâëåí ïî íàïðàâëåíèþ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ âîëíû. Êðîìå òîãî, â [6] ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå è îïèñàíà òåõíîëîãèÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïî èçìåðå-
íèþ õàðàêòåðèñòèê ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îáðàçöîâ èç ïîðèñòîãî
ìàòåðèàëà, íàñûùåííîãî âÿçêîé æèäêîñòüþ. Äàëåå â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå áóäóò ïðèâåäåíû òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è
äåêðåìåíòîâ îäíîìåðíûõ êîëåáàíèé â óïðóãèõ ñðåäàõ. Òåì ñàìûì,
âïîëíå ðåàëüíûì ñòàíîâèòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷è î ñðàâíåíèè ðå-
çóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé è äåêðåìåíòîâ çàòóõàíèÿ
ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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Ïåðåéäåì ê îáçîðó ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñî-
ñòîèò èç ïÿòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðàôû, ââåäåíèÿ è çàêëþ÷å-
íèÿ.

Â ãëàâå 1 ïðèâîäèòñÿ çàäà÷à "äâîéíîé ïîðèñòîñòè" , ñîîáùàþò-
ñÿ ðåçóëüòàòû óñðåäíåíèÿ â ýòîé çàäà÷å, à òàêæå ïðîâåäåí àíàëèç
ñïåêòðîâ ïðåäåëüíîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ "îäíîìåðíûõ" (îïèñàííûõ
âûøå) äâèæåíèé.

Â ãëàâå 2 ïðèâîäèòñÿ çàäà÷à î ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â ïî-
ðèñòîé ñðåäå. Áîëåå ïîëíûé àíàëèç ýòîé çàäà÷è è äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 3 ìîæíî íàéòè â [8].

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î êîëåáàíèÿõ "ìèêñòóðû"
(ñóñïåíçèè) äâóõ âÿçêèõ ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé â çàìêíóòîì ñî-
ñóäå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äàíà ïî [1]. Çäåñü ïðè àíàëèçå ñïåêòðà
óïðîùåííîé ïðåäåëüíîé çàäà÷è âîçíèêàåò èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòü
ïîâåäåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà. Â îòëè÷èå îò çàäà÷è "äâîéíîé ïî-
ðèñòîñòè" , ñïåêòð ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà íå áóäåò âåùåñòâåííûì,
à, íàïðîòèâ, áóäåò ñîäåðæàòü äâå ñåðèè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ
òî÷åê, äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîòîðûõ íàêàïëèâàþòñÿ ê íåêîòîðîé
òî÷êå, à ìíèìûå � ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò îò-
ðàæåí â òåîðåìàõ 4�5 (ñì. òàêæå ôèã. 4 è ôèã. 5) .

Â ãëàâå 4 ðàññìîòðåí òàê íàçûâàåìûé Çàêîí Áèî òî åñòü çà-
êîí, îïèñûâàþùèé ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ âîëí â ñðåäå "óïðó-
ãèé êàðêàñ - âÿçêàÿ æèäêîñòü". Ñîîáùàåòñÿ èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà,
ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïî [1], ïðèâåäåíû ïðåäåëüíûå òåîðåìû, íåîáõî-
äèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè. Ðàíåå íè
îäèí èç àâòîðîâ íå ïîëó÷àë ïðè ïîìîùè äâóõìàñøòàáíîé ñõîäè-
ìîñòè ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó, èçâåñòíóþ èç êëàññè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ
ðàáîò (òàêèõ êàê [7] èëè [12]). Â ïàðàãðàôàõ 4�7 ãëàâû 4 ïðîâå-
äåíî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ðåøåíèé
äîïðåäåëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ê ðåøåíèÿì óñðåäíåííîé çàäà÷è.
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Â ïàðàãðàôàõ 8�9 ïðèâåäåíî ñïåêòðàëüíîå èññëåäîâàíèå óïðîùåí-
íîé ïðåäåëüíîé çàäà÷è. Îáíàðóæåíî èíòåðåñíîå ñõîäñòâî ïîâåäå-
íèé ñïåêòðîâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñ ïîâåäåíèåì ñïåêòðîâ çà-
äà÷è î êîëåáàíèè ñóñïåíçèè äâóõ âÿçêèõ ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé â
çàìêíóòîì ñîñóäå (ãëàâà 3). Ýòè ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òåîðåìû
11�12 (ñì. òàêæå ðèñóíêè ôèã. 8, 9, 10).

Â ãëàâå 5 äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà 14.
Òåîðåìà. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñõîäèìîñòè:

χ (Ωs
ε) p̂ε(x)

2→ Πp(x),

~̂uε(x)
2→ ~u(x) + ~w(x, y),

ε∇x
~̂uε(x)

2→ ∇y ~w(x, y),

χ
(
Ωh

ε

) (
∇x

~̂uε(x)
)

2→ χ (Ω ∩Q\B) (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y)).

Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ è äîêàçàííûõ
â [2], òåîðåìà 14 ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ñèëüíîé
ñõîäèìîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
ε→0

‖pε(x, t)− p(x, t)‖L2(Ωs
ε) = 0,

lim
ε→0

‖~uε(x, t)− ~u(x, t)‖L2(Ωh
ε ) = 0,

lim
ε→0

‖~̇uε(x, t)− ~̇u(x, t)‖L2(Ωh
ε ) = 0,

lim
ε→0

‖∇x~uε(x, t)−∇x~u(x, t)−∇y~u1(x, x
ε
)‖L2(Ωh

ε ) = 0,

lim
ε→0

‖∇x~̇uε(x, t)−∇x~̇u(x, t)−∇y~u1(x, x
ε
)‖L2(Ωh

ε ) = 0,

lim
ε→0

‖~uε(x, t)− ~u(x, t)− ~w(x, x
ε
, t)‖L2(Ωs

ε) = 0,

lim
ε→0

ε‖∇x~uε(x, t)−∇x~u(x, t)−∇x ~w(x, x
ε
, t)‖L2(Ωs

ε) = 0,

lim
ε→0

‖~̇uε(x, t)− ~̇u(x, t)− ~̇w(x, x
ε
, t)‖L2(Ωs

ε) = 0,

lim
ε→0

ε‖∇x~̇uε(x, t)−∇x~̇u(x, t)−∇x ~̇w(x, x
ε
, t)‖L2(Ωs

ε) = 0.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåí ñïèñîê âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ïðè-
ìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
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Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäè-
òåëþ ïðîôåññîðó, äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê À. Ñ. Øà-
ìàåâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæ-
äåíèÿ; ñâîåìó îòöó � äîöåíòó, êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê À. À. Êîñìîäåìüÿíñêîìó çà ïîääåðæêó â òðóäíûå ìèíóòû;
êàíäèäàòó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê Ï. Ë. Ãóðåâè÷ó çà ñîâåòû
â îôîðìëåíèè ðàáîòû.
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Ãëàâà 1

Ïðîáëåìà äâîéíîé ïîðèñòîñòè

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü B � ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèîäîì 1 îòêðûòîå ìíîæåñòâî â
Rd ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ,Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd òàê æå ñ
ãëàäêîé ãðàíèöåé. Ïîëîæèì Ωs

ε = Ω
⋂

εB, Ωε
h = Ω\εB̄ . Ââåäåì

òàêæå îáîçíà÷åíèå Q = [0, 1] × · · · × [0, 1] (d ðàç) � åäèíè÷íûé êóá
â Rd.

Â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèÿ æèäêîñòè â ñðåäå, ñîñòîÿùåé èç äâóõ
ìàòåðèàëîâ ðàçíîé ïðîâîäèìîñòè, (ñì [2]) ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ
"óñðåäíåííîé" ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ ïðè ε → 0 çàäà÷è:

(2)





u̇ε = div (aε(x)∇uε) â Ω,

uε|t=0 = ϕ(x), uε|∂Ω = 0,

ãäå

aε =





1, x ∈ Ωh
ε ,

ε2, x ∈ Ωs
ε,

òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé t, ϕ(x) ∈ C∞
0 (Rd).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê ââåäåì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå
çàäà÷è èëè "çàäà÷è íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè" . Ðåøåíèÿ âñåõ ýòèõ
çàäà÷ äîëæíû áûòü 1-ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïî ïåðåìåííûì
y1, . . . , yd. Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå:





∆ψk = −λkψk â B, ψk|∂B = 0,

||ψk||L2(B∩Q) = 1, k = 1, 2, . . .
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ãäå ψk(y) - ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . . . Êðîìå
òîãî, îïðåäåëèì òàêæå ôóíêöèè N i(y) êàê 1-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ íåîäíîðîäíûõ çàäà÷ Íåéìàíà (çäåñüν = (ν1, . . . , νd) � âíåøíÿÿ
íîðìàëü ê ∂B � ãðàíèöå B):





∆N i(y) = 0 â Q\B,

∂N i

∂ν
= νi, íà ∂B.

Îïðåäåëèì òàêæå ìàòðèöó ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

aij =

〈
δij +

∂N i

∂yj

(y)

〉

Q\B

è ôóíêöèè

d(y, t) =
∞∑

k=1

ckψk(y)e−λkt; D(t) =
∞∑

k=1

ck < ψk(y) >B∩Q e−λkt; ck =< ψk(y) >B,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå〈f〉Ω =
∫
Ω

f dy.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ d(y, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþ-
ùåé êðàåâîé çàäà÷è â êëàññå 1-ïåðèîäè÷åñêèõ ïîy ôóíêöèé:





ḋ(y, t) = ∆d(y, t), t ∈ (0, +∞),

d|∂B = 0, d|t=0 = 1, y ∈ B.

Òîãäà óñðåäíåííàÿ ìîäåëü, êàê óñòàíîâëåíî, íàïðèìåð, â [2], ïðè-
ìåò âèä:

(3)





u̇ =
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+ D(t) ∗ u â Ω,

u|t=0 = ϕ(x), u|∂Ω = 0.

Çäåñü (f ∗ g) (t) ≡
t∫

0

f(t−τ)g(τ)dτ � îáîçíà÷åíèå äëÿ ñâåðòêè ôóíê-

öèé f è g, D(t) =
∞∑

k=1

c2
ke
−λkt. Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî èìåþò ìåñòî

ñõîäèìîñòè:

‖uε(x, t)− u(x, t)‖L2(Ωh
ε ) → 0, ε → 0,

è
‖uε(x, t)− w(x, x/ε, t)‖L2(Ωs

ε) → 0, ε → 0,
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ãäå w(x, y, t) = d(y, t) ∗ [u̇(x, t) + f(x, t)].

1.2. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è (3) çàâèñèò
òîëüêî îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîéx1, à òàêæå a11 = 1

è Ω = [0, 1]. Êðîìå òîãî, çäåñü è äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ðÿä äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèèD(t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýêñ-
ïîíåíò. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå óïðîùàåò èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ
ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì ââåäåííîå óïðîùåíèå
äîâîëüíî åñòåñòâåííî: ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå ðåøåíèé ìû ìîæåì
èìåòü äåëî òîëüêî ñ ðÿäàìè, ñîäåðæàùèìè êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ.
Òîãäà çàäà÷à (3) ïðèìåò âèä

(4) u̇ = u′′ + D(t) ∗ u, u(0, t) = u(1, t) = 0, ∀t > 0;

D(t) =
n∑

i=1

Mie
mit, mi = −λi, Mi = c2

k.

Ñäåëàåì â (4) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé t. Ïîëó-
÷èì

(5) û(x, λ) · λ = û′′(x, λ) + D̂(λ) · û(x, λ) + ϕ(x) â Ω,

û(0, λ) = û(1, λ) = 0, ãäå û(x, λ) è D̂(λ) � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
ôóíêöèé u è D ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ çàäà÷è (5) ïîëîæèìϕ ≡ 0 è
èññëåäóåì ñïåêòð σ1 çàäà÷è (5), òî åñòü ìíîæåñòâî òàêèõ λ ∈ C,
÷òî çàäà÷à (5) ïðè ϕ ≡ 0 èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ ðåøåíèÿ. Áóäåì
èñêàòü ôóíêöèþ u(x, λ) â âèäå ðÿäà

(6) u(x, λ) =
∞∑

k=1

uk(λ) sin πkx

Ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â (5) ïðèϕ ≡ 0. Òàê êàê ñèñòåìà ôóíê-
öèé {sin πkx} ïîëíà â L2[0, 1], ïðèðàâíèâàÿ ìíîæèòåëè ïðè êàæäîì
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k = 1, 2, . . . , ïîëó÷èì

(7) λûk = −π2k2ûk + D̂(λ) · ûk, k = 1, 2, . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïåêòð σ1 çàäà÷è (5) ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ïîk

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (ñì. ôèã. 1):

D̂(λ) = λ + π2k2, k = 1, 2, . . .

(×åðåç Ni îáîçíà÷åíû íóëè ôóíêöèè D̂(λ)).
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ñòðóêòóðå ñïåêòðàσ1 çà-
äà÷è (5) (ñì. ôèã. 2):

1.3. Ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. Ñïåêòð σ1 ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà ñîñòîèò èç ÷è-
ñåë mi, i = 1, 2, . . . , à òàêæå áåñêîíå÷íûõ ñåðèé êîíå÷íîêðàòíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñõîäÿùèõñÿ ñëåâà ê òî÷êàìmi.

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî Λ1 = {λ ∈ R : D̂(λ) < 0} íå ñîäåðæèò
òî÷åê ñïåêòðà σ1. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå íåêîòîðîãî
÷èñëà èíòåðâàëîâ ("ëàêóí"); ëåâûì êîíöîì êàæäîãî èç ýòèõ èíòåð-
âàëîâ áóäåò ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êàmi, à ïðàâûì - íóëü ôóíêöèè
D̂(λ) =

n∑
i=1

Mi
λ−mi

(ñì. ôèã. 3).
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Ãëàâà 2

Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à ôèëüòðàöèè â ïîðèñòîé
ñðåäå

Çäåñü ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç [8, ãë.III,�13] áåç äî-
êàçàòåëüñòâ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ñòîêñà
(ôèëüòðàöèÿ æèäêîñòè â ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè):

(8)





−∇pε + ∆~uε + ~f = 0 â Ωs
ε,

div~uε = 0 â Ωs
ε,

~uε|∂Ωs
ε

= 0,

ðåøåíèå êîòîðîé ïîíèìàåòñÿ êàê îáîáùåííîå, ~f ∈ L2(Ω) � ñîîò-
âåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ ïðèâåäåíû â [8]. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå
ðåøåíèÿ çàäà÷è (8) ïðè ε → 0.

Îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèè ~vk(y), k = 1, 2 êàê ðåøåíèÿ ñëåäó-
þùèõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòèQ.





−∇yq
k + ∆yy~v

k + ~ek = 0, â Q ∩B,

divy~v
k = 0, â Q ∩B,

~vk|∂Q\B = 0,

~vk, qk� 1-ïåðèîäè÷åñêèå ïî y1, . . . , yd,

ãäå ~e1, . . . , ~ed � îðòû êîîðäèíàòíûõ îñåé 0y1, . . . , 0yd.
Îïðåäåëèì ìàòðèöó

Kij ≡
∫

Q∩B

vi
j dy1dy2,
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êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè è íà-
çûâàåòñÿ ìàòðèöåé ýôôåêòèâíîé ôèëüòðàöèè èëè ìàòðèöåé Äàð-
ñè. Ïðèâîäèìûé íèæå ðåçóëüòàò î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Ñòîêñà â ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè, ïðèâîäÿùèé ê òàê
íàçûâàåìîìó "çàêîíó Äàðñè" , íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå áûë èçâå-
ñòåí ñïåöèàëèñòàì ïî òåîðèè ôèëüòðàöèè íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ëåò
íàçàä. Îäíàêî ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, îáîñíîâû-
âàþùåå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò çàäà÷è Ñòîêñà ê çàêîíó Äàðñè â
îáëàñòè áåç ïåðôîðàöèè, ïðåäñòàâëÿëî çíà÷èòåëüíûå ìàòåìàòè÷å-
ñêèå òðóäíîñòè.

Â ðàáîòå Ë. Òàðòàðà, îïóáëèêîâàííîé â ïðèëîæåíèè ê ìîíî-
ãðàôèè [3], óêàçàííûé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä áûë îñóùåñòâëåí äëÿ
îãðàíè÷åííîé îáëàñòèΩ. Ðàíåå òàêîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä áûë ïðî-
âåäåí â ðàáîòå Ä. Á. Âîëêîâà [9] ìåòîäîì àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-
æåíèé äëÿ íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Â ðàáîòå Â. Â. Æèêîâà [10] ñó-
ùåñòâåííî îñëàáëåíû óñëîâèÿ ãëàäêîñòè äëÿ ãðàíèöû ïðåïÿòñòâèÿ
Q∩B, èìåííî, ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå êëàññû îáëàñòåéQ∩B áåç
óñëîâèé Ëèïøèöåâîñòè ãðàíèöû ∂(Q ∩ B). Â ðàáîòå Ã. Â. Ñàíäðà-
êîâà [11] ðàññìîòðåíû çàäà÷è íåñòàöèîíàðíîé ôèëüòðàöèè, êîãäà
âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà îáëàñòü ñ æèäêîñòüþ, çàâèñèò îò
âðåìåíè.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [8]).

Òåîðåìà 3. Ïðîäîëæèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñêîðîñòåé~uε, ïðî-
äîëæåííûõ íóëåì âΩ. Ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîäîëæåíèå äàâëåíèÿ íà
âñþ îáëàñòü Ω (îáîçíà÷èì åãî êàê Pε), ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
ε→0

‖Pε(x)− p(x)‖L2(Ω) = 0,

lim
ε→0

‖~uε(x)− ~u0(x,
x

ε
))‖L2(Ω) = 0,

lim
ε→0

ε‖∇~uε(x)−∇~u0(x,
x

ε
))‖L2(Ω) = 0,
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ãäå ôóíêöèÿ p(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Íåéìàíà




d∑
i,j=1

Kij
∂2p(x)
∂xi∂xj

=
d∑

i,j=1

Kij
∂fi(x)
∂xj

â Ω,

d∑
i,j=1

Kij
∂p(x)
∂xi

nj =
d∑

i,j=1

Kijfi(x)nj íà ∂Ω,

Kij =
∫

Q∩B

(~vi)jdy, à âåêòîð-ôóíêöèè ~vi ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäó-

þùèõ çàäà÷ Ñòîêñà â îáëàñòèQ ∩B:



∇yqi(y)−∆yy~vi(y) = ~ei â Q ∩B,

div~vi = 0, ~vi ∈ H1
per(Q ∩B),

ôóíêöèÿ ~u0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

~u0(x, y) =
d∑

i=1

(
f i(x)− ∂p(x)

∂xi

)
~vi(y).

Ðåçóëüòàò òåîðåìû (3) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü óòâåð-
æäåíèå î áëèçîñòè êîìïîíåíò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è è èõ ïðî-
èçâîäíûõ ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïîíåíòàì è èõ ïðîèçâîäíûì ïðå-
äåëüíîé çàäà÷è â òåðìèíàõ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå
L2(Ω). Îäíîé èç çàäà÷ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå
âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ìîäåëåé ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ïîðèñòîé ñðåäå, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåé ñîáîé óïðóãèé êàðêàñ, çàïîëíåííûé æèäêîñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî â ðÿäå èçâåñòíûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ äàííîìó âî-
ïðîñó, ðåçóëüòàòû î ñõîäèìîñòè ñêîðîñòåé ôîðìóëèðóþòñÿ â òåð-
ìèíàõ ñëàáîé èëè äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè. Äëÿ ïðèëîæåíèé
ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ ïåðåôîðìóëèðîâàòü ïîäîáíûå
ðåçóëüòàòû â òåðìèíàõ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè íå òîëüêî äëÿ êîìïî-
íåíò ñêîðîñòè, íî è äëÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà ñêîðîñòè. Äåéñòâè-
òåëüíî, âåëè÷èíû ãðàäèåíòîâ ñêîðîñòåé æèäêîñòè îïðåäåëÿþò äèñ-
ñèïàöèþ ýíåðãèè â ïðîöåññå ôèëüòðàöèè, è ïîýòîìó âàæíû äëÿ
ïðèëîæåíèé.
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Çàìå÷àíèå 2. Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî îòëè÷-
íîå îò ïðèíÿòîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðåäåëåíèå ïåðôîðèðîâàí-
íîé îáëàñòè. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ÿ÷åéêè, èìåþùèå îáùèå òî÷êè
ñ ãðàíèöåé èñõîäíîé îáëàñòèΩ, âõîäÿò öåëèêîì â ñîñòàâ ýòîé îáëà-
ñòè, ïðåïÿòñòâèÿ èç òàêèõ ÿ÷ååê ìû íå âûáðàñûâàåì. Òàêàÿ ìîäè-
ôèêàöèÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè íóæíà äëÿ òîãî,
÷òîáû íà ãðàíèöå îáëàñòè íå âîçíèêàëè "çàîñòðåíèÿ" òàêîé êîí-
ôèãóðàöèè, ïðè êîòîðûõ ñëàáîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ñòîêñà ìîæåò íå
èìåòü ðåøåíèÿ (è, ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è íå
èìååò ñìûñëà).
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Ãëàâà 3

Ïðîáëåìà êîëåáàíèé ñóñïåíçèè èç äâóõ
æèäêîñòåé â îãðàíè÷åííîì ñîñóäå

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ìîäåëèðóåò ìàëûå êîëåáàíèÿ ñìå-
ñè (ñóñïåíçèè) èç äâóõ æèäêîñòåé ñ ïëîòíîñòÿìè ρ1, ρ2, êîýôôè-
öèåíòàìè ñæèìàåìîñòè γ1, γ2 è êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëÿþùèìè
âÿçêîñòü ν1, ν2 ñîîòâåòñòâåííî. Îíà èìååò âèä
(9)



ρεüε
i = −∂pε

∂xi
+ ε2νε(x)∆uε

i + fi(x, t), (i = 1, 2, 3) â Ω, ~uε = (uε
1, u

ε
2, u

ε
3)

pε(x, t) = −γεdiv~uε, ~uε|∂Ω = 0, ~uε|t=0 = ~̇uε|t=0 = 0,

ρε(x) =





ρ1, x/ε ∈ B,

ρ2, x/ε ∈ Q\B,
, γε(x) =





γ1, x/ε ∈ B,

γ2, x/ε ∈ Q\B,

νε(x) =





ν1, x/ε ∈ B,

ν2, x/ε ∈ Q\B.

Äàëåå âåçäå â ýòîì ðàçäåëå â ýòîì ðàçäåëå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
íà ãðàíèöå êîíòàêòà äâóõ æèäêîñòåé âûïîëíåíû åñòåñòâåííûå óñëî-
âèÿ íåïðåðûâíîñòè ñìåùåíèé è ïîâåðõíîñòíûõ íàïðÿæåíèé. Âñïî-
ìîãàòåëüíûå çàäà÷è íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñðåä-
íåííîé ñèñòåìû èìåþò âèä (ñì [3])





ρ(y) ~̇di − ν(y)∆y
~di + ~∇q = 0, y ∈ Q

divy
~di = 0, ~di|t=0 = ~ei

ρ(y)
, y ∈ Q,
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âåêòîð-ôóíêöèÿ ~di(y), i = 1, 2, 3 � 1-ïåðèîäè÷íà, ~ei - åäèíè÷íûé îðò
â íàïðàâëåíèè îñè Oxi. Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

~di(y, t) =
n∑

k=1

ck
i
~ψk(y)e−λkt, ci

k =

〈(
~ei

ρ(y)
, ~ψk(y)

)〉

Q

,

ãäå {~ψk(y)} è {λk} � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è òèïà Ñòîêñà, ñîñòîÿùåé â îïðåäåëåíèè ÷èñåë
{λk} è âåêòîð-ôóíêöèé {~ψk} òàêèõ, ÷òî çàäà÷à





ρ(y)λk
~ψk(y)− ν(y)∆yy

~ψk(y) +∇q = 0, y ∈ Q,

divy
~ψk(y) = 0, ~ψk(y)� 1-ïåðèîäè÷íà.

èìååò îòëè÷íûå îò òîæäåñòâåííûõ ðåøåíèÿ. Òåïåðü ïîëîæèìDij(t) =[
< ~di(y, t) >Q

]
j
è îáîçíà÷èì ÷åðåç D(t) � ìàòðèöó èç ýëåìåíòîâ

Dij(t), à ÷åðåçD(y, t) - ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè (D(y, t))ij =
[
~di(y, t)

]
j

Â [3] àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè íàéäåíà óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà

(10)




〈γ−1(y)〉Q ṗ + divx

[
D(t) ∗ (~f(x, t)− ~∇p)

]
= 0 â Ω,

(D(t) ∗ ~∇p, ~ν) = (D(t) ∗ ~f, ~ν) íà ∂Ω,

è èçó÷åí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðåøåíèé çàäà÷è (9) ê ðåøåíèþ çà-
äà÷è (10). Áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ïðîâåäåí àâòîðàìè íàñòîÿùåé
ðàáîòû, îäíàêî, åãî ðåçóëüòàòû íàõîäÿòñÿ â ñòàäèè îôîðìëåíèÿ.
Òàê, èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè:

‖uε(x, t)− u0(x, x/ε, t)‖L2(Ω) → 0, ε → 0,

‖ε∇xuε(x, t)−∇yu
0(x, x/ε, t)‖L2(Ω) → 0, ε → 0

||pε − p||L2(Ω) → 0, ε → 0,

ãäå u0(x, y, t) ≡ (
t∫

0

D(τ, y) dτ) ∗
(

~f(x, t)− ~∇p
)
.
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3.2. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç

Âîçüìåì ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó (10) è óïðîñòèì åå, êàê ìû ïîñòó-
ïàëè ðàíåå ïðè àíàëèçå ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâîéíîé ïîðèñòîñè, ñî-
êðàùàÿ êîëè÷åñòâî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ äî îäíîé. Ïî-
ëó÷åííóþ çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ṗ = D ∗ p′′; p′(0, t) = p′(1, t) = 0; D(t) =
n∑

i=1

Mie
mit,

ãäå mi = −λi, à Mi =
〈

1
γ(y)

〉−1
〈

ψ
(1)
i

ρ(y)

〉

Q

〈
ψ

(1)
i

〉
Q
, ψ

(k)
i � k-òàÿ êîì-

ïîíåíòà âåêòîðà ~ψi.
Çàìåòèì, ÷òî Mi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . ). Â ñàìîì äåëå,

Mi =

〈
ψ

(1)
i

ρ(y)

〉

Q

〈
ψ

(1)
i

〉
Q

=

=

(
1

ρ1

〈
ψ

(1)
i

〉
Q∩B

+
1

ρ2

〈
ψ

(1)
i

〉
Q\B

)(〈
ψ

(1)
i

〉
Q∩B

+
〈
ψ

(1)
i

〉
Q\B

)
=

=
1

ρ1

〈
ψ

(1)
i

〉2

Q∩B
+

1

ρ2

〈
ψ

(1)
i

〉2

Q\B
+

(
1

ρ1

+
1

ρ2

) 〈
ψ

(1)
i

〉
Q∩B

〈
ψ

(1)
i

〉
Q\B

≥

≥ 1

2ρ1

〈
ψ

(1)
i

〉2

Q∩B
+

1

2ρ2

〈
ψ

(1)
i

〉2

Q\B
≥ 0.

Ïðîäåëàåì òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è (5).
Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, ïðèíèìàÿ ñíîâàλ çà
ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ïðèäåì ê óðàâíåíèþ:

(11) D̂(λ) = − 1

π2k2
λ, k = 1, 2, . . .

(ñì. ôèã. 4). Çäåñü, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ çàäà÷è äâîéíîé ïîðèñòîñòè,
ïîÿâëÿåòñÿ ìíèìàÿ ÷àñòü òî÷åê ñïåêòðàσ2 ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà.
Ïðè k →∞ äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè äâóõ ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ñòðåìÿòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó, à ìíèìûå ñòðåìÿòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè. Ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè ñåðèé ÿâëÿþòñÿ íóëè ôóíê-
öèè D̂(λ).
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3.3. Ðåçóëüòàòû

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ î ñòðóêòóðå ñïåêòðàσ2 � ðåçóëü-
òàò ïðîñòîãî àíàëèç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (11) (ñì. ôèã. 5):

Òåîðåìà 4. Ñïåêòð σ2 çàäà÷è (11) ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íûõ ñå-
ðèé êîíå÷íîêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ñïðàâà ê
âåùåñòâåííûì íóëÿì ôóíêöèè D̂(λ) =

n∑
i=1

Mi
λ−mi

, à òàêæå äâóõ ñå-
ðèé ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ìîäóëè êîòîðûõ ñòðåìÿò-
ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ñòðåìÿòñÿ ê âåëè÷èíå

x0 =

∑
Mimi

2
∑

Mi

≤ 0.

Òåîðåìà 5. Ìíîæåñòâî Λ2 = {λ ∈ R : D̂(λ) < 0} íå ñîäåð-
æèò òî÷åê ñïåêòðà σ2. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî
èíòåðâàëîâ ("ëàêóí"). Ëåâûì êîíöîì êàæäîãî èç ýòèõ èíòåðâà-
ëîâ áóäåò ñîîòâåòñòâóþùèé íóëü ôóíêöèè D̂(λ), à ïðàâûì � òî÷êà
mi(ñì. ôèã. 6).

Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü ρ1 = ρ2 = ρ. Òîãäà

M1 =
1

ρ 〈γ−1〉Q
; Mk = 0 ïðè k > 1; m1 = 0,

è óðàâíåíèå (11) ïðèìåò âèä
1

λρ 〈γ−1〉Q
= − λ

π2k2
,

îòêóäà
λ = ±i

πk√
ρ

〈
γ−1

〉
Q

� ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ñòðóíû.
Ýòîò ïðèìåð ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè îäèíàêîâîé ïëîòíîñòè äâóõ
æèäêîñòåé, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ñìåñè, èñ÷åçàþò ýôôåêòû "ïîñëå-
äåéñòâèÿ" è äèññèïàöèè ýíåðãèè.
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Ãëàâà 4

Ìàëûå êîëåáàíèÿ êîìáèíèðîâàííîé ñðåäû,
ñîñòîÿùåé èç âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè è

óïðóãîãî êàðêàñà (Çàêîí Áèî)

4.1. Èñòîðèÿ âîïðîñà

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ñðåäå, ñîñòîÿ-
ùåé èç äâóõ ôàç � óïðóãîãî ìàòåðèàëà è âÿçêîé æèäêîñòè � ðàñ-
ñìàòðèâàëàñü â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 50�60 ëåò ìíîãèìè àâòîðàìè.

Òàê, â ðàáîòå [7] âûâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí òåí-
çîðà íàïðÿæåíèé è äàâëåíèÿ â ãðóíòå (ïîðîäå), êîòîðûé ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê óïðóãèé êàðêàñ ñ òðåùèíàìè, çàïîëíåííûìè âÿç-
êîé æèäêîñòüþ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðíûå ðàç-
ìåðû ìèêðîíåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé
èçìåðåíèÿ äëèíû, îò êîòîðîé çàâèñÿò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò
òåíçîðà íàïðÿæåíèé τij è äàâëåíèå p.

Çäåñü è äàëåå ìû ïðèíèìàåì ñîãëàøåíèå î ñóììèðîâàíèè ïî
ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.

Óêàçàííûå ôîðìóëû èìåþò âèä:

(12) τij = 2µeij + δij(λdivu + αMdivw),

(13) p = −αMdivu−Mdivw,

ãäå µ, λ, α, M � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò ñâîéñòâ
óïðóãîãî ìàòåðèàëà è æèäêîñòè,~u ≡ (u1, u2, u3) � âåêòîð-ôóíêöèÿ,
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çàäàþùàÿ ñðåäíåå ñìåùåíèå óïðóãîãî ìàòåðèàëà ("êàðêàñà" èëè
"ñêåëåòà" ), ~w ≡ (w1, w2, w3) � ñðåäíåå ñìåùåíèå æèäêîñòè ïî îò-
íîøåíèþ ê "êàðêàñó" èëè "ñêåëåòó" .

Â ðàáîòå [12] ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé (12), (13) ñòðîèò-
ñÿ ìîäåëü ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â êîìáèíèðîâàííûõ
ñðåäàõ "æèäêîñòü � óïðóãèé ìàòåðèàë" . Â äàëüíåéøåì ïðèâîäè-
ìûé íàìè íèæå çàêîí ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ðÿäå ðàáîò èñïîëü-
çóåòñÿ ïîä íàçâàíèåì "çàêîíà Áèî" .

Ñèñòåìà óðàâíåíèé èç ðàáîòû [12] èìååò âèä:

(14) ρ̃~̈u + ρs ~̈wµ∆~u +∇ [(µ + λc)divu + αMdivw] + f(x, t) = 0,

(15) ~∇p− ~f − ρs~̈u = A

(
∂

∂t

)
~̇w,

(16) p = −αMdivu−Mdivw,

ãäå ρ̃ � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü êîìáèíèðîâàííîé ñðåäû �óïðóãîñòü �
æèäêîñòü�, ρs � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, µ, λc, α, M � íåêîòîðûå êîí-
ñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå óïðóãèå ñâîéñòâà âåùåñòâà è ñæèìàåìîñòü
æèäêîñòè, A( ∂

∂t
) � ìàòðè÷íûé îïåðàòîð, êàæäûé ýëåìåíò êîòî-

ðîãî (à èõ 3× 3 = 9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îò
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ∂

∂t
. Êîíêðåòíûé âèä ýòîé ôóíêöèè

ñòðîèòñÿ àâòîðîì èç ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, â çàâèñèìîñòè îò
ñâîéñòâ æèäêîñòè è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êàíàëîâ, çàïîëíåííûõ
æèäêîñòüþ.

Â êíèãå [3] òà æå çàäà÷à èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäà-
ìè. Àâòîð ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êîìáèíèðîâàííàÿ ñðåäà "æèäêîñòü �
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óïðóãèé ìàòåðèàë" èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, ïðè÷åì ïåðè-
îä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëóþ âåëè÷èíó, ðàâíóþ ε. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî óïðóãèé ìàòåðèàë ("êàðêàñ" ) è îáëàñòü, çàíÿòàÿ æèä-
êîñòüþ, ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè ìíîæåñòâàìè. Ïðèâîäèìóþ íèæå ñè-
ñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé àâòîðû âûâîäÿò ñ ïîìîùüþ
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ε → 0. Îíà èìååò âèä:

(17) ρ̃üi + ρsẅi =
∂

∂xj

(qijknekn(u)− αijp) + fi (i = 1, 2, 3),

(18) ~̇wk =

t∫

−∞

gki(t− s)

(
fi − ∂p

∂xi

− ρsüi

)
ds,

(19)
(

Π

γ
+ β

)
p + divw + αijeij(u) = 0,

ãäå Π, γ, β � êîýôôèöèåíòû ïîðèñòîñòè óïðóãîé ñðåäû, ñæèìà-
åìîñòè æèäêîñòè è ñæèìàåìîñòè óïðóãîãî ìàòåðèàëà,αij = δij|Q∩
B| − βij, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, |Q ∩B| � îáúåì æèäêîñòè â îä-
íîé ("ñòàíäàðòíîé" ) ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòèQ ñî ñòîðîíîé 1, βij �
íåêîòîðûå ÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùèå ñæèìàåìîñòü óïðóãîãî ìàòå-
ðèàëà ïðè íàãðóæåíèÿõ ïåðèîäè÷åñêîé ÿ÷åéêè îïðåäåëåííûì íà-
áîðîì ñèëîâûõ ïîëåé, ïðèëîæåííûõ ê ãðàíèöå, qijkn � òàê íàçû-
âàåìûé "ýôôåêòèâíûé" èëè "óñðåäíåííûé" òåíçîð äëÿ ïîðèñòîé
óïðóãîé ñðåäû â îòñóòñòâèè æèäêîñòè, gki(s) � ýëåìåíòû ìàòðè÷-
íîãî (ðàçìåðîì 3×3) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà òèïà ñâåðòêè, êîòî-
ðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ çà-
äà÷ òèïà äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è Ñòîêñà íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè
Q ∩B, êîòîðûå ìû ïðèâåäåì íèæå.

Ðàññóæäåíèÿ àâòîðà ïðèâîäÿò ê óñðåäíåííîé ñèñòåìå (17)�(19),
îäíàêî íå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ñòðîãèìè.
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Â ðàáîòå [1] ïðèâîäèòñÿ âïîëíå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà îò ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ äâóõ ôàç ê óïîìÿíó-
òîé óñðåäíåííîé ñèñòåìå. Â ýòîé ðàáîòå àâòîð ðàññìàòðèâàåò ñëó-
÷àé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñòðîãîãî äîêàçàòåëü-
ñòâà ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà àâòîð ââîäèò ïîíÿòèå
"äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè" , îáîáùàþùåé ïîíÿòèå ñëàáîé ñõî-
äèìîñòè, è äîêàçûâàåò ñâîéñòâà ýòîé ñõîäèìîñòè.

Àíàëîãè÷íîìó âîïðîñó ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ [13], ãäå ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà ò. í. �äâóõìàñøòàáíîé� ñõîäèìîñòè âûâîäèòñÿ óêàçàííàÿ ñè-
ñòåìà äëÿ ñëó÷àÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

4.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, Q = (0, 1)× (0, 1)× (0, 1) � åäèíè÷íûé êóá
â R3, B � ïåðèîäè÷åñêîå ñ ïåðèîäîì 1 îòêðûòîå ìíîæåñòâî âR3 ñ
ãëàäêîé ãðàíèöåé òàêîå, ÷òîQ∩B ñâÿçíî,Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
â R3 òàê æå ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, ïîëîæèìΩs

ε = Ω∩εB, Ωh
ε = Ω\εB̄,

ãäå 0 < ε < 1 - ìàëûé ïàðàìåòð.
Äàëåå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ âåêòîð-ôóíêöèé ~v = (v1, v2, v3) è ~w = (w1, w2, w3):

Eij(~v) =
1

2

(
∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)
, eij(~w) =

1

2

(
∂wi

∂yj

+
∂wj

∂yi

)
.

Ñîîòâåòñòâåííî ìû îáîçíà÷àåì çàdivy îïåðàòîð äèâåðãåíöèè ïî ïå-
ðåìåííûì y, à divx (èëè ïðîñòî div) îçíà÷àåò îïåðàòîð äèâåðãåíöèè
ïî ïåðåìåííûì x.

Ïîñëå ýòèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷àíèé ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü
ê ôîðìóëèðîâêå ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Èòàê, ïóñòü
aijkl(1 ≤ i, j, k, l ≤ 3) è µ, η� äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

aijkl = ajikl = ajilk = aklij,

aijklξijξkl ≥ αξijξij, α > 0, ∀ξij ∈ R, ξij = ξji,
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µ > 0; η/µ > −(2/3)α, 0 < α < 1.

Îïðåäåëèì òàêæå òàêèå 1-ïåðèîäè÷åñêèå ïî êàæäîé êîîðäèíàòå
ôóíêöèè

cijkl(y) = aijkl, y ∈ Q\B,

cijkl(y) = γδijδkl, y ∈ Q ∩B,

bijkl(y) = 0 y ∈ Q\B
bijkl(y) = ηδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk), y ∈ Q ∩B.

(çäåñü δij - ñèìâîë Êðîíåêåðà). Äàëåå

ρ(y) = ρh, y ∈ Q\B, ρ(y) = ρs, y ∈ Q ∩B, γ = c2
0ρ

s, c0 > 0

ρh � ïëîòíîñòü óïðóãîãî ìàòåðèàëà, c0 � ñêîðîñòü çâóêà â æèäêî-
ñòè. Òàêæå ìû áóäåì äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå

wε(x) = w(
x

ε
) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w = w(y).

Çàòåì, äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé ~u = (ui) è ~v = (vi) èç H1(Ω) îïðåäåëèì
áèëèíåéíûå ôîðìû

b(~u,~v) =

∫

Ω

bijkl
∂uk

∂xl

· ∂vi

∂xj

dx,

c(~u,~v) =

∫

Ω

cijkl
∂uk

∂xl

· ∂vi

∂xj

dx.

Äëÿ ôóíêöèè ~f(x, t) = (f i)(x, t), i = 1, 2, 3 èç L2
loc (L2(Ω); 0, +∞),

óäîâëåòâîðÿþùåé äëÿ ïî÷òè âñåõ 0 < t < +∞ îöåíêå

||~f(x, t)||2L2(Ω) ≤ K emt (K > 0,m ∈ R),

ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ ìû ñíà-
÷àëà ôîðìóëèðóåì â âèäå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà:

Íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ ~uε(x, t) ∈ L2 (H1
0 (Ω); (0, +∞)) (îòêëî-

íåíèå òî÷êè ñðåäû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òî÷êåx â ìîìåíò
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âðåìåíè t),÷òî

(20)
∫

Ω

ρεüi
ε · vidx + ε2bε(~̇uε, ~v) + cε(~uε, ~v) =

∫

Ω

f i · vidx

∀~v = (vi) ∈ H1
0 (Ω), ~uε(x, 0) = ~̇uε(x, 0) = 0.

Çàìå÷àíèå 4. Ôîðìû bε è cε ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëå-
äóþùåì âèäå:

bε(~u,~v) =

∫

Ωs
ε

(η div~u div~v + 2µEij(~u)Eij(~v)) dx,

cε(~u,~v) =

∫

Ωs
ε

γ div~u div~v dx +

∫

Ωh
ε

aijkl
∂uk

∂xl

· ∂vi

∂xj

dx,

è, ââèäó ñèììåòðèè êîýôôèöèåíòîâ aijkl, ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëåíèå
ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

∫

Ωh
ε

aijkl
∂uk

∂xl

· ∂vi

∂xj

dx =

∫

Ωh
ε

aijklEkl(~u)Eij(~v)dx.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíóþ ôîð-
ìóëèðîâêó â ñëåäóþùåé äèôôåðåíöèàëüíîé çàïèñè (ñì [3]):
(21)



ρhüi
ε − ∂

∂xj
(aijkhekh(~uε)) = f i(x, t), x ∈ Ωh

ε

ρsüi
ε − ηε2∆u̇i

ε +
∂pε

∂xi
(x)− 2µε2 ∂

∂xj
(ekh(~uε)) = f i(x, t), x ∈ Ωs

ε,

pε(x, t) = −γ div~uε, [~uε]|Sε = 0, [σij(~uε)νj]|Sε = 0, Sε = Q ∩ ε∂B,

~uε(x, 0) = ~̇uε(x, 0) = 0, ~uε|∂Ω = 0,

çäåñü âåêòîð-ôóíêöèÿ~uε ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ñìåùåíèÿ óïðó-
ãîé êîìïîíåíòû â óïðóãîé ôàçå è æèäêîñòè â æèäêîé ôàçå,eij(u) =

1
2(

∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

), pε(x, t) � äàâëåíèå â æèäêîé ôàçå, [f ] |S � ñêà÷îê
ôóíêöèè f ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S,

σij =




−δijp + (ηδijδkh + 2µδikδih)ekh

(
~̇uε

)
â Ωs

ε,

aijkhekh â Ωh
ε .

31



Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

f̂(λ) =

∞∫

0

e−λtf(t) dt

îáåèõ ÷àñòåé èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (20).
Çàäà÷à (20) â ïåðåìåííûõ (x, y, λ) äëÿ ôèêñèðîâàííîãî λ òàêîãî,
÷òî Reλ > λ0 > 0, ãäå λ0 äîñòàòî÷íî âåëèêî, ïðèìåò âèä:

Íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ ~̂uε(x) ∈ H1
0 (Ω), ÷òî

(22) λ2

∫

Ω

ρεûi
ε · vidx + λε2bε(~̂uε, ~v) + cε(~̂uε, ~v) =

∫

Ω

f̂ i · vidx

∀~v = (vi) ∈ H1
0 (Ω).

Çäåñü àðãóìåíò λ ó ôóíêöèé ~̂uε(x, λ),
~̂
f(x, λ) äëÿ óäîáñòâà îïóùåí.

Âïðåäü ìû íå áóäåì ïèñàòü çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðàλ çà èñêëþ-
÷åíèåì ñëó÷àåâ, êîãäà ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìåíèþ.

4.3. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè, ñôîð-
ìóëèðîâàííîå â [1]:

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü uε(x) ∈ L2(Ω) ïðè ëþáîì ε ↓ 0 , è äëÿ
ëþáûõ ϕ(x) ∈ D(Ω), ψ(y) ∈ D(Q) âûïîëíÿåòñÿ

∫

Ω

uε(x)ϕ(x)ψ(
x

ε
) dx →

∫

Ω×Q

u0(x, y)ϕ(x)ψ(y) dxdy

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèèu0(x, y). Òîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òîuε(x) äâóõ-
ìàñøòàáíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè u0(x, y) èëè

uε(x, ε)
2
⇀ u0(x, y).

(×àñòî òàêóþ ñõîäèìîñòü íàçûâàþò åùå ñëàáîé äâóõìàñøòàáíîé
ñõîäèìîñòüþ).
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Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû è
äîêàçàíû òàê íàçûâàåìûå Òåîðåìû Íãóåòñåíãà. Çäåñü íàì óäîáíî
äàòü ôîðìóëèðîâêè è íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç íèõ, çà äîêàçàòåëü-
ñòâîì æå ìîæíî îáðàòèòüñÿ ëèáî ê ïåðâîèñòî÷íèêó [1], ëèáî ê ìî-
íîãðàôèè [8], â êîòîðîé ýòè âîïðîñû øèðîêî îñâåùàþòñÿ.

Òåîðåìà 6. (Ïåðâàÿ òåîðåìà ñõîäèìîñòè)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∫

Ω

|uε(x)|2 dx < C,

ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé {uε(x)} ìîæíî âûáðàòü äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùóþñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òåîðåìà 7. (Âòîðàÿ òåîðåìà ñõîäèìîñòè)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uε(x) ∈ H1(Ω) è

∫

Ω

(|uε(x)|2 + |∇uε(x)|2) dx < C,

ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé {uε(x)} ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{uε′(x)}, ÷òî

uε′
2
⇀ u(x), ε′ → 0,

∇xuε′
2
⇀ ∇xu(x) +∇yu

(1)(x, y), ε′ → 0,

ãäå u(x) ∈ H1(Ω) è u(1)(x, y) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ
x ∈ Ω, y ∈ Q, u(1)(x, y) ∈ L2(Ω; H1(Q)).

Òåîðåìà 8. (Òðåòüÿ òåîðåìà ñõîäèìîñòè)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∫

Ω

|uε(x)|2 dx < C

è ε2
∫
Ω
|∇xuε(x)|2 dx < C, ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0. Òîãäà

èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {uε(x)} ìîæíî âûáðàòü òàêóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî

uε′
2
⇀ u(x), ε′ → 0,

ε∇xuε′(x)
2
⇀ ∇yu(x, y), ε′ → 0,

ãäå ôóíêöèÿ u(x, y) ∈ L2(Ω; H1(Q)).

Òåîðåìà 9. (×åòâåðòàÿ òåîðåìà ñõîäèìîñòè)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uε(x) ∈ H1(Ω),

∫

Ωh
ε

(|uε(x)|2 + |∇uε(x)|2) dx < C

è
ε2

∫

Ω

(|∇uε(x)|2) dx +

∫

Ω

(|uε(x)|2) dx < C,

ãäå C > 0 íå çàâèñèò îò ε > 0. Òîãäà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ôóíêöèé {uε(x)} ìîæíî âûáðàòü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
÷òî

uε′
2
⇀ u(x, y), ε → 0,

ãäå ôóíêöèÿ u(x, y) ∈ L2(Ω; H1(Q)), ïðè÷åì u(x, y) = u(x), y ∈
Q\B, u(x) ∈ H1(Ω) è äëÿ ëþáûõ ϕ(x) ∈ C∞

0 (Ω), Φ(y) ∈ C∞
per(Q)

èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

χ(Ωh
ε′)∇xuε′

2
⇀ χ(Ω×Q\B)

(∇xu(x) +∇yu
(1)(x, y)

)
, ε → 0,

ãäå u(1)(x, y) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåííûõ x ∈ Ω, y ∈
Qu(1)(x, y) ∈ L2(Ω; H1(Q)). Êðîìå òîãî, ïðè ε → 0

ε′χ(Ωs
ε′)∇xuε′

2
⇀ ∇yu(x, y).
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Çäåñü ôóíêöèÿ χ(D) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà
D:

χ(y) = 1, y ∈ D; χ(y) = 0, y ∈\D.

Ïðèâåäåííûå ÷åòûðå òåîðåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óäîáíûé è
ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ óñðåäíåíèÿ. Ñ èõ
ïîìîùüþ ìû ñäåëàåì íåñêîëüêî îöåíîê, êîòîðûå ïîìîãóò íàì â
äàëüíåéøåì èçó÷åíèè çàäà÷è.

4.4. Ñëàáàÿ äâóõìàñøòàáíàÿ ñõîäèìîñòü

Íà÷íåì ñ ðåçóëüòàòîâ íåêîòîðûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ íåñëîæíûõ
âû÷èñëåíèé (ïðîäåëàííûõ, íàïðèìåð â [3]). Èç òîæäåñòâà (22) ñëå-
äóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòàK > 0, ÷òî

(23) cε(~̂uε, ~̂uε) ≤ K, ∀ε > 0,

(24) ε2bε(~̂uε, ~̂uε) ≤ K, ∀ε > 0,

(ãäå äëÿ ïðîñòîòû ìû îïÿòü îïóñêàåì ïàðàìåòðλ è ïèøåì ~̂uε âìå-
ñòî ~̂uε(λ)) è

bε(~v,~v) + cε(~v,~v) ≥ K||~v||H1
0 (Ω)

äëÿ âñåõ ~v ∈ H1
0 (Ω). Èç (23) è (24) ñëåäóåò íåìåäëåííî, ÷òî

(25) ε||~̂uε||H1
0 (Ω) ≤ K, ∀ε.

Òàêæå â [1] äîêàçàíî (ìû ïðèâîäèì çäåñü ýòîò ôàêò áåç äîêàçà-
òåëüñòâà), ÷òî

(26) ||div ~̂uε||L2(Ω) ≤ K, ∀ε,

è
3∑

i,j=1

∫

Ωh
ε

∣∣∣∣
∂ûi

ε

∂xj

∣∣∣∣
2

dx ≤ K, 0 < ε < ε0.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü äâà âàæíûõ óòâåðæäåíèÿ.
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Ëåììà 1. Ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ε ↓ 0 , ÷òî

(27) ~̂uε
2
⇀ ~w0(x, y);

(28) ε∇x
~̂uε

2
⇀ ∇y ~w0(x, y), ãäå ~w0 = (wk

0) ∈ L2(Ω; H1
per(Q));

(29) divy ~w0 = 0, áîëåå òîãî, ~uw(x) =

∫

Q

~w0(x, y)dy,

ãäå ~uw(x) � ñëàáûé L2�ïðåäåë ôóíêöèé ~̂uε(x, λ).
(Çäåñü ∇x~v - ìàòðèöà 3 × 3 ñ êîýôôèöèåíòàìè ∂vi

∂xj
, à ñõîäèìîñòü

ïîíèìàåòñÿ ïîýëåìåíòíî).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (27) íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç Ïåð-
âîé Òåîðåìû Íãóåòñåíãà, ñâîéñòâî (28) ïîëó÷àåòñÿ èç (25), Òðåòüåé
Òåîðåìû Íãóåòñåíãà è (27). Ïåðâàÿ ÷àñòü (29) ñðàçó âûâîäèòñÿ èç
(26) è (28), à âòîðàÿ - èç (27) è îãðàíè÷åííîñòè{~̂uε} â L2(Ω).

¤

Ëåììà 2. Ïóñòü ε � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç (27)�(29),òî-
ãäà

(30) χ(Ωh
ε )∇~̂uε

2
⇀ χ (Ω× (Q\B)) (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y)),

ãäå

~u = (uk) ∈ H1
0 (Ω), ~u1 = (uk

1) ∈ L2(Ω; H1
per(Q\B)),

∫

Q\B

uk
1dy = 0.

Âûïîëíÿåòñÿ è ñîîòíîøåíèå

(31) ~w0(x, y) = ~u(x) + ~w(x, y),

(32)
~w ∈ L2(Ω; H1

per(Q)); ~w(x, y) = 0, y ∈ Q\B; divy ~w(x, y) = 0, y ∈ Q∩B.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî íå âûçûâàåò çà-
òðóäíåíèé è ñîñòîèò èç ïðèìåíåíèÿ îïðåäåëåíèÿ äâóõìàñøòàáíîé
ñõîäèìîñòè, Âòîðîé è ×åòâåðòîé òåîðåì ñõîäèìîñòè è óæå ïîëó-
÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ (27)�(29)).

¤

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê èçó÷åíèþ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ äàâëåíèÿ
íà ìÿãêîé (æèäêîé) ôàçå. Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñëåäóåò,
÷òî äàâëåíèå pε è ïåðåìåùåíèå ~uε ñâÿçàíû ïî ïðàâèëó:

(33) p̂ε = −γ div ~̂uε â Ωs
ε.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî p̂ε ∈ L2(Ωs
ε), ‖p̂ε‖L2(Ωs

ε)
≤ C, ∀ε > 0. Ñëåäóþùèì

íàøèì øàãîì áóäåò äîîïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ íà âñåé îáëàñòèΩ.
Ââåä�åì òàêèå ôóíêöèè P kl

ε ∈ L2(Ω), 1 ≤ k, l ≤ 3, ÷òî

(34)
∫

Ω

P kl
ε vi dx =

∫

Ωh
ε

∂ûk
ε

∂xl

vi dx− δkl

3γ

∫

Ωs
ε

p̂εv
i dx, ∀~v = (vi) ∈ L2(Ω).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P kl
ε , ε > 0 îãðàíè÷åíà â L2(Ω). Îáîçíà÷àÿ çà

P kl å�å äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïðè ε → 0, ëåãêî ñ ïîìîùüþ (30)
ïîëó÷èòü òàêîå ðàâåíñòâî

P kl(x, y) =
∂uk

∂xl

(x) +
∂uk

1

∂yl

(x, y), x ∈ Ω, y ∈ Q\B.

Â èòîãå, ïîëàãàÿ

p(x, y) = −
3∑

l=1

γP ll(x, y), x ∈ Ω, y ∈ Q ∩B

è èñïîëüçóÿ (31), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó

Òåîðåìà 10. Ïóñòü ε � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç (30)�(32).
Òîãäà âåðíî òàêæå, ÷òî

(35) p̂ε
2
⇀ p(x, y), p ∈ L2(Ω; L2

per(Q))
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Áîëåå òîãî
(36)∫

Q\B

divy~u1(x, y) dy = |Q∩B|divx~u(x)+divx

∫

Q∩B

~w(x, y) dy+
1

γ

∫

Q∩B

p(x, y)dy.

Çàìå÷àíèå 5. Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî (36) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì
â îïðåäåëåíèè îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿw(x, y). Ïîýòîìó ðàçáåð�åì
åãî áîëåå ïîäðîáíî.
Èòàê, (34) ïðè k = l, ε > 0 âûãëÿäèò êàê

(37)





P kk
ε =

∂ûk
ε

∂xk
, äëÿ x ∈ Ωh

ε ,

P kk
ε = 1

3div ~̂uε, äëÿ x ∈ Ωs
ε

Ïîñëå äâóõìàñøòàáíîãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ
îïðåäåëåíèåì p(x, y) è (30), ïîëó÷èì (k = 1, 2, 3)

(38)





P kk = ∂uk

∂xk
(x) +

∂uk
1

∂yk
(x, y), äëÿ x ∈ Ω, y ∈ Q\B,

P kk = − 1
3γ p(x, y), äëÿ x ∈ Ω, y ∈ Q ∩B

Òåïåðü ñâåä�åì (38) â îäíî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, âåäü

− p̂ε

γ
2
⇀ −p(x, y)

γ
,

òî åñòü

div ~̂uε
2
⇀

3∑

k=1

P kk

è ïðè ýòîì ‖div ~̂uε‖L2(Ωε) ≤ C, ∀ε > 0.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç (29) èçâåñòíî, ÷òî divy ~w(x, y) = 0. Òîãäà ïî-
ëó÷àåì

div ~̂uε
2
⇀ div ~w0(x, y) = divx~u(x) + divx ~w(x, y).

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî ñîîòíîøåíèå

(39)
3∑

k=1

P kk = divx~u(x) + divx ~w(x, y).
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Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå äëÿ P kk èç (38) â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, è èí-
òåãðèðóÿ ïî ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòèQ, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî
(40)∫

Q

divx~u dy+

∫

Q∩B

divx ~w(x, y) dy =

∫

Q\B

divx~u dy+

∫

Q\B

divy~u1 dy−1

γ

∫

Q∩B

p dy,

÷òî íåìåäëåííî âëå÷åò (36).

Ëåììà 3. p(x, y)íå çàâèñèò îò áûñòðîé ïåðåìåííîé y, è p(x) ∈
L2(Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ ïîäñòà-
âèì â (22) ïðîáíóþ ôóíêöèþ âèäà

~v(x, ε) = ε~ψ(
x

ε
) ϕ(x), ~ψ ∈ H1

per(Q), ϕ ∈ D(Ω).

Ïåðåéä�åì ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ïî (30) è (35). Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì çàäà÷ó íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè Q äëÿ ôóíêöèè
~u1(x, y), ∀~ψ ∈ H1

per(Q):
(41)∫

Q\B

aijkl

(
∂uk

∂xl

(x) +
∂uk

1

∂yl

(x, y)

)
∂ψi

∂yj

(y)dy−
∫

Q∩B

p(x, y)divy
~ψ(y)dy = 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì âòîðóþ ÷àñòü ýòîãî òîæäåñòâà ïî ÷àñòÿì
∫

Q\B

aijkl

(
∂uk

∂xl

(x) +
∂uk

1

∂yl

(x, y)

)
∂ψi

∂yj

(y)dy +

∫

Q∩B

∂p(x, y)

∂yi

ψi(y)dy = 0.

è â êà÷åñòâå ïðîáíîé ïîäñòàâèì ôóíêöèþ ~ψ ∈ H1
per(Q), äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå supp ~ψ(y) ⊂ Q ∩ B. Òîãäà ïåðâîå ñëàãàåìîå â
(41) îáðàùàåòñÿ â íîëü, è, ñëåäîâàòåëüíî

∫

Q∩B

∂p(x, y)

∂yi

ψi(y)dy = 0, ∀~ψ ∈ H1
per(Q), supp ~ψ ⊂ Q ∩B,
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÷òî ìîìåíòàëüíî âëå÷åò p(x) ∈ L2(Ω).

¤

4.5. Çàäà÷à íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè

Ïîäñòàâèì â (22) ïðîáíóþ ôóíêöèþ âèäà

~v(x, ε) = ~ϕ(
x

ε
)ζ(x), divy ~ϕ(y) = 0, ~ϕ(y)|Q\B = 0, ζ(x) ∈ D(Ω),

è ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé, èñïîëüçóÿ (27)�(29), (30)�(32) è
(35) è óñòðåìèâ ε → 0, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî:

(42) λ2ρs

∫

Q∩B

wiϕidy − λµ

∫

Q∩B

∆yyw
iϕi dy =

=

(
f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x)

) ∫

Q∩B

ϕidy.

Â òîæäåñòâå (42) ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü. Ïîëó÷èì
(43)∫

Q∩B

(
λ2ρswi(x, y)− λµ∆yyw

i(x, y)− (f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x))

)
ϕi(y)dy = 0,

ïðè óñëîâèè, ÷òî divy ~ϕ = 0, ~ϕ|Q∩B = 0.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ãðàäèåíòíóþ ôóíêöèþΨ(x, y), òî åñòü òà-
êóþ, ÷òî ñóùåñòâóåò
~∇yΨ(x, y) = ~Θ(x, y) ∈ L2(Ω; H1(Q)). Çíà÷èò äëÿ ëþáîé ~ζ(y) ∈ H1(Q),
èç òîæäåñòâà ∫

Q∩B

Ψ(x, y)divy
~ζ(y) = 0

ñëåäóåò òîæäåñòâî

−
∫

Q∩B

~∇yΨ(x, y)~ζ(y) = 0.
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Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ~ϕ(y) â (43), ìîæåì âçÿòü
~ϕ(y) = ~∇yΨ(x, y).
Òîãäà ïîëó÷èì èç (43):

λ2ρswi(x, y)−λµ∆yyw
i(x, y)−(f̂ i(x)−λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x)) = − (∇yΨ(x, y))i ,

ïðè ýòîì ~∇yΨ(x, y) ∈ L2(Ω; H1(Q)). Ïðåîáðàçîâûâàÿ ïîñëåäíåå òîæ-
äåñòâî, ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó âèäó:

~∇yΨ(x, y) + λ2ρs ~w(x, y)− λµ∆yy ~w(x, y) =

=
~̂
f(x)− λ2ρs~u(x)− ~∇p(x).

Áóäåì èñêàòü ~w(x, y) â âèäå

~w(x, y) =
3∑

i=1

Mi(x)~Ξi(y),

ãäå Mi(x), ~Ξi(y), (i = 1, 2, 3) - ôóíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè çàäàííûõ ~̂

f(x), p(x) íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òà-
êèå Mi(x), ~Ξi(y), ÷òî

(∇yΨ(x, y))j + λ2ρs

3∑
i=1

Mi(x)Ξj
i (y)− λµ

3∑
i=1

Mi(x)∆yyΞ
j
i (y) =

= f̂ j(x)− λ2ρsuj(x)− ∂p

∂xj

(x),

äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè∇yΨ(x, y) ∈ L2(Ω; H1(Q)), èëè

(44) (∇yΨ(x, y))j +
3∑

i=1

Mi(x)
(
λ2ρsΞj

i (y)− λµ∆yyΞ
j
i (y)

)
=

= f̂ j(x)− λ2ρsuj(x)− ∂p

∂xj

(x)

Çàìåòèì, ÷òî âåðíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

~̂
f(x)− λ2ρs~u(x)− ~∇p(x) =

=
3∑

j=1

(
f̂ j(x)− λ2ρsuj(x)− ∂p

∂xj

(x)
)
~ej,
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ãäå ~ej - ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå îðòû. Ñëåäîâàòåëüíî, òîæ-
äåñòâî (44) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

(45) ~∇yΨ(x, y) +
3∑

i=1

Mi(x)
(
λ2ρs~Ξi(y)− λµ∆yy

~Ξi(y)
)

=

=
3∑

i=1

(
f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x)

)
~ei.

Òåïåðü îïðåäåëèì ôóíêöèè Mi(x), Ψ(x, y) (i = 1, 2, 3):

Mi(x) = f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x),

Ψ(x, y) =
3∑

i=1

(
f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x)

)
ψi(y).

Ïîäñòàâèì ýòè ðàçëîæåíèÿ â (45):

3∑
i=1

(
f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x)

) (
∇ψi(y) + λ2ρs~Ξi(y)− λµ∆yy

~Ξi(y)
)

=

=
3∑

i=1

(
f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x)

)
~ei

Îêîí÷àòåëüíî, îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèè~Ξi(y), ~ψ(y) êàê ðåøåíèå
çàäà÷è Ñòîêñà íà ÿ÷åéêå:
(46)




~∇ψi(y) + λ2ρs~Ξi(y)− λµ∆yy
~Ξi(y) = ~ei, y ∈ Q ∩B, i = 1, 2, 3

divy
~Ξi = 0,

~Ξi|∂(Q∩B) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàìè äîêàçàíà

Ëåììà 4. Ôóíêöèÿ w(x, y) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(47) ~w(x, y) =
3∑

i=1

Mi(x)~Ξi(y),

ãäå Mi, i = 1, 2, 3 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Mi = f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x),
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à ~Ξi, i = 1, 2, 3 � èç (46).

Çàìå÷àíèå 6. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à ïîñòàâëåíà
â ïåðåìåùåíèÿõ. Åñëè ââåñòè íîâûå ôóíêöèè ~Li = λ ~Ξi, òî îòíîñè-
òåëüíî íèõ ñèñòåìà (46) âûãëÿäèò òàê:
(48)




~∇ψi(y) + λρs~Li(y)− µ∆yy
~Li(y) = ~ei, y ∈ Q ∩B, i = 1, 2, 3

divy
~Li = 0,

~Li|∂(Q∩B) = 0.

4.6. Ïðåäåëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ïåðåéä�åì ê îïèñàíèþ ïðåäåëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ñëó-
÷àÿ êîëåáàíèé âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ïðè óñëîâèè, ÷òî æèä-
êîñòü ñæèìàåìà. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (22) ïðîáíóþ ôóíêöèþ
~v = ~ϕ(x) ∈ D(Ω). Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïðèìåíå-
íèé ðåçóëüòàòîâ î äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè (27)�(29), (30)�(32)
è (35), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî:

(49) λ2

∫

Ω

(ρ̃ui + ρsw̃i)ϕidx− Π

∫

Ω

p(x) div ~ϕdx +

+

∫

Ω×(Q\B)

aijkl(
∂uk

∂xl

+
∂uk

1

∂yl

)
∂ϕi

∂xj

dxdy =

∫

Ω

f̂ i(x)ϕidx

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü è äàëåå

w̃ =

∫

Q

w(y) dy.

Ââåä�åì íåñêîëüêî íîâûõ îáîçíà÷åíèé, äëÿ~u, ~v ∈ H1(Q):

(50) a(~u,~v) =

∫

Q\B

aijkl
∂uk

∂yl

∂vi

∂yj

dy,
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òîãäà ïóñòü ~Q, ~Qj
i ∈ H1

per(Q\B), (i, j = 1, 2, 3) � òàêèå âåêòîð-ôóíêöèè
ñ íóëåâûì ñðåäíèì íà Q\B, ÷òî

(51) a( ~Q,~v) =

∫

Q\B

divy~vdy, ∀~v ∈ H1
per(Q\B),

∫

Q\B

v(y) dy = 0

(52) a( ~Qj
i , ~v) =

∫

Q\B

aijkl
∂vk

∂yl

, ∀~v ∈ H1
per(Q\B),

∫

Q\B

~v(y) dy = 0.

Êîíñòàíòû

(53) βij = −
∫

Q\B

divy
~Qj

idy, β =

∫

Q\B

divy
~Qdy

îïèñûâàþò ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû. Òàêæå ïóñòü ~pj
i �

ýòî âåêòîð, ÷üè êîìïîíåíòû ñóòü yjδik, (k = 1, 2, 3), òîãäà îïðå-
äåëèì êîýôôèöèåíòû òåíçîðà qijkl, (1 ≤ i, j, k, l ≤ 3) ñëåäóþùèì
îáðàçîì

(54) qijkl = a( ~Qj
i − ~pj

i ,
~Ql

k − ~pl
k).

Çàìå÷àíèå 7. Ôóíêöèè ~Q, ~Qj
i ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû è êëàñ-

ñè÷åñêèì îáðàçîì. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ýòèõ îïðåäå-
ëåíèé íåñëîæíî, è ìû íå áóäåì åãî çäåñü ïðèâîäèòü. Îïðåäåëèì
âåêòîð-ôóíêöèè ~Qj

i ∈ H1
per(Q\B), (1 ≤ i, j ≤ 3) êàê ðåøåíèÿ çàäà÷

íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè:




∂
∂yp

(
apqklekl

(
~Qj

i

))
= 0, y ∈ Q,

apqklekl

(
~Qj

i

)
νj = −apijkνk, y ∈ ∂B,

à âåêòîð-ôóíêöèþ ~Q ∈ H1
per(Q\B) êàê ðåøåíèå çàäà÷è





∂
∂yj

(
aijklekl

(
~Q
))

= 0, y ∈ Q\B,

aijklekl

(
~Q
)

νj = νi, y ∈ ∂B
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íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè Q.
Òåíçîð qijkl, (1 ≤ i, j, k, l ≤ 3) áóäåò îïðåäåëåí êàê

qijkl =
〈
aijkl + aijgmegm

(
~Ql

k

)〉
Q\B

,

à êîíñòàíòû èç (52)�(53) êàê (1 ≤ i, j ≤ 3)

βij =
〈
divy

~Qj
i

〉
Q\B

, β =
〈
divy

~Q
〉

Q\B
.

Èñïîëüçóÿ ýòî îáîçíà÷åíèå, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëàãàåìûå â
ëåâîé ÷àñòè (49):

(55)
∫

Q\B

aijkl(
∂uk

∂xl

+
∂uk

1

∂yl

)dxdy = qijkl
∂uk

∂xl

+ βijp(x).

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå â (55) â òîæäåñòâî (49), òîãäà∀~ϕ ∈ D(Ω):

λ2

∫

Ω

(ρ̃ui+ρsw̃i)ϕidx−Π

∫

Ω

p(x) div ~ϕ dx +

∫

Ω

(qijkl
∂uk

∂xl

+βijp(x))
∂ϕi

∂xj

dxdy =

=

∫

Ω

f̂ i(x)ϕidx.

Â ýòîì òîæäåñòâå âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

(56) λ2

∫

Ω

(ρ̃ui + ρsw̃i)ϕidx + Π

∫

Ω

∂p

∂xi

(x) ϕidx −

−
∫

Ω

∂

∂xj

(qijkl
∂uk

∂xl

+ βijp(x))ϕidxdy =

∫

Ω

f̂ i(x)ϕidx.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ~ϕ(x) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëåäíåå òîæäå-
ñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

λ2ρ̃ui+λ2ρsw̃i− ∂

∂xj

(qijkl
∂uk

∂xl

−αijp(x))+Π
∂p

∂xi

(x) = f̂i(x), i = 1, 2, 3,

èëè

(57) λ2ρ̃ui + λ2ρsw̃i =
∂

∂xj

(qijkl
∂uk

∂xl

+ αijp(x)) + f̂i(x), i = 1, 2, 3.
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αij = Πδij − βij, a Π = |Q ∩B| � ïîðèñòîñòü ñðåäû.

Çàìå÷àíèå 8. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, äèôôåðåíöèàëüíàÿ
çàïèñü ïðèâîäèòñÿ çäåñü äëÿ óäîáñòâà ïðî÷òåíèÿ, ïîñêîëüêó óñëî-
âèå uε(x) ∈ H1

0 (Ω) íå ãàðàíòèðóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâîâàíèÿ
âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ∂2uε

∂xi∂xj
(x).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (50)�(54), ìîæíî ïåðåôîðìóëè-
ðîâàòü (41) ïðè ôèêñèðîâàííîì x:

a (~u1(x, y), ~v(y)) = −∂uk

∂xl

(x)

∫

Q\B

aijkl
∂vi

∂yj

(y) dy − p(x)

∫

Q∩B

divy ~v dy,

(58)
~u1(x, y) ∈ H1

per(Q\B),

∫

Q\B

~u1(y)dy = 0, ∀~v ∈ H1
per(Q\B),

∫

Q\B

~v(y) dy = 0,

ãäå a(·, ·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìó èç (50).
Çàìåòèì, ÷òî a(·, ·)�êîýðöèòèâíà, ïîýòîìó ôóíêöèè èç (50�54) è
ðåøåíèå (58) îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.
Èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé (58) ìû ïîëó÷àåì:

(59) ~u1(x, y) = −∂uk

∂xl

(x) ~Ql
k(y)− p(x) ~Q(y),

îòêóäà, ïóò�åì ïîäñòàíîâêè (59) â (36), ìãíîâåííî ñëåäóåò

(
Π

γ
+ β)p(x)− βkl

∂uk

∂xl

+ Π divx~u(x) + divx
~̃w(x) = 0

èëè

(60) (
Π

γ
+ β)p(x) + divx

~̃w(x) + αijEij(~u(x)) = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, â îáðàçàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ìû ïîëó÷èëè
ñëåäóþùóþ ïðåäåëüíóþ ñèñòåìó:

(61)





λ2ρ̃ui + λ2ρsw̃i = ∂
∂xj

(qijkl
∂uk

∂xl
− αijp(x)) + f̂ i(x),

λwk = (f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p
∂xi

(x))Lik,

(Π
γ

+ β)p(x) + divx
~̃w(x) + αijEij(~u(x)) = 0.

(i = 1, 2, 3), Lik = (~Li)
k.~Li óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å Ñòîêñà íà ÿ÷åéêå

ïåðèîäè÷íîñòè:




~∇ψi(y) + λρs~Li(y)− µ∆yy
~Li(y) = ~ei, y ∈ Q ∩B, i = 1, 2, 3

divy
~Li = 0,

~Li|∂(Q∩B) = 0.

4.7. Èñêëþ÷åíèå îòíîñèòåëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ èç
ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (61). Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÿ÷åéêå âòîðîå
óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû

λwk = (f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x)) · Lik,

âûðàçèì ~̃w(x, y) è ïîäñòàâèì â ïåðâîå è òðåòüå. Íàïîìíèì, ÷òî
âîëíîé îáîçíà÷àåòñÿ ñðåäíåå ïî ÿ÷åéêå ~̃w =< ~w >Q, òîãäà

w̃k =
1

λ
(f̂ i(x)− λ2ρsui(x)− ∂p

∂xi

(x)) · L̃ik.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (61) ïðèìåò âèä

λ2ρ̃uk + λρsf̂ i(x) · L̃ik − ρ2
sλ

3ui(x) · L̃ik − λρs ∂p

∂xi

(x) · L̃ik =

=
∂

∂xj

(qijkl
∂ui

∂xl

− αkjp(x)) + f̂k(x),

à òðåòüå, ñîîòâåòñòâåííî, âèä

(
Π

γ
+ β)p(x)− L̃ik

∂2p

∂xi∂xk

= −αijEij(~u(x))− L̃ik
∂f̂i

∂xk

+ λ2ρsL̃ik
∂ui

∂xk

.
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Ñäåëàåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà â ñèñòåìå (61). Ñíà÷à-
ëà âûïèøåì ïðîîáðàç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Îíî áóäåò
âûãëÿäåòü òàê:

(62) ẇk(x, y, t) = (f i(x, t)− ρsüi(x, t)− ∂p

∂xi

(x, t)) ∗ dik(y, t),

ãäå dik - ïðîîáðàç Ëàïëàñà îò ôóíêöèéLik, a f∗g =
t∫

−∞
f(t−s)g(s)ds

- îïåðàòîð ñâåðòêè.
Ââåä�åì ìàòðèöó D(t), (3 × 3), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé - ãëàäêèå
ôóíêöèè ïåðåìåííîé t:

(D(t))ij =

∫

Q

dij(y, t)dy,

à p(x, t), ~u(x, t), ~w(x, y, t) - ïðîîáðàçû Ëàïëàñà îò ôóíêöèé p(x, λ),
~u(x, λ), ~w(x, y, λ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (62)
ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

w̃k(x, y, t) = (f i(x, t)− ρsüi(x, t)− ∂p

∂xi

(x, t)) ∗
t∫

0

(D(τ))ik dτ,

âû÷èñëÿÿ çàòåì ïðîèçâîäíûå ïî t

¨̃wk(x, y, t) = (f i(x, t)− ρsüi(x, t)− ∂p

∂xi

(x, t)) ∗ Ḋik(t)+

+Dik(0)(f i(x, t)− ρsüi(x, t)− ∂p

∂xi

(x, t)),

ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîé ôîðìóëèðîâêå ïðåäåëüíîé çàäà÷è:

Íàéòè òàêèå ôóíêöèè

~u(x, t) ∈ H1
0 (Ω; (0, +∞)), p(x, t) ∈ L2(Ω; (0, +∞)),
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÷òî

(63) ρ̃ük + ρsḊik(t) ∗ (f i(x, t)− ρsüi(x, t)− ∂p

∂xi

(x, t))+

+ ρsDik(0)(f i(x, t)− ρsüi(x, t)− ∂p

∂xi

(x, t)) =

=
∂

∂xj

(qijkl
∂ui

∂xl

− αjkp(x, t)) + fk(x, t),

(64) (
Π

γ
+ β)p(x, t) + divx((

t∫

0

Dik(τ)dτ) ∗ (f i(x, t)− ρsüi(x, t)−

− ∂p

∂xi

(x, t))) + αijEij(~u(x, t)) = 0

(65) ~u(x, 0) = ~̇u(x, 0) = 0.

D(t) � ìàòðè÷íàÿ (3×3) ôóíêöèÿ, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé - ãëàäêèå
ôóíêöèè ïåðåìåííîé t:

(D(t))ij =

∫

Q

(~di)j(y, t)dy,

à ~di îïðåäåëÿþòñÿ èç çàäà÷è (i = 1, 2, 3)

(66)





~∇ψi(y) + ρs ∂~di
∂t

(y)− µ∆yy
~di(y) = 0, y ∈ Q ∩B,

divy
~di = 0, y ∈ Q ∩B

~di|∂Q∩B = 0, ~di|t=0 = ~ei.

Ðåøåíèå (66) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâ-
íîé ïîñòîÿííîé äëÿ äàâëåíèÿ,αij, β, βij, Π, qijkl îïðåäåëåíû â (50)�
(54).

4.8. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç

Çäåñü ìû èìååì äåëî óæå íå ñ îäíèì óðàâíåíèåì, à ñ ñèñòåìîé,
÷òî íåñêîëüêî óñëîæíÿåò èññëåäîâàíèå. Óìåíüøèâ, êàê è âûøå,
ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷ (2) è (11), êîëè÷åñòâî ïðîñòðàíñòâåííûõ
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ïåðåìåííûõ äî îäíîé, ïîëó÷èì èç (63)�(65) ñèñòåìó óðàâíåíèé íà
ôóíêöèè u(x, t), p(x, t)





ρ̃ ü + ρsḊ(t) ∗ (f − p′ − ρsü) + ρsD(0) (f − p′ − ρsü) = Qu′′ − Ap′ + f,

Bp + d(t) ∗ (f − p′ − ρsü)′ + Au′ = 0,

ãäå

D(t) = (D(t))11 ; d(t) =

t∫

−∞

D(τ)dτ ≡
n∑

k=1

Mk

mk

emkt,

Mk =
〈

~Ψ
(1)
k

〉2

Q∩B
, mk = −λk, ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(x, 0) =

u̇(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1] è ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè u(0, t) = u̇(0, t) =

u(1, t) = u̇(1, t) = p′(0, t) = p′(1, t) = 0, t ∈ (0, +∞) .
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ýòîé çàäà÷è ïîëîæèì

f = 0. Êðàåâûå óñëîâèÿ Äèðèõëå íà ôóíêöèþ u íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàþò èç óñëîâèé (65). Óñëîâèå Íåéìàíà íà ôóíêöèþp ìîæíî
ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (18) è óñëîâèéu|∂Ω = 0,

3∑
k=1

ẇk ·νk|∂Ω = 0 (èç
êîòîðûõ âòîðîå � óñëîâèå "íåïðîòåêàíèÿ" æèäêîñòè ÷åðåç ãðàíèöó
∂Ω).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå−p′(x, t)− ρsü(x, t) = z(x, t). Òîãäà z(0, t) =

z(1, t) = 0, t ∈ (0, +∞). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì âòîðîå óðàâíåíèå ïî
x. Ïîëó÷èì

Bp′ + d(t) ∗ z′′ + Au′′ = 0.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî p′ = −z − ρsü, ïîëó÷èì

−Bz −Bρsü + d(t) ∗ z′′ + Au′′ = 0,

òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé u(x, t), z(x, t) ïðèìåò âèä

(67)





ρ̃ ü + ρsḊ(t) ∗ z + ρsD(0)z = Qu′′ + Az + Aρsü,

−Bz −Bρsü + d(t) ∗ z′′ + Au′′ = 0.

Òàê êàê êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèéu(x, t), z(x, t) íóëåâûå, áóäåì
èñêàòü ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèéu(x, t), z(x, t), ðàçëàãàÿ èõ â ðÿä
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ïî {sin πkx} (ïîëíîé ñèñòåìå ôóíêöèé â L2[0, 1]):

u(x, t) =
∞∑

k=1

uk(t) sin πkx,

z(x, t) =
∞∑

k=1

zk(t) sin πkx.

Ïîäñòàâèì ýòè ðàçëîæåíèÿ â (67), ïîëó÷èì (ïîäðàçóìåâàÿ ñóììè-
ðîâàíèå ïî k, áóäåì îïóñêàòü çíàêè ñóììèðîâàíèÿ):

(68)



ρ̃ ük sin πkx + ρsḊ(t) ∗ zk sin πkx + ρsD(0)zk sin πkx =

= −π2k2Quk sin πkx + Azk sin πkx + Aρsük sin πkx,

−Bzk sin πkx−Bρsük sin πkx−
−π2k2d(t) ∗ zk sin πkx− Aπ2k2uk sin πkx = 0.

Ïðèðàâíÿåì ìíîæèòåëè ïðè êàæäîì k:
(69)




ρ̃ ük − Aρsük + π2k2Quk = −ρsḊ(t) ∗ zk − ρsD(0)zk + Azk,

−Bρsük − Aπ2k2uk = π2k2d(t) ∗ zk + Bzk.

Ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ñèñòåìû (69). Òîãäà




λ2(ρ̃− Aρs)ûk + π2k2Qûk = −ρsD̂(λ)ẑk + Aẑk,

−Bλ2ρsûk − Aπ2k2ûk = π2k2d̂(λ)ẑk + Bẑk,

èëè

(70)





(λ2(ρ̃− Aρs) + π2k2Q) ûk = −
(
λρsD̂(λ)− A

)
ẑk,

(Bλ2ρs + Aπ2k2) ûk = −
(
π2k2d̂(λ) + B

)
ẑk.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü λ â êà÷åñòâå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà.
Òîãäà (70) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè óñëîâèè

(71)
(
λ2(ρ̃− Aρs) + π2k2Q

) (
π2k2d̂(λ) + B

)
−

−
(
λρsD̂(λ)− A

) (
Bλ2ρs + Aπ2k2

)
= 0.
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Óðàâíåíèå (71) áóäåò ïðåäìåòîì íàøåãî èçó÷åíèÿ. Îáúåäèíåíèå
åãî êîðíåé ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k è ñîñòàâëÿþò ñïåêòð σ3 çàäà÷è
(67).

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

D̂(λ) = λd̂(λ)− d(0).

óðàâíåíèå (71) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
λ2(ρ̃− Aρs) + π2k2Q

) (
π2k2d̂(λ) + B

)
−

−
(
λ2ρsd̂(λ)− λρsd(0)− A

) (
Bλ2ρs + Aπ2k2

)
= 0.

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì

d̂(λ)
(
Bρ2

sλ
4 + (2Aρs − ρ̃)k2λ2 −Qk4

)
=

= Bρ2
sd(0)λ3 + Bρ̃λ2 + Aρsd(0)k2λ + (A2 + BQ)k2,

èëè

(72) d̂(λ) =
Bρ2

sd(0)λ3 + Bρ̃λ2 + Aρsd(0)k2λ + (A2 + BQ)k2

Bρ2
sλ

4 + (2Aρs − ρ̃)k2λ2 −Qk4
.

(Íà ôèã. 7 è ôèã. 8 èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé d̂(λ) è ïðàâîé
÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðè ðàçëè÷íûõk).

4.9. Ðåçóëüòàòû

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Òåîðåìà 11. Ñïåêòð σ3 çàäà÷è (67) ïðè k → ∞ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ ÷àñòåé:

ïåðâàÿ ÷àñòü ñîñòîèò èç ñåðèé êîíå÷íîêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé, êîòîðûå èìåþò â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ òî÷åê âåùåñòâåííûå
êîðíè óðàâíåíèÿ d̂(λ) = 0 (ýòè êîðíè íå çàâèñÿò îò k, äàëåå ìû
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áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ÷åðåç Ki);

âòîðàÿ ÷àñòü ïðè êàæäîì k ñîñòîèò èç òðåõ êîðíåé, ìîäóëè
êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñ ðîñòîì k, ïðè÷åì îäèí èç
êîðíåé âòîðîé ñåðèè äåéñòâèòåëåí è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñî
ñêîðîñòüþ O(k2), äâà äðóãèõ ñ ðîñòîì k ðàñòóò êàê O(k). Åñëè îíè
êîìïëåêñíû, òî äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííîéx0,
çàäàâàåìîé ôîðìóëîé

x0 =
1

2
×

×(Bρ̃−Bρ2
sD(0)) d(0)Q− (A2 + BQ− AρsD(0))(d(0)(Aρs − ρ̃)− AρsD(0))

(d(0)(Aρs − ρ̃)− AρsD(0))2 .

ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ñïðàâà(ñì. ôèã. 9).

Çàìå÷àíèå 9. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîìïëåêñ-
íîñòè äâóõ êîðíåé âòîðîé ñåðèè, óïîìÿíóòûõ â óñëîâèè Òåîðåìû
11 áóäåò ñîîòíîøåíèå

(
A2 + BQ− AρsD(0)

Bρ̃−Bρ2
sD(0)

− 1

)
· x0 > 0.

Òåîðåìà 12. Ïîëîæèì Λ3 = {λ ∈ R : d̂(λ) > 0}. Òîãäà ìíîæå-
ñòâî Λ3 íå ñîäåðæèò òî÷åê ñïåêòðà σ3. Ïðè ýòîì îíî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ ("ëàêóí"). Ëåâûì êîíöîì êàæäîãî
èç ýòèõ èíòåðâàëîâ áóäåò òî÷êà mi, à ïðàâûì � ñîîòâåòñòâóþùèé
íóëü ôóíêöèè d̂(λ)(ñì. ôèã. 10).

Äîêàçàòåëüñòâî. (Òåîðåì 11 è 12)
Èññëåäóåì óðàâíåíèå

(73)
d̂(λ) =

Bρ2
sd(0)λ3 + Bρ̃λ2 + Aρsd(0)k2λ + (A2 + BQ)k2

Bρ2
sλ

4 + (2Aρs − ρ̃)k2λ2 −Qk4
, k = 1, 2, . . .

ãäå

d̂(λ) =
n∑

i=1

Mi

mi(λ−mi)
, è mi < mi−1; m1 < 0,
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íà íàëè÷èå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ïî k ðåøåíèé. Óðàâíåíèå
(73) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

(74)
n∑

i=1

Mi

mi(λ−mi)
=

=
Bρ2

sd(0)λ3 + Bρ̃λ2 + Aρsd(0)k2λ + (A2 + BQ)k2

Bρ2
sλ

4 + (2Aρs − ρ̃)k2λ2 −Qk4
, k = 1, 2, . . .

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó âñåMi ïîëîæèòåëüíû, óðàâíåíèå d̂(λ) = 0

èìååò ðîâíî n− 1 âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Ýòè êîðíè áóäóò ïðåäåëü-
íûìè òî÷êàìè âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (74). Áîëåå òî÷íî,
èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 5. Äëÿ ëþáîãî ìàëîãî δ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåðK,
÷òî ïðè ëþáîì k > K, λ(i)

k ∈ Uδ(Ki), ãäå λ
(i)
k ñîîòâåòñòâóþùèì îáðà-

çîì çàíóìåðîâàííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (74), àUδ(x) � δ-îêðåñòíîñòü
òî÷êè x.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ëåììû 5)
Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè ôèêñèðîâàííîìk ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìåðî-

ìîðôíóþ ôóíêöèþ îò λ ñ ïîëþñàìè â òî÷êàõ, ãäå

(75) Bρ2
sλ

4 + (2Aρs − ρ̃)k2λ2 −Qk4 = 0.

Óðàâíåíèå (75) � áèêâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ïðè÷åì èç îïðåäåëåíèÿ
ôèçè÷åñêèõ êîíñòàíò ìû çíàåì, ÷òîB, ρs è Q ïîëîæèòåëüíû. Îò-
ñþäà, äåéñòâèòåëüíûå êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå λ1,2 = ±√µ, ãäå

µ =
1

2Bρ2
s

(
−(2Aρs − ρ̃)k2 +

√
1

4
(2Aρs − ρ̃)2k4 + 4BQρsk4

)
.

Ïðåîáðàçóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ïîëó÷èì

µ =
k2

2Bρ2
s

(
−(2Aρs − ρ̃) +

√
1

4
(2Aρs − ρ̃)2 + 4BQρs

)
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Ïîýòîìó

λ1,2 = ±√µ = ±C1 · k.

Òåïåðü óñòðåìèì k ê áåñêîíå÷íîñòè. Íóëè (75) áóäóò "ðàçúåçæàòü-
ñÿ" ê áåñêîíå÷íîñòè ñî ñêîðîñòüþO(k). Çíà÷èò ïðè ëþáîì ôèêñè-
ðîâàííîì λ = λ0 6= ∞ ìîæíî âûáðàòü òàêîé íîìåð K(λ0), ÷òî ïðè
k > K(λ0) ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (74) óáûâàåò ïîk êâàäðàòè÷íî,
òî åñòü

F (λ0, k) =
Bρ2

sd(0)λ3
0 + Bρ̃λ2

0 + Aρsd(0)k2λ0 + (A2 + BQ)k2

Bρ2
sλ

4
0 + (2Aρs − ρ̃)k2λ2

0 −Qk4
= O(k−2),

êîãäà k > K(λ0), k →∞.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì λ 6= mi ëåâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (74) îïðåäåëåíà è íå çàâèñèò îò k.
Ôóíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè (74) ïðè ôèêñèðîâàííîì λ0 ∈ (−∞,m1) è
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k îïðåäåëåíà è ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè k →∞ (ýòî î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíê-
öèè F (λ, k).
Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè íóëÿ ôóíêöèè d̂(λ) íà (mi+1,mi) (ýòî ñëåä-
ñòâèå ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ Mi) è íåïðåðûâíîñòè åå íà ýòîì èí-
òåðâàëå, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå Ëåììû 5.

¤

Ëåììà 6. Ïóñòü D(0) 6= ρ̃
ρ2

s

. Òîãäà:
1) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì k ÷èñëî êîðíåé óðàâíåíèÿ (73) áó-
äåò ðàâíî n + 2;
2) ïðè ýòîì n−1 êîðíåé ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, è äëÿ íèõ ñïðà-
âåäëèâà Ëåììà 5.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ëåììû 6)
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×òîáû äîêàçàòü ïåðâîå èç äâóõ óòâåðæäåíèé Ëåììû 6, ïðèâå-
äåì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ äðîáü â çàïèñè ôóíêöèè d̂(λ):
(76)
d̂(λ) =

∑ Mi

mi(λ−mi)
=

∑ Mi

mi

· 1

λ−mi

=
A1λ

n−1 + A2λ
n−2 + · · ·+ An

n∏
i=1

(λ−mi)
,

ãäå A1 =
∑

Mi

mi
= d(0) 6= 0. Ïîäñòàâèì åãî â (74), ó÷èòûâàÿ, ÷òî

A1 = d(0):

d(0)λn−1 + A2λ
n−2 + · · ·+ An

n∏
i=1

(λ−mi)
=

=
Bρ2

sd(0)λ3 + Bρ̃λ2 + Aρsd(0)k2λ + (A2 + BQ)k2

Bρ2
sλ

4 + (2Aρs − ρ̃)k2λ2 −Qk4
.

Îòñþäà (λ 6= mi, è k > K(mn)):

(77)
(
d(0)λn−1 + A2λ

n−2 + · · ·+ An

) (
Bρ2

sλ
4 + (2Aρs − ρ̃)k2λ2 −Qk4

)
=

=
(
Bρ2

sd(0)λ3 + Bρ̃λ2 + Aρsd(0)k2λ + (A2 + BQ)k2
) n∏

i=1

(λ−mi).

Ñòàðøèå ïî λ ÷ëåíû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èìååò ñòåïåíü n + 2.
Êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè ðàâåí

(
A2 + d(0)

n∑
i=1

mi

)
Bρ2

s −Bρ̃,

ãäå A2 = −
n∑

i=1

Mi

mi

(
n∑

j=1,j 6=i

mj

)
, è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ýòî óñëîâèå

ïðèíèìàåò âèä:
n∑

i=1

Mi

mi

miBρ2
s −Bρ̃ = D(0)Bρ2

s −Bρ̃ 6= 0

Ïî óñëîâèþ ëåììû, ýòî âûðàæåíèå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîýòîìó
ïðèìåíÿÿ Îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû, ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå êîëè-
÷åñòâî êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) óðàâíåíèÿ (73) ðàâíî n + 2.
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Ðàíåå íàìè áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî n − 1 êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ
ïðè êàæäîì k äåéñòâèòåëåí, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Ëåì-
ìû 6.

¤

Òåì ñàìûì ìû âûäåëèëè ïåðâóþ ÷àñòü èç äâóõ ÷àñòåé ñïåêòðà
σ3, óïîìÿíóòûõ â óñëîâèè Òåîðåìû 11.

Èññëåäîâàíèå âòîðîé ÷àñòè ñïåêòðàσ3 ïîòðåáóåò íåêîòîðûõ âû-
÷èñëåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî

d̂(λ) =
n∑

i=1

Mi

mi(λ−mi)
, ãäå mi < mi−1, m1 < 0

Çàôèêñèðóåì k. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðè d(0) 6= 0 ìîæíî äîñòàòî÷-
íî õîðîøî óãàäàòü àñèïòîòèêó ôóíêöèè d̂(λ) ïðè |λ| → ∞ (ïàðà-
ìåòð λ çäåñü êîìïëåêñíûé).
Äëÿ ýòîãî "ïåðåâåðíåì" ôóíêöèþ d̂(λ):

(
d̂(λ)

)−1

=

n∏
i=1

(λ−mi)

d(0)λn−1 + A2λn−2 + · · ·+ An

.

×òîáû èçó÷èòü àñèìòîòèêó ôóíêöèè d̂(λ) âäàëè îò òî÷åê mi, ðàç-
äåëèì ñ îñòàòêîì ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè íà çíàìåíàòåëü (âûäåëèì
ãëàâíóþ ÷àñòü):

(78)
(
d̂(λ)

)−1

=
1

d(0)

(
λ− D(0)

d(0)
+ o(λ)

)
, λ ∈ R\Uδ(mi)

"Ïåðåâåðíåì" ðàâåíñòâî (72) è çàìåíèì â íåì d̂−1(λ) ïîëó÷åí-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì, îïóñêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëûå:

(
λ− D(0)

d(0)

)
= d(0)· Bρ2

sλ
4 + (2Aρs − ρ̃)k2λ2 −Qk4

Bρ2
sd(0)λ3 + Bρ̃λ2 + Aρsd(0)k2λ + (A2 + BQ)k2

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷èì:
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Bρ2
sd(0)λ4 + (2Aρs − ρ̃)d(0)k2λ2 −Qd(0)k4 =

=
(
Bρ2

sd(0)λ3 + Bρ̃λ2 + Aρsd(0)k2λ + (A2 + BQ)k2
) (

λ− D(0)

d(0)

)
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷ëåíû ñ λ4 (ñòàðøèå ñòåïåíè) ñîêðàùàþòñÿ,
è ïîñëå íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé óðàâíåíèå ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé
âèä:

(79) (Bρ̃−Bρ2
sD(0))λ3 +

(
(ρ̃− Aρs)d(0)k2 − AρsD(0)k2

)
λ2+

+
(
(A2 + BQ)k2 − AρsD(0)k2

)
λ+

(
Qd(0)k4 − (A2 + BQ)

D(0)

d(0)
k2

)
= 0.

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò k. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêà-
çûâàëè, ÷òî îäèí èç êîðíåé "áûñòðî óáåãàë" íà áåñêîíå÷íîñòü, à
äðóãèå äâà áûëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè è òàêæå óõîäèëè íà
áåñêîíå÷íîñòü, íî ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñòðîãóþ ôîðìóëèðîâêó ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ:
(ñì. ãðàôèê 4)

Ëåììà 7. Ïóñòü D(0) 6= ρ̃
ρ2

s

. Òîãäà:

(1) Äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (79) ïðèk →∞ çàâèñèò
îò k, êàê O(k2).

(2) Äâà äðóãèõ êîðíÿ çàâèñÿò îòk êàê O(k) ïðè k →∞. Êîãäà
îíè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå, äåéñòâèòåëüíûå èõ ÷àñòè ïî
ìåðå ðîñòà k ñòðåìÿòñÿ ê ÷èñëó x0, êîòîðîå ìîæåò áûòü
íàéäåíî ïî ôîðìóëå:

x0 =
1

2
×

×(Bρ̃−Bρ2
sD(0)) d(0)Q− (A2 + BQ− AρsD(0))(d(0)(Aρs − ρ̃)− AρsD(0))

(d(0)(Aρs − ρ̃)− AρsD(0))2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ëåììû 7)
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Çàôèêñèðóåì λ è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (79) λ = ζk2. Òîãäà
ïîëó÷èì ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ

(Bρ̃−Bρ2
sD(0))ζ3k6 + ((ρ̃− Aρs)d(0)− AρsD(0))k6ζ2 + o(k5) = 0.

Ïðåíåáðåãàÿ ìëàäøèìè ÷ëåíàìè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå íàζ:

ζ2k6((Bρ̃−Bρ2
sD(0))ζ + ((ρ̃− Aρs)d(0)− AρsD(0))) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî

ζ =
(Aρs − ρ̃)d(0)− AρsD(0)

Bρ2
sD(0)−Bρ̃

,

è
λ ∼ (Aρs − ρ̃)d(0)− AρsD(0)

Bρ2
sD(0)−Bρ̃

k2

åñòü àñèìïòîòèêà äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ (79) ïîk2. Òà-
êèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ïåðâîå óòâåðæäåíèå Ëåììû 7.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äâóõ äðóãèõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (79) ïðèìåíèì
ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåéñòâè-
òåëüíûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò àñèìïòîòèêó âèäà

(Aρs − ρ̃)d(0)− AρsD(0)

Bρ2
sD(0)−Bρ̃

· k2 − θk0 − θ1k
−2

ãäå θ, θ1 ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ, è ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí â ëåâîé
÷àñòè (79) íà

(80) λ− (Aρs − ρ̃)d(0)− AρsD(0)

Bρ2
sD(0)−Bρ̃

· k2 + θk0 + θ1k
−2

"ñ îñòàòêîì". Ïðèðàâíèâàÿ â îñòàòêå êîýôôèöèåíòû ïðè ñòàðøèõ
ñòåïåíÿõ k ê íóëþ, ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà θ:

Qd(0) +
(Aρs − ρ̃)d(0)− AρsD(0)

Bρ2
sD(0)−Bρ̃

×

× ((A2 + BQ− AρsD(0)− θ · (Aρs − ρ̃)d(0)− AρsD(0)) = 0,

îòêóäà
(81)
θ =

(Bρ̃−Bρ2
sD(0)) d(0)Q− (A2 + BQ− AρsD(0))(d(0)(Aρs − ρ̃)− AρsD(0))

(d(0)(Aρs − ρ̃)− AρsD(0))2 .

59



Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèòñÿ è âåëè÷èíà θ1.
×àñòíîå îò äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì (79) íà (80) áóäåò ìíîãî÷ëåíîì âòî-
ðîé ñòåïåíè

(Bρ̃−Bρ2
sD(0))λ2 − (Bρ̃−Bρ2

sD(0))(θ + θ1k
−2)λ + . . . .

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü (79) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåí â âèäå

λ ∼ −(Aρs − ρ̃)d(0)− AρsD(0)

Bρ2
sD(0)−Bρ̃

· k2 − θ + o(k−2)

ãäå θ áåðåòñÿ èç (81), à äâà äðóãèõ áóäóò êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

(Bρ̃−Bρ2
sD(0))λ2 − (Bρ̃−Bρ2

sD(0))(θ + θ1k
−2) · λ+

+(A2 + BQ− AρsD(0)− (Bρ̃−Bρ2
sD(0)) · θ)k2 + O(1) = 0.

Ñîêðàùàÿ íà Bρ̃−Bρ2
sD(0):

λ2 − (θ + θ1k
−2) · λ +

(
A2 + BQ− AρsD(0)

Bρ̃−Bρ2
sD(0)

− 1

)
· θk2 + O(1) = 0

Êîðíè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäÿòñÿ ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå:

λ1,2 =
1

2
·
(

(θ + θ1k
−2)±

√
θ2 − 4

(
A2 + BQ− AρsD(0)

Bρ̃−Bρ2
sD(0)

− 1

)
· θk2 + O(1)

)
,

÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 2 Ëåììû 7.
Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

(
A2 + BQ− AρsD(0)

Bρ̃−Bρ2
sD(0)

− 1

)
· θ > 0,

òî ïðè k → ∞ êîðíè λ1,2 áóäóò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, äåé-
ñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü èõ áóäåò èìåòü âèä

<(λ1,2) =
1

2
· (θ + θ1k

−2),

è òàê êàê θ1 ≡ const, ïðè k →∞

<(λ1,2) −→
(Bρ̃−Bρ2

sD(0)) d(0)Q− (A2 + BQ− AρsD(0))(d(0)(Aρs − ρ̃)− AρsD(0))

2 (d(0)(Aρs − ρ̃)− AρsD(0))2 .
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Òàêèì îáðàçîì, çäåñü êàðòèíà ñïåêòðà ïîõîæà íà ñëó÷àé ìèêñ-
òóðû (ñóñïåíçèè) äâóõ æèäêîñòåé. Ïðè k → ∞ êîðíè λ1,2 áóäóò
"íàêàïëèâàòüñÿ" îêîëî ïðÿìîé<(λ1,2) = 1

2
· (θ + θ1k

−2), "óáåãàÿ" ê
ïëþñ è ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåòñòâåííî. Òåì ñàìûì çàêîí÷åíî
äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 7, à âìåñòå ñ íåé è Òåîðåìû 11 .

¤

Óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 12 î÷åâèäíî ñëåäóåò èç Ëåììû 5 è ÿâ-
íîãî âèäà ôóíêöèé â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ (73).

¤
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Ãëàâà 5

Ñèëüíàÿ äâóõìàñøòàáíàÿ ñõîäèìîñòü

Ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû óñòàíàâëèâàëè äâóõìàñøòàáíóþ ñõî-
äèìîñòü ðåøåíèé äîïðåäåëüíûõ çàäà÷ ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çà-
äà÷è. Âî ââåäåíèè ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ýòà ñõîäèìîñòü íå âñåãäà
ìîæåò áûòü âûðàæåíà â òåðìèíàõ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè âL2. Îä-
íàêî â ñëó÷àå "äâîéíîé ïîðèñòîñòè" áûëî ïîëó÷åíî (êàê ìû óæå
îòìå÷àëè) óñëîâèå áëèçîñòè â òåðìèíàõ ñèëüíîé äâóõìàñøòàáíîé
ñõîäèìîñòè, êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðî-
âàíî â òåðìèíàõ ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâåL2.

5.1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {uε(x)},
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ âL2(Ω), ñõîäèòñÿ äâóõìàñøòàáíî ê ôóíê-
öèè w0(x, y) è

(82) lim
ε→0

∫

Ω

|uε(x)|2 dx =

∫

Ω×Q

(w0(x, y))2 dxdy

íàçîâåì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{uε(x)} ñèëüíî äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿ-
ùåéñÿ ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèèw0(x, y).

Â [8] äîêàçàíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû î ñèëüíîé äâóõìàñøòàá-
íîé ñõîäèìîñòè.

(1) Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé uε(x) â ñîâîêóïíîñòè
îãðàíè÷åíà â L2(Ω), ‖uε(x)‖L2(Ω)≤ C äëÿ âñåõ ε > 0, òî

(83) lim
ε→0

∫

Ω

|uε(x)|2 dx ≥
∫

Ω×Q

(w0(x, y))2 dxdy,
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ãäå w0(x, y) � äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ôóíêöèé uε(x).

(2) Ïóñòü ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿw0(x, y) ∈ C(Ω×Q). Òîãäà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {uε(x)} ñèëüíî äâóõìàñøòàáíî ñõîäèòñÿ
ê w0(x, y) åñëè è òîëüêî åñëè

(84) ‖w(x,
x

ε
)− uε(x)‖L2(Ω) → 0, ε → 0.

Çàìå÷àíèå 10. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè ïðåäåëüíîé ôóíêöèè
ïðîñòðàíñòâó íåïðåðûâíûõ íà êâàäðàòå ôóíêöèé ìîæíî çàìåíèòü
íà áîëåå ñëàáîå. Â [8] ýòîò âîïðîñ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäðîáíåå, ìû
ïðèâåäåì çäåñü îäèí ðåçóëüòàò � äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðåäåëüíàÿ
ôóíêöèÿ w0(x, y) èìåëà âèä

(85) w0(x, y) =
N∑

j=1

ϕj(x)ψj(y), ~ϕ ∈ L2(Ω̄), ~ψ ∈ C(Q),

äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãîN .

Óòâåðæäåíèå (84) ïðîÿñíÿåò ñâÿçü ñèëüíîé äâóõìàñøòàáíîé ñõî-
äèìîñòè ñî ñõîäèìîñòüþ â L2(Ω) ïî íîðìå.
Èìåííî, åñëè ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì äî-
ïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì ðåãóëÿðíîñòè (çäåñü ìû òðåáóåì íåïðå-
ðûâíîñòè íà Ω × Q), òî óñëîâèå ñèëüíîé äâóõìàñøòàáíîé ñõîäè-
ìîñòè (82) ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ îáû÷íîé
ñõîäèìîñòè â L2(Ω), (84).

Â [2] ñôîðìóëèðîâàíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ñèëüíîé äâóõ-
ìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè (è äîêàçàíà ñàìà ýêâèâàëåíòíîñòü).

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uε ñèëüíî äâóõìàñøòàá-
íî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè u(x, y) ∈ L2(Ω×Q), åñëè
(86)
lim
ε→0

∫

Ω

uε(x)vε(x)dx =

∫

Ω

∫

Q

u(x, y) v(x, y)dxdy, êàê òîëüêî vε(x)
2
⇀ v(x, y)
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Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ñèëü-
íîé äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè.

Óòâåðæäåíèå 13. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé uε(x) è
vε(x) ñõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ôóíêöèÿì u(x, y) è v(x, y) è

(87) uε
2
⇀ u(x, y), vε

2→ v(x, y),

òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò ñëàáûé äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïðîèçâåäå-
íèÿ uε(x) · vε(x), òî îí ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïðåäåëüíûõ ôóíêöèé
u(x, y) v(x, y).

Çàìå÷àíèå 11. Áóäåì ïîíèìàòü ñèëüíóþ äâóõìàñøòàáíóþ ñõî-
äèìîñòü âåêòîð-ôóíêöèé êàê ïîêîîðäèíàòíóþ ñèëüíóþ äâóõìàñ-
øòàáíóþ ñõîäèìîñòü:

~uε(x)
2→ ~u(x, y),

åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî i:

ui
ε(x)

2→ ui(x, y).

Íàøåé çàäà÷åé áóäåò ïðîâåðêà íàëè÷èÿ ñèëüíîé äâóõìàñøòàá-
íîé ñõîäèìîñòè â îáëàñòèΩ ïðè ε → 0 ðåøåíèé ~uε(x) äîïðåäåëüíûõ
çàäà÷ (21) ê ðåøåíèþ óñðåäíåííîé çàäà÷è (63)�(65):

~̂uε(x)
2→ ~u(x) + ~w(x, y),

χ(Ωh
ε )∇x

~̂uε(x)
2→ χ (Ω ∩Q\B) (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y)) ,

ε∇x
~̂uε(x)

2→ ∇y ~w(x, y),

ãäå ôóíêöèè w(x, y) è u1(x, y) îïðåäåëåíû â (30) è (32) ñîîòâåò-
ñòâåííî.
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5.2. Øàã 1

Ïîäñòàâèì â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

(88) λ2

∫

Ω

ρεûi
ε · v̂idx + λε2bε(~̂uε, ~̂v) + cε(~̂uε, ~̂v) =

∫

Ω

f̂ i · v̂idx

â êà÷åñòâå ïðîáíîé ôóíêöèþ ~̂v(x, ε) = ~̂uε(x) ∈ H1
0 (Ω).

Ïîëó÷èì

(89) λ2

∫

Ω

ρεûi 2
ε dx + λε2bε(~̂uε, ~̂uε) + cε(~̂uε, ~̂uε) =

∫

Ω

f̂ i · ûi
εdx.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðèâåäåííûì ðàíåå ïðåäñòàâëåíèåì ôîðì bε(·, ·) è
cε(·, ·):

(90)
bε(~u,~v) =

∫
Ωs

ε

(η div ~u · div ~v + 2µEij(~u) Ekl(~v)) dx,

cε(~u,~v) =
∫
Ωs

ε

γ div ~u · div ~v dx +
∫
Ωh

ε

aijklEij(~u)Ekl(~v) dx.

Ïðè ïîäñòàíîâêå (90) â (89), ïîëó÷èì

(91) λ2

∫

Ω

ρε~̂u2
εdx + λε2

∫

Ωs
ε

η div ~̂u2
ε dx + 2µλε2

∫

Ωs
ε

(∇~̂uε)
2 dx+

+

∫

Ωh
ε

aijklEij(~̂uε)Ekl(~̂uε) dx +

∫

Ωs
ε

γ (div ~̂uε)
2 dx =

∫

Ωh
ε

~̂
f ·~̂uε dx+

∫

Ωs
ε

~̂
f ·~̂uε dx.

Ïîñêîëüêó

~̂uε ∈ H1
0 (Ω), ‖ε∇~̂uε|L2(Ωs

ε)
≤ c, ‖div ~̂uε‖L2(Ωs

ε)
≤ c, ‖∇~̂uε‖L2(Ωh

ε ) ≤ c,

(ýòè óòâåðæäåíèÿ äîêàçàíû â [1]), âîçìîæíî ïåðåéòè â (91) ê íèæ-
íåìó ïðåäåëó ïðè ε → 0:
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(92) λ2 lim
ε→0

∫

Ω

ρε|~̂uε|2dx+

+ λ lim
ε→0

∫

Ωs
ε

ε2η |div ~̂uε|2 dx + 2λµ lim
ε→0

∫

Ωs
ε

ε2|∇~̂uε|2 dx +

+ lim
ε→0

∫

Ωh
ε

aijklEij(~̂uε)Ekl(~̂uε) dx +

+ lim
ε→0

∫

Ωs
ε

γ |div ~̂uε|2 dx = lim
ε→0

∫

Ω

~̂
f(x) · ~̂uε dx.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ïðàâîé ÷àñòè (92) ñâî-
äèòñÿ ê ïðåäåëüíîìó ïåðåõîäó â èíòåãðàëå, ãäå â ïîäûíòåãðàëüíîì
âûðàæåíèè îäíà èç ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ñëàáî. Ñëàáûé ïðåäåë~̂uε ïðè
ε → 0 ðàâåí ~u(x) + ~̃w(x), êàê äîêàçàíî íàìè ðàíåå. Ïîýòîìó

(93) lim
ε→0

∫

Ω

~̂
f(x) · ~̂uε dx =

∫

Ω

~̂
f(x)

(
~u(x) + ~̃w(x)

)
dx.

5.3. Øàã 2

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ~Qkl(y) è ~Q(y). Îíè îïðåäåëåíû íà æåñòêîé
ôàçå è ïðèíàäëåæàò H1(Q\B). Ïðîäîëæèì ýòè ôóíêöèè íà âñþ
ÿ÷åéêó ïåðèîäè÷íîñòè Q ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû, îáîçíà÷èâ ïðîäîë-
æåíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî, çà ~Qkl

0 è ~Q0, òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ïðîäîë-
æåíèå ïðèíàäëåæàëîH1(Q). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ~z(x, y) ∈ L2(Ω; H1

per(Q)):

(94)

~z(x, y) =





u1(x, y) ≡ −∂uk

∂xl
(x) ~Qkl(y)− p(x) ~Q(y), y ∈ Q\B,

−∂uk

∂xl
(x) ~Qkl

0 (y)− p(x) ~Q0(y), y ∈ Q ∩B.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ~z(x, y) íà ãðàíèöå ∂(Q\B) íå òåðïèò ðàç-
ðûâà, ïîñêîëüêó ~Qkl

0 è ~Q0 ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèé ~Qkl è
~Q ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ v(x, ε) ñëåäóþùåãî âèäà




~v(x, ε) = ~u(x) + ε~u1(x, x
ε ) + ~δ

(1)
ε (x), x ∈ Ωh

ε ,

~v(x, ε) = ~u(x) + ~w(x, x
ε ) + ε~z(x, x

ε ) + ~δ
(2)
ε (x), x ∈ Ωs

ε,

ôóíêöèè w(x, y) è u1(x, y) îïðåäåëåíû âûøå â (30) è (32), ïðè ýòîì
äëÿ íèõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, ïðèk = 1, 2, 3:

~w(x, y) = (wk) ∈ L2(Ω; H1
per(Q)); ~w(x, y) = 0, y ∈ Q\B,

divy ~w(x, y) = 0, y ∈ Q ∩B,

~u1(x, y) = (uk
1) ∈ L2(Ω; H1

per(Q\B)),

∫

Q\B

uk
1dy = 0.

Ôóíêöèè ~δ
(1)
ε (x) è ~δ

(2)
ε (x) òàêîâû, ÷òî

||~δ(1)
ε (x)||H1(Ω) → 0, ε → 0,

||~δ(2)
ε (x)||L2(Ω) → 0, ε → 0,

ε||∇~δ(2)
ε (x)||L2(Ω) → 0, ε → 0, supp~δ(2)

ε (x) ⊂ Ωs
ε,

è êðîìå òîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå~v(x, ε) ∈ H1
0 (Ω).

Öåëü ââåäåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé � "ïîäïðàâèòü" íåíóëåâûå çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèé ~u(x) + ε~u1(x, x

ε
) è ~u(x) + ~w(x, x

ε
) + ε~z(x, x

ε ) ñîîòâåò-
ñòâåííî íà ãðàíèöå îáëàñòèΩ, ÷òîáû ôóíêöèÿ v(x, ε) óäîâëåòâîðÿ-
ëà óñëîâèþ v(x, ε) ∈ H1

0 (Ω).
Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì, îïèñàííûì â [8], â êà÷åñòâå ~δ

(1)
ε (x) ìîæíî

âûáðàòü ôóíêöèþ

(95) δ(1) i
ε (x) = −ε ui

1(x,
x

ε
)ξ(

r(x)

ε
), i = 1, 2, 3,

à â êà÷åñòâå ~δ
(2)
ε (x) ôóíêöèþ

(96) δ(2) i
ε (x) = −f̂ i(x) Qi(

x

ε
)ξ(

r(x)

ε
), i = 1, 2, 3,

ãäå r(x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ãðàíèöû îáëàñòè Ω, âåêòîð-
ôóíêöèÿ ~Q0 � îïðåäåëåíà âûøå, à ξ(s) ≥ 0 - ôóíêöèÿ èç êëàññà
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C∞
0 (R), ðàâíàÿ 1 â òî÷êå 0.

Çàäàâàÿ óêàçàííûì â (95), (96) îáðàçîì ôóíêöèè~δ
(1),(2)
ε , ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêà (ñì. [8]):

||~δ(1)
ε (x)||L2(Ω) ∼ ε

√
ε, ||~∇δ(1) i

ε (x)||L2(Ω) ∼
√

ε, i = 1, 2, 3,

äëÿ ôóíêöèè ~δ(1). À äëÿ ôóíêöèè ~δ(1) âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî

||~δ(2)
ε (x)||L2(Ω) ∼

√
ε, ||~∇δ(2) i

ε (x)||L2(Ω) ∼ 1√
ε
, i = 1, 2, 3.

Ïîäñòàâèì òåïåðü â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (88) â êà÷åñòâå ïðîá-
íîé ôóíêöèþ ~v(x, ε), îïðåäåëåííóþ âûøå. Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåí-
íûõ îöåíîê äëÿ ôóíêöèé ~δ

(1),(2)
ε (x), ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî





div ~v = divx~u(x) + εdivx~u1(x, x
ε ) + divy~u1(x, x

ε )+

+O(
√

ε), ε → 0, x ∈ Ωh
ε ,

div ~v = divx~u(x) + divx ~w(x, x
ε ) + divy~z(x, x

ε )+

+εdivx~z(x, x
ε ) + div ~δ

(2)
ε (x), ε → 0, x ∈ Ωs

ε.

è ïîëó÷èòü äëÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöèé vi(x, ε) ñëåäóþùåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå:





∇~v = ∇x~u(x) + ε∇x~u1(x, x
ε )+

+∇y~u1(x, x
ε ) +∇x

~δ
(1)
ε (x) â L2(Ωh

ε ),

∇~v = ∇x~u(x) +∇x ~w(x, x
ε ) + ε−1∇y ~w(x, x

ε )+

+ε∇x~z(x, x
ε ) +∇y~z(x, x

ε ) +∇x
~δ

(2)
ε (x) â L2(Ωs

ε).
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Îïóñêàÿ ìàëûå äîáàâêè, âûïèøåì ïîëó÷èâøååñÿ òîæäåñòâî.

(97) λ2

∫

Ωh
ε

ρhûi
ε

(
ui(x) + εui

1(x,
x

ε
)
)

dx +

+

∫

Ωh
ε

aijkl
∂ûi

ε

∂xj


∂uk(x)

∂xl

+ ε
∂uk

1(x,
x

ε
)

∂xl

+
∂uk

1(x,
x

ε
)

∂yl


 dx +

+ λ2

∫

Ωs
ε

ρsûi
ε

(
ui(x) + wi(x,

x

ε
) + εzi(x,

x

ε
)
)

dx +

+ 2λµε2×

×
∫

Ωs
ε

∂ûi
ε

∂xj


∂uk(x)

∂xl

+
∂wk(x,

x

ε
)

∂xl

+ ε−1
∂wk(x,

x

ε
)

∂yl

+
∂

(
δ(2)
ε (x)

)k

∂xl

+
∂zk(x,

x

ε
)

∂yl


 dx +

+ γ

∫

Ωs
ε

div ~̂uε

(
divx~u(x) + divx ~w(x,

x

ε
) + divy~z(x,

x

ε
)
)

dx +

+ 2λµε2

∫

Ωs
ε

div ~̂uε

(
divx~u(x) + divx ~w(x,

x

ε
) + divy~z(x,

x

ε
)
)

dx =

=

∫

Ωs
ε

f̂ i(x)
(
ui(x) + wi(x,

x

ε
) + εzi(x,

x

ε
)
)

dx+

+

∫

Ωh
ε

f̂ i(x)
(
ui(x) + εui

1(x,
x

ε
)
)

dx, i = 1, 2, 3.

Ïåðåéäåì ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà
(97) ïðè i = 1, 2, 3:

∫

Ωs
ε

f̂ i(x)
(
ui(x) + wi(x,

x

ε
) + εzi(x,

x

ε
)
)

dx+

+

∫

Ωh
ε

f̂ i(x)
(
ui(x) + εui

1(x,
x

ε
)
)

dx
2−→

∫

Ω×Q

f̂ i(x)
(
ui(x) + wi(x, y)

)
dxdy,
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Äàëåå, èíòåãðèðóÿ ïî ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòèQ, ìîæíî ïðåîáðàçî-
âàòü ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî òàê
(98)∫

Ω

f̂ i(x)

∫

Q

(
ui(x) + wi(x, y)

)
dy dx =

∫

Ω

f̂ i(x)
(
ui(x) + w̃i(x)

)
dx.

Âåðíåìñÿ ê ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (97). Âûäåëèì ñëàãàåìûå, îòâå-
÷àþùèå æèäêîé ôàçå:

(99) λ2

∫

Ωs
ε

ρsûi
ε

(
ui(x) + wi(x,

x

ε
) + εzi(x,

x

ε
)
)

dx +

+ 2λµ×

×
∫

Ωs
ε

ε
∂ûi

ε

∂xj


ε

∂uk(x)

∂xl

+ ε
∂wk(x,

x

ε
)

∂xl

+
∂wk(x,

x

ε
)

∂yl

+ ε
∂

(
δ(2)
ε (x)

)k

∂xl

+ ε
∂zk(x,

x

ε
)

∂yl


 dx+

+ γ

∫

Ωs
ε

div ûε

(
divxu(x) + divxw(x,

x

ε
) + divy~z(x,

x

ε
)
)

dx +

+ 2λµε2

∫

Ωs
ε

div ûε

(
divxu(x) + divxw(x,

x

ε
) + divy~z(x,

x

ε
)
)

dx.

Ïåðåéäåì â âûäåëåííûõ ñëàãàåìûõ ê ñëàáîìó äâóõìàñøòàáíî-
ìó ïðåäåëó. Ïîñêîëüêó

‖div ~̂uε‖L2(Ωs
ε)
≤ c, divx(~u(x)+~w(x, y)) ∈ L2(Ω; L2(Q∩B)), ~z(x, y) ∈ L2(Ω; H1

per(Q))

ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå áóäåò ñõîäèòüñÿ ê íóëþ ïðèε → 0.
Äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

ëåììà:

Ëåììà 8. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ~g(x, y), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ (85) âåðíî, ÷òî ~g(x, x

ε
)

2→ ~g(x, y) ñèëüíî äâóõìàñøòàáíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà íåñëîæíî, îíî
ïðîâåäåíî, íàïðèìåð, â [8] è íàïðÿìóþ ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè
äâóõ îïðåäåëåíèé ñèëüíîé äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè.

¤
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Â (27) è (28) óòâåðæäàëîñü, ÷òî ïðè ε → 0

~̂uε
2
⇀ ~u(x) + ~w(x, y), ε∇x

~̂uε
2
⇀ ∇y ~w(x, y), −χ(Ωs

ε) γ div ~̂uε
2
⇀ Πp(x),

à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü div~̂uε îãðàíè÷åíà â ñîâîêóïíîñòè ïîε â L2(Ω)

(çäåñü Π � ïîðèñòîñòü ñðåäû, Π = |Q ∩ B|). Ê òîìó æå, èç îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèé ~u(x), ~w(x, y) è ~z(x, y) ñëåäóåò, ÷òî

ε∇x ~w(x,
x

ε
) → 0; ε∇x~z(x,

x

ε
) → 0; ε∇x~u(x) → 0, ε → 0.

Â êàæäîì èç ñëàãàåìûõ â (99) îäèí èç ìíîæèòåëåé ñõîäèòñÿ ê
èçâåñòíîé ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ñèëüíî, à äðóãîé � ñëàáî, ÷òî äà-
åò íàì âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ñâîéñòâî (87). Òàêèì îáðàçîì, ïðè
ïåðåõîäå ê ñëàáîìó äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ñëàãàåìûå, îòâå÷à-
þùèå æèäêîé ôàçå â ëåâîé ÷àñòè (97), áóäóò ñâîèì ïðåäåëîì èìåòü
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

(100) λ2

∫

Ω×Q∩B

ρs (~u(x) + ~w(x, y))2 dxdy +

+ 2λµ

∫

Ω×Q∩B

(∇y ~w(x, y))2 dxdy−

−
∫

Ω×Q∩B

p(x) (divx~u(x) + divy ~w(x, y) + divy~z(x, y)) dxdy ≡ Is
1+Is

2+Is
3 .

Ïðåîáðàçóåì Is
3 :

(101)

Is
3 ≡ −

∫

Ω×Q∩B

p(x) (divx~u(x) + divy ~w(x, y) + divy~z(x, y)) dxdy =

= −
∫

Ω×Q∩B

p(x) (divx~u(x) + divy ~w(x, y)) dxdy−

−
∫

Ω×Q∩B

p(x)divy~z(x, y)dxdy ≡ Is
3,1 + Is

3,2.
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Èç òîæäåñòâà (36) ñëåäóåò, ÷òî

∫

Q∩B

(divx~u(x) + divy ~w(x, y)) dy =

∫

Q\B

divy~u1(x, y) dy − Π

γ
p(x).

Òî åñòü:

− Is
3,1 ≡ −

∫

Ω×Q∩B

p(x) (divx~u(x) + divy ~w(x, y)) dxdy =

=

∫

Ω

p(x)


−

∫

Q\B

divy~u1(x, y) dy +
Π

γ
p(x)


 dx

Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî

∫

Q∩B

divy~z(x, y)dy +

∫

Q\B

divy~z(x, y)dy =

∫

Q

divy~z(x, y)dy,

òî åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ~z(x, y):

∫

Q∩B

divy~z(x, y)dy =

∫

Q

divy~z(x, y)dy −
∫

Q\B

divy~u1(x, y)dy.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ~z(x, y) � Q-ïåðèîäè÷íà ïî y, ïîýòîìó, ïî
ôîðìóëå Ãðèíà,

∫

Q

divy~z(x, y)dy = −
∫

∂Q

(~z(x, y), ~ν)ds = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

−Is
3,2 ≡

∫

Ω×Q∩B

p(x) (divy~z(x, y)) dxdy =

∫

Ω

p(x)




∫

Q\B

divy~u1(x, y) dy


 dx,
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è çíà÷èò

Is
3 ≡ Is

3,1 + Is
3,2 =

=

∫

Ω

p(x)


−

∫

Q\B

divy~u1(x, y) dy +
Π

γ
p(x)


+

∫

Ω

p(x)




∫

Q\B

divy~u1(x, y) dy


 dx =

=
Π

γ

∫

Ω

p2(x) dx.

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïåðâûìè äâóìÿ ñëà-
ãàåìûìè â (97), îòâå÷àþùèìè æåñòêîé ôàçå çàäà÷è:

λ2

∫

Ωh
ε

ρh~̂uε

(
~u(x) + ε~u1(x,

x

ε
)
)

dx +

+

∫

Ωh
ε

aijkl∇~̂uε

(
∇x~u(x) + ε∇x~u1(x,

x

ε
) +∇y~u1(x,

x

ε
)
)

dx =

= λ2

∫

Ωh
ε

ρh~̂uεu(x)dx + ελ2

∫

Ωh
ε

ρh~̂uε · ~u1(x,
x

ε
)dx +

+

∫

Ωh
ε

aijkl∇~̂uε

(
∇x~u(x) +∇y~u1(x,

x

ε
)
)

dx + ε

∫

Ωh
ε

aijkl∇~̂uε∇x~u1(x,
x

ε
)dx.

Ïðè ε → 0 äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ~̂uε íà óïðóãîé ôàçå ðàâåí
~u(x) � ñì. (27). Ñëåäîâàòåëüíî

λ2

∫

Ωh
ε

ρh~̂uε · ~u(x)dx → λ2

∫

Ω×Q\B

ρh(~u)2(x)dxdy.

Ñëàãàåìîå ελ2
∫
Ωh

ε

ρh~̂uε · ~u1(x, x
ε
)dx ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (âñëåäñòâèå

îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé ~̂uε è ~u1(x, y)). Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè∇~̂uε è ∇x~u1(x, y) íà óïðóãîé
ôàçå.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

(102)
∫

Ωh
ε

aijkl∇~̂uε

(
∇x~u(x) +∇y~u1(x,

x

ε
)
)

dx =

=

∫

Ωh
ε

aijkl∇~̂uε∇x~u(x)dx +

∫

Ωh
ε

aijkl∇~̂uε∇y~u1(x,
x

ε
)dx

Â ïðàâîé ÷àñòè (102) äâà ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå èç íèõ ïðè ïåðåõîäå ê
äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó ïðè ε → 0 äàåò

∫

Ω×Q\B

aijkl∇x~u(x) (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y)) dxdy.

Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ ëþáîé äâóõìàñøòàáíî ñõîäÿùåéñÿ ~gε(x) ∈
L2(Ω) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ε → 0

(103)
∫

Ωh
ε

aijkl∇y~u1(x,
x

ε
)gε(x)dx →

∫

Ω×Q\B

aijkl∇y~u1(x, y)g(x, y)dxdy,

ãäå ~g(x, y) - ñëàáûé äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
~gε(x) ïðè ε → 0.

Âîçüìåì gi
k(x, ε) =

∂ûk
ε

∂xi
, 1 ≤ i, k ≤ 3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (103),

áóäåì èìåòü

∫

Ωh
ε

aijkl∇y~u1(x,
x

ε
)∇~̂uε(x)dx →

∫

Ω×Q\B

aijkl∇y~u1(x, y) (∇~u(x) +∇y~u1(x, y)) dxdy,

ïîñêîëüêó ∇~u(x) + ∇y~u1(x, y) � ñëàáûé äâóõìàñøòàáíûé ïðåäåë
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè∇~̂uε(x).
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Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåé ñóììû èç (102) âåðíî

(104)
∫

Ωh
ε

aijkl∇~̂uε

(
∇x~u(x) +∇y~u1(x,

x

ε
)
)

dx −→

∫

Ω×Q\B

aijkl∇x~u(x) (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y)) dxdy +

+

∫

Ω×Q\B

aijkl∇y~u1(x, y) (∇~u(x) +∇y~u1(x, y)) dxdy =

=

∫

Ω×Q\B

aijkl (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y))2 dxdy ≡ Ih
1 .

Çàìå÷àíèå 12. Ïîä çàïèñüþ
∫

Ω×Q\B

aijkl (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y))2 dxdy

ìû çäåñü ïîíèìàåì âûðàæåíèå
∫

Ω×Q\B

aijkl

(
∂ui

∂xj

+
∂ui

1

∂yj

)(
∂uk

∂xl

+
∂uk

1

∂yl

)
dxdy.

Îêîí÷àòåëüíî, ïðè ε → 0

(105) λ2

∫

Ωh
ε

ρh~̂uε~u(x)dx + ελ2

∫

Ωh
ε

ρh~̂uε~u1(x,
x

ε
)dx +

+

∫

Ωh
ε

aijkl∇~̂uε

(
∇x~u(x) +∇y~u1(x,

x

ε
)
)

dx +

+ ε

∫

Ωh
ε

aijkl∇~̂uε∇x~u1(x,
x

ε
)dx −→

λ2

∫

Ω×Q\B

ρh(~u(x))2dxdy +

∫

Ω×Q\B

aijkl (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y))2 dxdy.

Ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ èç (105) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, (ïîëüçóÿñü
îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè ~w(x, y)) ñëåäóþùèì îáðàçîì

λ2

∫

Ω×Q\B

ρh(~u(x))2dxdy +

∫

Ω×Q\B

aijkl (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y))2 dxdy =
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(106)
= λ2

∫

Ω×Q\B

ρh (~u(x) + ~w(x, y))2 dxdy +

∫

Ω×Q\B

aijkl (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y))2 dxdy.

Îêîí÷àòåëüíî,

(107)

λ2

∫

Ω×Q\B

ρh (~u(x) + ~w(x, y))2 dxdy +λ2

∫

Ω×Q∩B

ρs (~u(x) + ~w(x, y))2 dxdy =

= λ2

∫

Ω×Q

ρ̃ (~u(x) + ~w(x, y))2 dxdy ≡ I1.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå âûøå â (100), (101), (104) è (107), ðåçóëüòà-
òû, ïîñëå ïåðåõîäà ê äâóõìàñøòàáíîìó ïðåäåëó â (97) áóäåì èìåòü

(108) I1 + Is
2 + Is

3 + Ih
1 =

∫

Ω

~̂
f(x)

(
~u(x) + ~̃w(x)

)
dx.

Ñðàâíèì òåïåðü (108) ñ (92) ñ èñïîëüçîâàíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ (83) è (84).

Ïî ñâîéñòâó (83) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

I1 ≤ λ2 lim
ε→0

∫

Ω

ρε|~̂uε|2dx,

Ih
1 ≤ lim

ε→0

∫

Ωh
ε

aijklEij(~̂uε)Ekl(~̂uε) dx,

Is
2 ≤ 2λµ lim

ε→0

∫

Ωs
ε

ε2|∇~̂uε|2 dx,

Is
3 ≤ lim

ε→0

∫

Ωs
ε

γ |div ~̂uε|2 dx.
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5.4. Ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 14. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñõîäèìîñòè:

(109) χ (Ωs
ε) p̂ε(x)

2→ Πp(x),

(110) ~̂uε(x)
2→ ~u(x) + ~w(x, y),

(111) ε∇x
~̂uε(x)

2→ ∇y ~w(x, y),

(112) χ
(
Ωh

ε

) (
∇x

~̂uε(x)
)

2→ χ (Ω ∩Q\B) (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y)) .

Çàìå÷àíèå 13. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (84) ðåçóëüòàòû òåîðåìû
14 ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lim
ε→0

‖pε(x, t)− p(x, t)‖L2(Ωs
ε) = 0,

lim
ε→0

‖~uε(x, t)− ~u(x, t)‖L2(Ωh
ε ) = 0,

lim
ε→0

‖~̇uε(x, t)− ~̇u(x, t)‖L2(Ωh
ε ) = 0,

lim
ε→0

‖∇x~uε(x, t)−∇x~u(x, t)−∇y~u1(x, x
ε
)‖L2(Ωh

ε ) = 0,

lim
ε→0

‖∇x~̇uε(x, t)−∇x~̇u(x, t)−∇y~u1(x, x
ε
)‖L2(Ωh

ε ) = 0,

lim
ε→0

‖~uε(x, t)− ~u(x, t)− ~w(x, x
ε
, t)‖L2(Ωs

ε) = 0,

lim
ε→0

ε‖∇x~uε(x, t)−∇x~u(x, t)−∇x ~w(x, x
ε
, t)‖L2(Ωs

ε) = 0,

lim
ε→0

‖~̇uε(x, t)− ~̇u(x, t)− ~̇w(x, x
ε
, t)‖L2(Ωs

ε) = 0,

lim
ε→0

ε‖∇x~̇uε(x, t)−∇x~̇u(x, t)−∇x ~̇w(x, x
ε
, t)‖L2(Ωs

ε) = 0,

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâûå ÷àñòè (108) è (92) ðàâíû, à êàæäîå
â îòäåëüíîñòè ñëàãàåìîå â (108) ìåíüøå ëèáî ðàâíî ñîîòâåòñòâåí-
íîãî ñëàãàåìîãî â (92). Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîì ñëàãàåìîì èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî:

Π

γ

∫

Ω

(p(x))2 dx = lim
ε→0

∫

Ωs
ε

γ |div ~̂uε|2 dx =
1

γ
lim
ε→0

∫

Ωs
ε

(pε(x))2 dx,
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λ2

∫

Ω×Q

ρ̃ (~u(x) + ~w(x, y))2 dxdy = λ2 lim
ε→0

∫

Ω

ρε~̂u2
εdx

2λµ

∫

Ω×Q∩B

(∇y ~w(x, y))2 dxdy = 2λµ lim
ε→0

∫

Ω

(
ε∇~̂uε

)2

dx,

∫

Ω×Q\B

aijkl (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y))2 dxdy = lim
ε→0

∫

Ωh
ε

aijklEij(~̂uε)Ekl(~̂uε) dx,

÷òî c ïîìîùüþ (84) âëå÷åò ïîçâîëèò íàì ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 14, êàñàþùèåñÿ äàâëåíèÿ, ñìåùåíèé è ãðàäèåíòîâ ñìåùå-
íèé íà ìÿãêîé ôàçå, à òàêæå äëÿ íà ñìåùåíèé íà æåñòêîé ôàçå. ¤

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ãðàäèåíòîâ ñìåùåíèé íà æåñò-
êîé ôàçå ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ðàññóæäåíèÿ.

Îáîçíà÷èì

Eu
ij = Eij(~u(x)) + eij(~u1(x, y)).

Ëåììà 9. Ïóñòü òåíçîð aijkl îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ïîëîæèòåëü-
íîé îïðåäåëåííîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè (ñì. (20)) è èçâåñòíî, ÷òî

(113) χ(Ωh
ε )∇x

~̂uε(x)
2
⇀ χ(Ω× (Q\B)) (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y)) ,

(114)
||χ(Ωh

ε )aijklEij(~̂uε)Ekl(~̂uε)||2L2(Ωh
ε ) → ||χ(Ω×(Q\B))aijklE

u
ijE

u
kl||2L2(Ω×Q\B),

ãäå ~̂uε, ~u(x), ~u1(x, y) îïðåäåëåíû âûøå.
Òîãäà

(115) χ(Ωh
ε )∇x

~̂uε(x)
2→ χ(Ω× (Q\B)) (∇x~u(x) +∇y~u1(x, y)) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè Eij = Eji (eij = eji)

òåíçîð äåôîðìàöèé â R3 ñîäåðæèò øåñòü ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò.
Çàïèøåì èõ â âèäå âåêòîðîâ:

~eu =
(
e11(~̂uε(x)), e22(~̂uε(x)), e33(~̂uε(x)), e12(~̂uε(x)), e13(~̂uε(x)), e23(~̂uε(x))

)T

,

~ez = (Eu
11, E

u
22, E

u
33, E

u
12, E

u
13, E

u
23)

T .
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Òîãäà

aijklEij(~̂uε)Ekl(~̂uε) = (A~eu, ~eu) , aijklE
u
ijE

u
kl = (A~ez, ~ez) .

Ãäå ìàòðèöà A ñîñòàâëåíà èç êîýôôèöèåíòîâ aijkl, à ïîòîìó, íà
îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ñâîéñòâ òåíçîðà òåîðèè óïðóãîñòè, ñèììåò-
ðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ìàòðèöà X , ÷òî X 2 = A, X = X T . Çíà÷èò

(A~eu, ~eu) = (X ~eu,X ~eu) , (A~ez, ~ez) = (X ~ez,X ~ez) .

Âûðàæåíèå (X ~eu,X ~eu) åñòü êâàäðàò íîðìû âåêòîðàX ~eu è ïîýòîìó
ñîñòîèò èç êâàäðàòîâ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåëè÷èíeij(ûε) ñ íåêî-
òîðûìè êîýôôèöèåíòàìè θij

k , k = 1, 2, . . . , 6, òàê ÷òî (X ~eu,X ~eu) =
6∑

k=1

(
θij

k E2
ij(

~̂uε)
)2

, àíàëîãè÷íî (X ~ez,X ~ez) =
6∑

k=1

(
θij

k Eu
ij

)2.
Ïî óñëîâèþ (114) èìååì,

||(X ~eu)||2L2(Ωh
ε ) → ||(X ~ez)||2L2(Ω×Q\B),

ñëåäîâàòåëüíî

||θij
k Eij(~̂uε)||L2(Ωh

ε ) → ||θij
k Eu

ij||2L2(Ω×Q\B), k = 1, . . . , 6

÷òî â ñâîþ î÷åðåäü íåìåäëåííî âëå÷åò óòâåðæäåíèå (115).
¤
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Çàêëþ÷åíèå.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à àíàëèçà ñïåêòðà òîëü-
êî îäíîìåðíûõ äâèæåíèé äëÿ îïèñàííûõ âûøå ìîäåëåé óñðåäíåí-
íûõ ñðåä. Âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ñïåêòðîâ ïëîñêèõ è ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ äâèæåíèé äëÿ ìîäåëåé, ðàññìîòðåííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå,
íå èññëåäîâàëñÿ. Î÷åâèäíî, ýòî � èíòåðåñíàÿ çàäà÷à, òðåáóþùàÿ
ñâîåãî ðåøåíèÿ. Âîçìîæíî, êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ñïåêòðîâ áóäåò
àíàëîãè÷íà ðàññìîòðåííûì â ýòîé ðàáîòå ñëó÷àÿì ñïåêòðîâ îäíî-
ìåðíûõ äâèæåíèé. Âåðîÿòíî òàêæå, ÷òî ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà àäå-
êâàòíàÿ äàííûì çàäà÷àì àáñòðàêòíàÿ îïåðàòîðíàÿ ñõåìà.

Èíòåðåñíî ïðîâåñòè òàêæå àíàëèç çàäà÷è î äåêðåìåíòå çàòóõà-
íèÿ àêóñòè÷åñêîé âîëíû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç "ñòåíêó" èç ìàòåðèà-
ëîâ, ýôôåêòèâíûå ìîäåëè êîòîðûõ ïðèâåäåíû â äàííîé ðàáîòå.

Êàê óæå îòìå÷åíî âî Ââåäåíèè, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñõîäèìîñòè êàê ìíîæåñòâ ñïåêòðîâ äëÿ äîïðå-
äåëüíûõ ìîäåëåé ê ñïåêòðàì, îòâå÷àþùèì "ýôôåêòèâíûì" èëè
"óñðåäíåííûì" ìîäåëÿì. Â ðàáîòå [2] ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðåí äëÿ
ñëó÷àÿ ìîäåëè "äâîéíîé ïîðèñòîñòè". Îáû÷íî äîâîëüíî ïðîñòî äî-
êàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ê êàæäîé òî÷êå ïðå-
äåëüíîãî ñïåêòðà ñõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òî÷åê
ñïåêòðà äîïðåäåëüíûõ çàäà÷. Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäå-
íèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè òî÷åê äîïðåäåëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñïåêòðà
ïðåäåëüíîé ("óñðåäíåííîé") ìîäåëè, âûçûâàåò á�oëüøèå çàòðóäíå-
íèÿ è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Ýòî òàêæå èíòå-
ðåñíàÿ çàäà÷à, òðåáóþùàÿ ðåøåíèÿ.
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Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ ïåðèîäè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðîé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ðÿäîì àâòîðîâ áûëè ïðåäïðè-
íÿòû óñèëèÿ ïî "ñòîõàñòèçàöèè" çàäà÷ óñðåäíåíèÿ äëÿ ïîðèñòûõ
ñðåä (ñì [15]). Íåñîìíåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿë áû ïåðåíîñ ðàç-
ëè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ î ñïåêòðàõ íà ìîäåëè ñëó÷àéíûõ ñðåä, àíàëî-
ãè÷íûå ðàññìîòðåííûì âûøå.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïîëíîãî çàïîëíåíèÿ îò-
âåðñòèÿ (èëè êàíàëîâ) æèäêîñòüþ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ
ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì òàêèõ, êàê ãðóíòû, íàñûùåííûå æèäêîñòüþ,
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî çàïîëíåíèå îòâåðñòèé èëè êàíàëîâ çäåñü,
êàê ïðàâèëî, íå áóäåò ïîëíûì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äîëæíî ïðèâå-
ñòè ê êà÷åñòâåííûì îòëè÷èÿì â ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí. Ìàòåìà-
òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñðåä ñ íåïîëíûì çàïîëíåíèåì îòâåðñòèé
� åùå îäíà èíòåðåñíàÿ çàäà÷à. Òàê, çíà÷èòåëüíî á�îëüøèìè çäåñü
äîëæíû áûòü òåïëîâûå ïîòåðè, ïîñêîëüêó ïðè äâèæåíèè "êàðêàñà"
æèäêîñòü â ïîðàõ áóäåò âîâëå÷åíà â äâèæåíèå íå öåëèêîì à òîëüêî
â ÷àñòÿõ, ïðèìûêàþùèõ ê êàðêàñó, ÷òî ïðèâåäåò ê á�îëüøèì ãðà-
äèåíòàì ñêîðîñòè.

Èíòåðåñíóþ çàäà÷ó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ
ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû, àíàëîãè÷íîé ðàññìîòðåííîé
â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì ìàëîñòè îáúåìà
óïðóãîé ôàçû (ò.í. òîíêèå ñòðóêòóðû). Â òàêèõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò
åùå îäèí íîâûé ìàëûé ïàðàìåòð � òîëùèíà óïðóãèõ ñòåíîê èëè
àðìèðóþùèõ æèäêîñòü óïðóãèõ ïðóòüåâ. Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çà-
äà÷è âîçìîæíî ïîñòðîåíèå óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê â ÿâíîì âèäå,
áåç èñïîëüçîâàíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå. Ïîñêîëüêó
ñàìî ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íà ÿ÷åéêå ìîæåò áûòü ñ âû-
ñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíî â âèäå ÿâíîé ôîðìóëû.
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Âïîëíå âîçìîæíî ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ äëÿ
ñåðèé âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñïåêòðà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ïðè ñòðåìëåíèè íîìåðà ñîáñòâåííîãî çíà÷å-
íèÿ â äàííîé ñåðèè ê áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ýòà
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ àñèìïòîòèêè íóëåé íåêîòîðûõ ÿâ-
íî çàäàâàåìûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â îáùåì ñëó÷àå, ýòî � áî-
ëåå ñëîæíûé âîïðîñ, íî îí ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ è, ñ òî÷êè çðåíèÿ
àâòîðà, âïîëíå äîñòóïåí äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè àêóñòèêè ìîðñêîãî äíà ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à îá îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè àêóñòè÷å-
ñêîé âîëíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà æèäêîñòè è ñðåäû, ñîñòàâëåííîé
èç æèäêîñòè è óïðóãèõ ÷àñòèö, ïðè÷åì óïðóãèå ÷àñòèöû ìîãóò ñî-
ñòàâëÿòü êàê ñâÿçíûé êàðêàñ, òàê è ìíîæåñòâî èç îòäåëüíûõ, íå
ñâÿçíûõ ìåæäó ñîáîé êîìïîíåíò. Ïðåäëàãàåìûå â íàñòîÿùåé ðàáî-
òå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ðåøåíèþ è ýòîé
çàäà÷è. Ðàíåå àíàëîãè÷íûå âîïðîñû ðàññìàòðèâàëèñü äëÿ äðóãèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé. Îòëè÷èòåëü-
íîé îñîáåííîñòüþ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ðàññìàòðèâàå-
ìîé îáëàñòè äâóõ ÷àñòåé: ïîðèñòîé èëè ïåðôîðèðîâàííîé ÷àñòè è
îäíîðîäíîé êîìïîíåíòû. Èíîãäà òàêèå îáëàñòè íàçûâàþò ÷àñòè÷íî
ïåðôîðèðîâàííûìè. Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîñòðîåíèå â
óñðåäíåííûõ ìîäåëÿõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå êîíòàêòà ïåð-
ôîðèðîâàííîé è îäíîðîäíîé ÷àñòåé. Ê ïîñòðîåíèþ òàêîãî óñðåä-
íåííîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ñâåäåòñÿ, ñêîðåå âñåãî, è óïîìÿíóòàÿ
âûøå çàäà÷à îá àêóñòèêå ìîðñêîãî äíà.
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