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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

Çàäà÷àì, ñâÿçàííûì ñ óïðàâëåíèåì ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåí-

íûìè ïàðàìåòðàìè, ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò êàê ðîñ-

ñèéñêèõ, òàê è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýòèõ ðà-

áîò ðàññìàòðèâàåò òàêèå îáúåêòû, êàê ñòðóíû, ìåìáðàíû è ïëà-

ñòèíû. Èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ìîæíî óñëîâ-

íî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà.

Ïåðâûé êëàññ ñâÿçàí ñ óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì, ðàñïðåäå-

ëåííûì ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Âòîðîé

êëàññ îñíîâàí íà ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè. Â äàííîé äèññåðòàöèè

áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî òàêèå çàäà÷è, â êîòîðûõ óïðàâëå-

íèå ðàñïðåäåëåíî ïî ãðàíèöå.

Â äîïîëíåíèå ê ðåçóëüòàòàì ïîëó÷åííûì â äàííîé ðàáîòå, ïðè-

âåäåì îáçîð ìåòîäîâ è çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ äðóãèìè àâòîðàìè.

Ïðè ýòîì, íåêîòîðûå èç ýòèõ çàäà÷ áóäóò ðàññìîòðåííû áîëåå ïî-

äðîáíî, ïîñêîëüêó îíè ñâÿçàíû ñ ìåòîäàìè èñïîëüçóåìûìè â äàí-

íîé äèññåðòàöèè.

Â ìîíîãðàôèè [25] èçëîæåíû ðåçóëüòàòû ïî óïðàâëåíèþ êîëå-

áàíèÿìè òîíêèõ óïðóãèõ ïëàñòèí. Ñôîðìóëèðîâàí ïðèíöèï Ë. Ñ.

Ïîíòðÿãèíà äëÿ çàäà÷ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ñìåøàííûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîãäà ÷àñòü ïëàñòèíû ñâîáîäíî îïåðòà,

à ÷àñòü çàùåìëåíà. Çàìåòèì, ÷òî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå çäåñü

ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàñïðåäåëåííûì ïî âñåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû è

îãðàíè÷åíî ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2.

Â ðàáîòàõ [7, 31, 35-43, 45] ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû óïðàâëå-

íèÿ ðàçëè÷íûìè ñèñòåìàìè, òàêèìè êàê îñöèëÿòîðû, ìåìáðàíû,

ïëàñòèíû, ñòåðæíè, ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óïðàâëÿþ-

ùèå âîçäåéñòâèÿ. Èçëàãàåòñÿ òàêæå ìåòîä äåêîìïîçèöèè, ò. å. ñâå-
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äåíèå çàäà÷è îá óïðàâëåíèè íåêîòîðîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìîé ê

ðåøåíèþ ñ÷åòíîé ñèñòåìû áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷. Áîëåå ïîäðîáíî

îñòàíîâèìñÿ íà ìåòîäàõ, èçëîæåííûõ â ìîíîãðàôèè [41].

Â ãë. 4 ìîíîãðàôèè [41] ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðàâëÿåìûå ñèñòå-

ìû ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè, ñâÿçàííûå ñ óðàâíåíèÿìè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Ñèñòåìû ïðåäïîëàãàþòñÿ ëèíåéíûìè, à

óïðàâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ðàñïðåäåëåííûõ âîçäåé-

ñòâèé, îïèñûâàåìûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ. Óïðàâëåíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïî àáñîëþò-

íîé âåëè÷èíå. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à î ïðèâåäåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòå-

ìû â íóëåâîå ñîñòîÿíèå çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ïðåäëîæåí ñïîñîá

óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé ñèñòåìû è ïðè-

ìåíåíèè îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèÿ äëÿ êàæ-

äîé ìîäû äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ ðåøå-

íèÿ ïî ìåòîäó Ôóðüå.

Äàííàÿ çàäà÷à ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê óïðàâëåíèþ ñ÷åòíîé

ñèñòåìîé ìîä (ìàÿòíèêîâ), ÷òî òðåáóåò ïîëó÷åíèÿ ñïåöèàëüíûõ

îöåíîê. Ïðèâåäåíû òàêæå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïî-

ñòàâëåííîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ. Óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ïîëó-

÷åíî â ÿâíîì âèäå. Âûâåäåíû îöåíêè ñâåðõó äëÿ âðåìåíè ïðîöåññà

óïðàâëåíèÿ.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðè-

âåäåííûå â äàííîé ìîíîãðàôèè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííû-

ìè ïàðàìåòðàìè, îïèñûâàåìûå ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

wtt = Aw + v: (1)

Â óðàâíåíèè (1) w(x; t) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ n-ìåðíîãî âåê-

òîðà x = (x1; :::; xn) ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè t,
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õàðàêòåðèçóþùàÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, v � èñêîìîå óïðàâëåíèå, A

� ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñîäåðæàùèé ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì xi, i = 1; :::; n. Êîýôôèöèåíòû îïå-

ðàòîðà A íå çàâèñÿò îò t, à åãî ïîðÿäîê ñ÷èòàåì ÷åòíûì è ðàâíûì

2m. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ïðèìåðàìè îïåðàòîðà A ÿâëÿ-

þòñÿ îïåðàòîð Ëàïëàñà � è îïåðàòîð ��2.

Óðàâíåíèå (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåêîòîðîé îòêðûòîé îãðàíè-

÷åííîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x 2 


è ïðè t � 0. Íà ãðàíèöå � îáëàñòè 
 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îäíî-

ðîäíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå âèäà

Mw = 0; M = (M1; :::;Mm); x 2 �: (2)

ÇäåñüMj � ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà ìåíü-

øåãî 2m ñ êîýôôèöèåíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò t. Â ÷àñòíîñòè ïðè

m = 1 îïåðàòîð M � ñêàëÿðíûé è èìååò âèä

Mw = b0(x)w + b1(x)
@w

@x
;

ãäå b0(x), b1(x) � çàäàííûå íà � ôóíêöèè. Óñëîâèå (2) ìîæåò, â

÷àñòíîñòè, ïðåâðàùàòüñÿ â óñëîâèå Äèðèõëå (ïðè b0 = 1, b1 = 0)

èëè Íåéìàíà (ïðè b0 = 0, b1 = 1).

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

w(x; 0) = w0(x); wt(x; 0) = wt0(x); x 2 
; (3)

à íà óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ v(x; t) â óðàâíåíèè (1) íàëîæåíî

îãðàíè÷åíèå

jv(x; t)j � v0; x 2 
; t � 0; (4)

ãäå v0 > 0 � çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèÿ v(x; t), óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå îãðàíè÷åíèþ (4). Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó óïðàâ-

ëåíèþ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ êðàåâûì óñëîâèåì (2) è ñ íà÷àëü-
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íûìè óñëîâèÿìè (3) äîëæíî îáðàùàòüñÿ â íóëü â íåêîòîðûé êî-

íå÷íûé (íåôèêñèðîâàííûé) ìîìåíò T > 0. Òî åñòü, âñþäó â 


äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ

w(x; T ) = wt(x; T ) = 0:

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïîëîæèòü v � 0 ïðè t � T , òî ðåøåíèå

îñòàíåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíûì íóëþ ïðè t > T .

Ãðàíèöà îáëàñòè 
 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ïðèâåäåì òåïåðü îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà äåêîìïîçèöèè, ò. å.

ñâåäåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ê ïðîáëåìå óïðàâëåíèÿ ñ÷åòíîé ñè-

ñòåìîé ìàÿòíèêîâ.

Ìåòîä äåêîìïîçèöèè áóäåò îïèðàòüñÿ íà ìåòîä Ôóðüå. Äëÿ åãî

ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíêöèé '(x), x 2 
, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñòîÿííûõ � ëèíåéíîìó îäíîðîä-

íîìó è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ:

A' = ��'; x 2 
; M' = 0; x 2 �: (5)

Êàê èçâåñòíî, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ (äëÿ ñàìîñîïðÿæåí-

íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-

ïëàñà, ò. å. ïðè A = �), çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (5) îáëà-

äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Èìååòñÿ äèñêðåòíûé ñ÷åòíûé ñïåêòð ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé �k, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîíóìåðîâàíû â íåóáûâà-

þùåì ïîðÿäêå: �1 � �2 � :::, ïðè÷åì �k !1 ïðè k !1. Â íåêî-

òîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà A = � ïðè óñëî-

âèè Íåéìàíà èìååòñÿ òàêæå íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � = 0.

Ýòîò ñëó÷àé òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîé ìîíîãðàôèè. Óêà-

çàííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îòâå÷àåò îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà
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ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé 'k(x), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â îáëàñòè


. Íîðìèðîâàâ ýòè ôóíêöèè, ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòå-

ìó ôóíêöèé 'k(x), îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

A'k = ��k'k; x 2 
; M'k = 0; k'kk = 1; x 2 �; (6)

Èíäåêñ k â (6) è äàëåå ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1 ïðè íàëè-

÷èè íóëåâîãî ñîáñòâåííîã çíà÷åíèÿ �0 = 0 è îò 1 äî 1 ïðè åãî

îòñóòñòâèè. Ñóììèðîâàíèå â äàëüíåéøåì áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ïî k

òàêæå â óêàçàííûõ âûøå ïðåäåëàõ.

Âîñïëüçóåìñÿ òåïåðü ìåòîäîì Ôóðüå äëÿ ðàçäåëåíèÿ âðåìåííîé

(îò t) è ïðîñòðàíñòâåííîé (îò x) çàâèñèìîñòåé. Ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ (1) áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöè-

ÿì

w(x; t) =
X

qk(t)'k(x); (7)

ãäå qk(t) � íåêîòîðûå ôóíêöèè âðåìåíè. Óïðàâëåíèå v â (1) òàêæå

ïðåäñòàâèì â âèäå ðàçëîæåíèÿ

v(x; t) =
X

uk(t)'k(x); (8)

ãäå uk(t) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè âðåìåíè.

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (7) è (8) â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷èìX
�qk(t)'k(x) =

X
(qkA'k + uk'k):

Çäåñü è äàëåå òî÷êè îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè.

Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì A'k = ��k'k, à òàêæå óñëîâèåì îð-

òîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé 'k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé

�qk + !2kqk = uk: (9)

Çäåñü è äàëåå !k � ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàâíûå

!k = �
1
2

k ; 0 = !0 � !1 � !2 � ::: : (10)
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Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå â âèäå (7) ïî ïîñòðîåíèþ óäîâëåòâîðÿåò

îäíîðîäíîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (2), òàê êàê ýòîìó óñëîâèþ óäî-

âëåòâîðÿþò âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.

Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (7) â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3) è âîñïîëüçó-

åìñÿ ñâîéñòâàìè îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (6).

Ïîëó÷èì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ çàäà÷è (9) â âèäå

qk(0) = q0k =

Z



w0(x)'k(x)dx;

(11)

_qk(0) = ( _qk
0) =

Z



wt0(x)'k(x)dx:

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1) ñâåëàñü ê çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ñ÷åòíîé

ñèñòåìîé ìàÿòíèêîâ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìà-

ÿòíèêà èç ñ÷åòíîé ñèñòåìû (9) ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå óïðàâëåíèå

uk, íà ìîäóëü êîòîðîãî íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå. Â ðàáîòå [41] ïðîâî-

äèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè îñòàíîâêè êàæäîãî ìàÿòíèêà â

îòäåëüíîñòè, à çàòåì äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîãî

âðåìåíè îñòàíîâêè äëÿ âñåé ñ÷åòíîé ñèñòåìû ìàÿòíèêîâ. Ïîëó÷å-

íà òàêæå îöåíêà ñâåðõó äëÿ äàííîãî âðåìåíè óïðàâëåíèÿ.

T � �((2V (sup
x2


X
[!2k(q

0
k)

2 + ( _q0k)
2]

1
2 j'k(x)j)�1)�1+

+
p
2(!1V (sup

x2


X
[!2k(q

0
k)

2 + ( _q0k)
2]

1
2 j'k(x)j)�1)� 1

2 ):

Íà óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè uk äëÿ êàæäîãî ìàÿòíèêà áûëî íàëî-

æåíî îãðàíè÷åíèå

jukj � Uk; t � 0:

Òàêæå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâàX
Ukj'k(x)j � V; x 2 
:
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Â äàííîé äèññåðòàöèè äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ óïðàâëåíèÿ òàêæå

ïðîâîäèòñÿ äåêîìïîçèöèÿ, ò. å. ñâåäåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ê óïðàâ-

ëåíèþ ñ÷åòíîé ñèñòåìîé ìàÿòíèêîâ. Ïðè ýòîì äîêàçàòåëüñòâî âîç-

ìîæíîñòè ïðåäñòàâèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó â âèäå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ìîä

îòëè÷àåòñÿ îò èçëîæåííîãî âûøå. Â îòëè÷èå îò ìîíîãðàôèè [41]

â äàííîé äèññåðòàöèè êàæäûì ìàÿòíèêîì ñèñòåìû íåëüçÿ óïðàâ-

ëÿòü íåçàâèñèìî, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò çàäà÷ó. Âîïðîñ î

ïîëíîé îñòàíîâêå âñåõ ìàÿòíèêîâ ñ ïîìîùüþ îäíîãî óïðàâëÿþ-

ùåãî âîçäåéñòâèÿ, ïðè îãðàíè÷åíèè íà åãî àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó,

â îáùåì ñëó÷àå îòâåòà ïîêà íå èìååò. Îäíàêî, â ÷àñòíîì ñëó÷àå,

íàì óäàëîñü äîêàçàòü óïðàâëÿåìîñòü íåêîòîðîé ñèñòåìû (ñì. ãë.

3). Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå òî÷íîå, à

ïðèáëèæåííîå óïðàâëåíèå. Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ áóäóò äàíû íè-

æå. Èäåÿ ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â îñòà-

íîâêå ïåðâûõ N ìàÿòíèêîâ. Ïðè ýòîì âîçìóùåíèå, ñîçäàâàåìîå

îñòàëüíûìè îñöèëÿòîðàìè, îöåíèâàåòñÿ.

Âîïðîñ î ïîëíîé îñòàíîâêå êîíå÷íîãî ÷èñëà ìàÿòíèêîâ òàêæå

ðàññìàòðèâàåòñÿ â ìîíîãðàôèè [41]. Ðàññìîòðèì çäåñü ïîñòàíîâêó

çàäà÷è è îñíîâíûå ïîäõîäû èçëîæåííûå â ãë. 5 äàííîé ìîíîãðà-

ôèè.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ â ëèíåéíîé ñèñòå-

ìå ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå. Ïðåäëîæåííûé ñïî-

ñîá óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå èçâåñòíîãî ñïîñî-

áà Êàëìàíà, ðàñïðîñòðàíåííîãî íà ñëó÷àé íàëè÷èÿ îãðàíè÷åíèé.

Ïîñòðîåí â ÿâíîì âèäå çàêîí óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îñöèëÿòîðîâ,

óïðàâëÿåìîé îäíèì îãðàíè÷åííûì âîçäåéñòâèåì.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëÿòîðîâ, óïðàâëÿåìûõ

ïîñðåäñòâîì ñêàëÿðíîãî óïðàâëåíèÿ

��i + !2i �i = u: (12)
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Çäåñü �i � îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, ïîñòîÿííûå !i > 0 � ñîáñòâåí-

íûå ÷àñòîòû îñöèëÿòîðîâ, i = 1; :::; n; u � ñêàëÿðíîå óïðàâëåíèå,

íà êîòîðîå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå, ò.å. juj � a.

Â êà÷åñòâå ìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû (12) ìîæåò ñëóæèòü

ñèñòåìà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàÿòíèêîâ, ïîäâåøåííûõ ê íåñóùåìó òå-

ëó, ïåðåìåùàþùåìóñÿ ãîðèçîíòàëüíî ñ óñêîðåíèåì u. Ïðè ýòîì �i

� ìàëûå ëèíåéíûå îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêîâ îò òî÷åê ïîäâåñà, ðàâ-

íûå li'i, ãäå li � äëèíà, à 'i � óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò âåð-

òèêàëè.

Äðóãàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû (12) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñîâîêóïíîñòü ìàññ, ïðèñîåäèíåííûõ ïðóæèíàìè ê íåñóùåìó òåëó.

Âñÿ ñèñòåìà ïåðåìåùàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî è ãîðèçîíòàëüíî, ïðè-

÷åì �i � óäëèíåíèÿ ïðóæèí, u � óñêîðåíèå òåëà.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óïðàâëåíèÿ u(t), óäîâëåòâîðÿþ-

ùåãî îãðàíè÷åíèþ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è ïåðåâîäÿùåãî ñèñòå-

ìó (12) èç ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè t0 = 0

�i(0) = �0i ;
_�i(0) = �0i (13)

â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

�i(T ) = �1i ;
_�i(T ) = �1i (14)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòîû !i ïëîæèòåëüíû è ðàçëè÷íû. Äàí-

íûå ÷àñòîòû ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, ïðè÷åì !0 =

0. Ââåäåíî îáîçíà÷åíèå


 = min
0�k�n�1

(!k+1 � !k) > 0; 0 = !0 < !1 < ::: < !n:

Îòìå÷åíî òàêæå, ÷òî ïðè 
 > 0 ñèñòåìà (12) âïîëíå óïðàâëÿ-

åìà. Åñëè æå íåêîòîðûå ÷àñòîòû ñîâïàäàåò, òî ñèñòåìà ñòàíîâèò-

ñÿ íåóïðàâëÿåìîé. Åñëè íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ äâóõ îñöèëÿòîðîâ

ñ ðàâíûìè ÷àñòîòàìè ðàçëè÷íû, òî íèêàêèì óïðàâëåíèåì íåëüçÿ
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äîáèòüñÿ îäíîâðåìåííîãî ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ýòèõ äâóõ îñöèëÿòî-

ðîâ, òàê êàê ðàçíîñòü ôàç èõ êîëåáàíèé áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîñòî-

ÿííîé.

Èñêîìîå óïðàâëåíèå èìååò âèä

u(t) =
nX
i=1

(ci cos!it� di sin!it); (15)

ãäå ci è di íåêîòîðûå ÷èñëà, ÿâíûé âèä êîòîðûõ ïðèâîäèòñÿ â

ðàññìàòðèâàåìîé ìîíîãðàôèèè.

Ïðèâîäÿòñÿ òàêæå îöåíêè âðåìåíè óïðàâëåíèÿ, à òàêæå ïðè-

áëèæåííîå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû (12) â çà-

äàííîå ñîñòîÿíèå.

Ñóùåñòâåííûì îòëè÷èåì ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ óïðàâëÿþùåãî âîç-

äåéñòâèÿ, ïðèâåäåííîãî â äàííîé äèññåðòàöèè äëÿ ñèñòåìû ñî-

ñòîÿùåé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ìàÿòíèêîâ, ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå

ðàâíûõ ÷àñòîò !i ó ðàçíûõ îñöèëÿòîðîâ. Óïðàâëÿåìîñòü ýòîé ñè-

ñòåìû îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî óïðàâëåíèå â ïðàâîé ÷àñòè èìååò âèäR
@


u(x; t)Fi(x)d�, ãäå fFi(x)g íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé íà ãðàíè-
öå îáëàñòè. Òî åñòü ñóùåñòâóåò îòäåëüíîå óïðàâëåíèå äëÿ êàæäî-

ãî ìàÿòíèêà, íî âñå ýòè óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé. Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëû áóäóò äàíû íèæå.

Â ìîíîãðàôèè [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá óïðàâëåíèè êî-

ëåáàíèÿìè îäíîìåðíîé ñòðóíû. Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðè-

âåäåíèå ñòðóíû â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ

îãðàíè÷åííîãî ïî íîðìå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Óïðàâëåíèå

ñîñðåäîòî÷åíî íà êîíöàõ ñòðóíû. Ïðè ýòîì ìåòîäû èñïîëüçóåìûå

â äàííîé ìîíîãðàôèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò èçëîæåííûõ

âûøå. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ ñ÷åòíîãî

÷èñëà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, íàçûâàåìûõ ìîìåíòàìè.

Ìåòîä ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì àïïàðàòîì ðåøåíèÿ

ïðîáëåì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè ñ ðàñ-
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ïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Âïåðâûå ýòîò ìåòîä áûë îïèñàí â

ìîíîãðàôèè [3]. Â ìîíîãðàôèè [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ìîìåíòîâ ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ïðèâåäåì òåïåðü îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîäõîäû, èñïîëüçó-

åìûå â äàííîé òåîðèè. Ïóñòü E � íåêîòîðîå ëèíåéíîå íîðìèðî-

âàííîå ïðîñòðàíñòâî è â íåì çàäàíî n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëå-

ìåíòîâ g1; :::; gn. Ïóñòü òàêæå èìååòñÿ ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f ,

îïðåäåëåííûé íà E. ×èñëà

�i = f(gi); i = 1; 2; :::; n; (16)

áóäåì íàçûâàòü ìîìåíòàìè ôóíêöèîíàëà f îòíîñèòåëüíî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ gi.

Ïðîáëåìà ìîìåíòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû óêàçàòü óñëîâèÿ,

íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå äëÿ òîãî, ÷òîáû íàïåðåä çàäàííàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë �i áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìîìåí-

òîâ ôóíêöèîíàëà f îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ

gi ïðè óñëîâèè

kfk � l; (17)

ãäå l çàðàíåå çàäàííîå ÷èñëî.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå çàäà÷à íàçûâàåòñÿ l � ïðîáëåìîé ìî-

ìåíòîâ â àáñòðàêòíîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå.

Åñëè ÷èñëî ðàâåíñòâ (17) áåñêîíå÷íî, òî l � ïðîáëåìà íàçûâà-

åòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî êîíå÷íîìåðíàÿ l

� ïðîáëåìà ìîìåíòîâ.

Ïðèâåäåì òåïåðü áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, íà êîòîðûõ îñ-

íîâûâàåòñÿ ìåòîä ìîìåíòîâ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå áåñêîíå÷-

íîìåðíîé l � ïðîáëåìû ìîìåíòîâ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå ëþáîé êîíå÷íîìåðíîé l � ïðîáëåìû ìîìåí-
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òîâ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç áåñêîíå÷íîìåðíîé ïðîáëåìû âûäåëå-

íèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ìîìåíòíûõ ðàâåíñòâ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïðîñòðàíñòâå E� (ñîïðÿæåí-

íîì ñ E) ñóùåñòâîâàë ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f , íîðìà êîòîðîãî

íå ïðåâîñõîäèëà áû ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà l è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìîìåíòîâ êîòîðîãî îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ g1; g2; :::; gn èç íîðìè-

ðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E áûëà �1; �2; :::; �n, íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû
1

inf
�
k�1g1 + :::+ �ngnk � l;

ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

�1�1 + :::+ �n�n = 1;

ãäå �1; :::; �n � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøèòü ïðîèçâîëüíóþ áåñêîíå÷íîìåð-

íóþ ïðîáëåìó ìîìåíòîâ, íóæíî ðåøèòü êàæäóþ êîíå÷íîìåðíóþ

ïðîáëåìó ìîìåíòîâ, à çàòåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ êîëåáàíèÿìè îäíîìåðíîé ñòðóíû ê ñîîòâåòñòâóþùåé ïðî-

áëåìå ìîìåíòîâ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

@2Q

@t2
= a2

@2Q

@x2
; (18)

ãäå a ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð, à ôóíêöèÿ Q = Q(x; t) èçìåíåíèå

îòêëîíåíèÿ êîëåáëþùåéñÿ ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå x ìàññû îò

ïîëîæåíèÿ åå ðàâíîâåñèÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t. Êîëåáàíèÿ

ñòðóíû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðåäåëàõ îãðàíè÷åííîãî îòðåçêà [0; S],

0 � x � S.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èìååò-

ñÿ íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå äàííîé ñòðóíû, îïèñûâàåìîå íà÷àëüíûìè
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óñëîâèÿìè ñëåäóþùåãî âèäà

Q(x; 0) = Q0(x); (19)

@Q(x; 0)

@t
j = _Q0(x): (20)

Ïóñòü óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì

u(t) = (u1(t); u2(t));

êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Q â òî÷êàõ

x = 0 è x = S, ò.å.

u1(t) = Q(0; t); (21)

u2(t) = Q(S; t): (22)

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà u(t) îãðàíè÷åíà ïî íîðìå ïðîñòðàí-

ñòâà L2(0; T ), ò.å.

kui(t)kL2(0;T ) � l; l > 0;

ãäå T � âðåìÿ óïðàâëåíèÿ.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: ïîëüçóÿñü óïðàâëåíèåì u(t), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

(21), íóæíî ¾óñïîêîèòü¿ ñèñòåìó çà âîçìîæíî áîëåå êîðîòêèé ïðî-

ìåæóòîê âðåìåíè T .

Äàëåå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé

u1(t) = u2(t) = u(t); ku(t)kL2(0;T ) � l:

Ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïî-

çèöèè äâóõ ôóíêöèé

Q(x; t) = Q1(x; t) +Q2(x; t)

ãäå ôóíêöèÿ Q1(x; t) îïèñûâàåò ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû

ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, à ôóíêöèÿQ2(x; t) îïèñûâàåò

14



âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, îïðåäåëÿþùèåñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

(19), (20). Ñëåäîâàòåëüíî

Q1(x; t) =
1X
k=1

�
Ak cos

�ka

S
t+Bk sin

�ka

S
t

�
sin

�k

S
x; (23)

ãäå

Ak =
2

S

SZ
0

Q0(�) sin
�k

S
�d�; (24)

Bk =
2

�ka

SZ
0

_Q0(�) sin
�k

S
�d�; (25)

è

Q2(x; t) =

tZ
0

K(x; t� �)u(�)d�; (26)

ãäå

K(x; t) =
1X
k=1

Ck sin
�k

S
x sin

�ka

S
t (26)

è

Ck =
2a

S
[1� (�1)k]: (27)

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

Q0(x) � Q0; _Q0 � 0:

Ïðè ýòîì èç ôîðìóë (24) è (25) ñëåäóåò

Ak =
2Q0

�k
[1� (�1)k]; Bk = 0; (28)

à ôóíêöèÿ Q1(x; t) ïðèìåò âèä

Q1(x; t) =
1X
k=1

2Q0

�k
[1� (�1)k] cos �ka

S
t sin

�k

S
x: (29)

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êîëåáàíèé â ìîìåíò âðåìåíè T ìîæíî çà-

ïèñàòü íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (22) â âèäå

Q(x; t) = Q1(x; T ) +Q2(x; T ) = 0; 0 � x � S; (30)
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@Q(x; T )

@t
=
@Q1(x; T )

@t
+
@Q2(x; T )

@t
= 0; 0 � x � S: (31)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (29), (25), (26), (27), (28) óñëîâèå (30) ïðèìåò

âèä

�
1X
k=1

2Q0

�k
[1� (�1)k] cos �ka

S
T sin

�k

S
x =

=

TZ
0

1X
k=1

2a

S
[1� (�1)k] sin �k

S
x sin

�
�ka

S
(T � �)

�
u(�)d�: (32)

Ìåíÿÿ â (32) ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ è ïðîèç-

âîäÿ ïî÷ëåííîå ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåçàâèñèìûõ ôóíê-

öèÿõ sin �k
S
x, ïîëó÷èì ñèñòåìó ðàâåíñòâ

Q0S

a�k
cos

�ka

S
T =

TZ
0

sin
�ka

S
(T � t)u(t)dt; (33)

ãäå íîìåð k äîëæåí ïðîáåãàòü ëèøü íå÷åòíûå öåëûå ïîëîæèòåëü-

íûå ÷èñëà k = 1; 3; 5; :::; òàê êàê â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (32)

ñòîèò ìíîæèòåëü [1� (�1)k], êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ÷åò-
íûõ öåëûõ k = 2; 4; 6; ::: .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå òîëüêî ïîëó÷èòü íóëåâîå ðàñïðåäåëåíèå

àìïëèòóäû êîëåáàíèé çà íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé èíòåðâàë âðå-

ìåíè, íî è îáåñïå÷èòü îäíîâðåìåííî íóëåâîå ðàñïðåäåëåíèå ñêî-

ðîñòåé òî÷åê êîëåáëþùåéñÿ ñòðóíû, íåîáõîäèìà äîïîëíèòåëüíàÿ

ñèñòåìà óñëîâèé. Åñëè áóäåò äîñòèãíóòî íóëåâîå ðàñïðåäåëåíèå

îáîèõ ïàðàìåòðîâ (îòêëîíåíèÿ è ñêîðîñòè åãî èçìåíåíèÿ) íà âñåì

îòðåçêå [0; S] â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè, òî ïîëó÷åííîå ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèÿ ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ

ñêîëü óãîäíî äîëãî.

Âòîðîå óñëîâèå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (31). Äèôôåðåíöèðóÿ

ðàâåíñòâî (32) ïî T , ïîëó÷èì

1X
k=1

2Q0a

S
[1� (�1)k] sin �ka

S
T sin

�k

S
x =
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=

TZ
0

1X
k=1

2a2�k

S
[1� (�1)k] sin �k

S
x cos

�ka

S
(T � �)u(�)d�: (34)

Ìåíÿÿ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðîèçâîäÿ ïî÷ëåí-

íîå ñðàâíåíèå îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-

ùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòîâ ôóíêöèè u(t):

Q0S

a�k
sin

�ka

S
T =

TZ
0

cos
�ka

S
(T � t)u(t)dt; k = 1; 3; 5; ::: : (35)

Òàêèì îáðàçîì, ïîáëåìà îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâ-

ëåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå, ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òàêîãî

óïðàâëåíèÿ u(t), 0 � t � T , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (21), êî-

òîðîå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ñèñòåìû ðàâåíñòâ (33) è (35) ïðè

íàèìåíüøåì âîçìîæíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà T .

Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (33), (35) ðåøàåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ìåòîäà ìîìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå èñêîìîå óïðàâëåíèå ïðèíå-

ìàåò âèä

u(t) =
1

2

1X
m=1

Am sin
a�(2m� 1)

S
t�Bm cos

a�(2m� 1)

S
t:

Ïðè ýòîì, ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ îñòàíîâêè ñòðóíû

ðàâíî S
a
.

Â ìîíîãðàôèè [4] òàêæå ðàññìîòðåíû ñëó÷àè êîãäà íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè, à òàêæå, êîãäà íà

ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå ïî àáñîëþòíîé âåëè-

÷èíå. Ýòà çàäà÷à òàêæå ñâîäèòñÿ ê áåñêîíå÷íîìåðíîé ïðîáëåìå

ìîìåíòîâ. Äîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíî ïðèâåäåíèå â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ

çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñêîëü óãîäíî ìàëûì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

óïðàâëåíèåì.

Â ãë. 3 äàííîé äèññåðòàöèè èñõîäíàÿ çàäà÷à òàêæå áóäåò ñâåäå-

íà ê ðåøåíèþ íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîìåðíîé ïðîáëåìû ìîìåíòîâ,

íî ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå â ýòîì ñëó÷àå, áóäóò ñóùåñòâåííî îòëè-

÷àòüñÿ îò ìåòîäîâ ïðèâåäåííûõ â ìîíîãðàôèè [4].
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Â ìîíîãðàôèè [28] ñòàâèòñÿ çàäà÷à îñòàíîâêè êîëåáàíèé ìåì-

áðàíû è ïëàñòèíû çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ ñèë,

ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ

ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè è ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ îïòè-

ìàëüíîñòè, àíàëîãè÷íûå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ë. Ñ. Ïîíòðÿãè-

íà äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì

óêàçàííûå óñëîâèÿ äàëåêî íå âñåãäà ïðèâîäÿò ê êîíñòðóêòèâíîìó

ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â îáçîðíîé ñòàòüå [47] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå ðàç-

ëè÷íûìè àâòîðàìè äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ìåìáðàí

è ïëàñòèí ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèé, ïðè÷åì â îò-

ëè÷èå îò [28] óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ñîñðåäîòî÷åíî íà ÷àñòè

ãðàíèöû.

Âîïðîñû óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè îäíîìåðíîé ñòðóíû ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ òàêæå â ðàáîòàõ [14-24, 29,30]. Â íèõ äëÿ áîëüøîãî ïðî-

ìåæóòêà âðåìåíè T â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ utt(x; t) � uxx(x; t) = 0 ïðîâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ ñåìè

çàäà÷ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñìåùåíè-

åì íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì êîíöå, ãðàíè÷íîãî

óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèåì íà äâóõ êîíöàõ, ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ

ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå ïðè ñâîáîäíîì âòîðîì êîíöå, ãðàíè÷-

íîãî óïðàâëåíèÿ óïðóãîé ñèëîé íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåí-

íîì âòîðîì êîíöå, ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ óïðóãîé ñèëîé íà îä-

íîì êîíöå ïðè ñâîáîäíîì âòîðîì êîíöå, ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ

óïðóãîé ñèëîé íà äâóõ êîíöàõ è êîìáèíèðîâàííîãî ãðàíè÷íîãî

óïðàâëåíèÿ óïðóãîé ñèëîé íà îäíîì êîíöå è ñìåùåíèåì íà âòî-

ðîì êîíöå).

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé, äîñòàâëÿþùèõ ìèíèìóì ñîîòâåòñòâóþùåìó ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷å èíòåãðàëó ãðàíè÷íîé ýíåðãèè ïðè íàëè÷èè
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íåêîòîðûõ óñëîâèé ñâÿçè, ïîëó÷àåìûõ èç çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è

êðàåâûõ óñëîâèé.

Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ

â ðàáîòàõ [14-24, 29,30] îò [4] ñîñòîèò â òîì, ÷òî òðåáóåòñÿ íå òîëü-

êî ïðèâåñòè ñòðóíó â çàäàííîå ñîñòîÿíèå, íî è âûáðàòü ñðåäè âñåõ

äîïóñòèìûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé îïòèìàëüíûå. Ïîä îïòè-

ìàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óïðàâëåíèÿìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ òàêèå, êî-

òîðûå äîñòàâëÿþò ìèíèìóì íåêîòîðîìó èíòåãðàëüíîìó ôóíêöè-

îíàëó.

Ïðèâåäåì çäåñü îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêè çàäà÷ ðàñ-

ñìîòðåííûå â îáçîðíîé ðàáîòå [16].

Îïðåäåëåíèåì 1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

utt(x; t)� uxx(x; t) = 0 (36)

â ïðÿìîóãîëüíèêå QT = [0 � x � l] � [0 � t � T ] ñ çàäàííûìè

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x; 0) = '(x); ut(x; 0) =  (x) (37)

è ñ òàêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âûïîëíå-

íèå â ôèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = T ïðîèçâîëüíî çàäàííûõ

ôèíàëüíûõ óñëîâèé

u(x; T ) = '̂(x); ut(x; T ) =  ̂(x) (38)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x; t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ èíòåãðàëüíîìó òîæ-

äåñòâó, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å. Ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ äâà òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïåðâûé òèï � ýòî óñëîâèÿ,

çàäàâàåìûå ñìåùåíèÿìè

u(0; t) = �(t) 2 W 1
2 [0; T ]; u(l; t) = �(t) 2 W 1

2 [0; T ]

è âòîðîé òèï � óñëîâèÿ, çàäàâàåìûå óïðóãèìè ñèëàìè

ux(0; t) = �(t) 2 L2[0; T ]; ux(l; t) = �(t) 2 L2[0; T ]:
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Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ, äîñòàâëÿþùèå

ìèíèìóì èíòåãðàëó ãðàíè÷íîé ýíåðãèè, ÷òîáû îáîáùåííîå ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ (36) óäîëåòâîðÿëî ïðîèçâîëüíî çàäàííûì íà÷àëü-

íûì óñëîâèÿì (37) è ôèíàëüíûì óñëîâèÿì (38).

Ïðè ýòîì ìèíèìèçèðóåìûé èíòåãðàë ãðàíè÷íîé ýíåðãèè èìååò

âèä
TZ
0

(�0(t))2dt (39)

â ñëó÷àå ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèåì u(0; t) = �(t) íà îäíîì

êîíöå x = 0;
TZ
0

(�0(t))2 + (� 0(t))2dt (40)

â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé ñìåùåíèÿìè u(0; t) = �(t), u(l; t) =

�(t) íà äâóõ êîíöàõ x = 0 è x = l;

TZ
0

�2(t)dt (41)

â ñëó÷àå ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ óïðóãîé ñèëîé ux(0; t) = �(t) íà

îäíîì êîíöå x = 0;
TZ
0

�2(t) + �2(t)dt (42)

â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé óïðóãèìè ñèëàìè ux(0; t) = �(t),

ux(l; t) = �(t) íà äâóõ êîíöàõ x = 0 è x = l;

TZ
0

�2(t) + (� 0(t))2dt (43)

â ñëó÷àå êîìáèíèðîâàííîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ óïðóãîé ñèëîé

ux(0; t) = �(t) íà îäíîì êîíöå è ñìåùåíèåì u(l; t) = �(t) íà âòîðîì

êîíöå x = l.

Â ðàáîòå [16] óñòàíîâëåííî òàêæå, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷

îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ çàâèñÿò íå îò ñàìèõ íà÷àëü-

íûõ ôóíêöèé '(x) è  (x) èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (37) è ôèíàëüíûõ
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ôóíêöèé '̂(x) è  ̂(x) èç ôèíàëüíûõ óñëîâèé (38), à òîëüêî îò ðàç-

íîñòåé

~'(x) = '̂(x)� '(x);

~ (x) =  ̂(x)�  (x)

ôèíàëüíîãî è íà÷àëüíîãî ñìåùåíèé è ôèíàëüíîé è íà÷àëüíîé ñêî-

ðîñòåé.

Äëÿ íåêîòîðûõ ðàññìîòðåííûõ âûøå èíòåãðàëüíûõ ôóíêöè-

îíàëîâ ïðèâåäåì, ñîãëàñíî [16], èñêîìûå óïðàâëÿþùèå âîçäåé-

ñòâèÿ.

Äëÿ èíòåãðàëà ãðàíè÷íîé ýíåðãèè (39):

�(t) = L(t) + �(t);

ãäå L(t) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé âèäà

L(t) = '̂(0)
t

T
+ '(0)

�
1� t

T

�
;

à äîáàâî÷íûé ÷ëåí �(t) ÿâëÿåòñÿ íà ñåãìåíòå [0; T ] = [0; 2l(n+ 1)]

ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðèîäà 2l è äëÿ ëþáîãî k = 0; 1; :::; n è

ëþáîãî x èç ñåãìåíòà [0; 2l] èìååò âèä

�(2lk + x) =
1

2(n+ 1)

8<: ~'(0)
�
1� x

l

�
� ~'(x)�

xZ
0

~ (�)d�

9=; :

Äëÿ èíòåãðàëà ãðàíè÷íîé ýíåðãèè (40):

�(t) = L1(t) + �1(t); �(t) = L2(t) + �2(t);

ãäå ãëàâíûå ÷ëåíû L1(t) è L2(t) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

âèäà

L1(t) = '̂(0)
t

T
+ '(0)

�
1� t

T

�
; L2(t) = '̂(l)

t

T
+ '(l)

�
1� t

T

�
;

à äîáàâî÷íûå ÷ëåíû �1(t) è �2(t) ÿâëÿþòñÿ íà ñåãìåíòå [0; T ] =

[0; 2l(n+1)] ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïåðèîäà 2l è äëÿ ëþáîãî
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k = 0; 1; :::; n è ëþáîãî x èç ñåãìåíòà 0 � x � 2l èìåþò âèä

�1(2lk + x) =
~'(l)� ~'(0)

4l(n+ 1)
x+

+

8>><>>:
1

4(n+1)

�
~'(0)� ~'(x)�

xR
0

~ (�)d�

�
; 0 � x � l;

1
4(n+1)

�
~'(0)� 2 ~'(l) + ~'(2l � x)�

2l�xR
0

~ (�)d�

�
; l � x � 2l;

�2(2lk + x) =
~'(0)� ~'(l)

4l(n+ 1)
x+

+

8>>><>>>:
1

4(n+1)

"
~'(l)� ~'(l � x)�

lR
l�x

~ (�)d�

#
; 0 � x � l;

1
4(n+1)

�
~'(l)� 2 ~'(0) + ~'(x� l)�

x�lR
l

~ (�)d�

�
; l � x � 2l:

Â èíòåãðàëå ãðàíè÷íîé ýíåðãèè (41) îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå

óïðàâëåíèå ux(0; t) = �(t) ÿâëÿåòñÿ íà ñåãìåíòå [0; T = [0; 4l(n+1)]

ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðèîäà 4l è äëÿ ëþáîãî k = 0; 1; :::; n è

ëþáîãî x èç ïîëóñåãìåíòà 0 � x < 4l îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

�(4lk + x) =

8<: � 1
4(n+1)

h
~'0(x) + ~ (x)

i
0 � x � 2l;

1
4(n+1)

h
~'0(x� 2l) + ~ (x� 2l)

i
2l � x � 2l:

Â ðàáîòàõ [26], [27], [28], [44], [47], [48] ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðî-

ñû òî÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ïëîñêèõ ìåìáðàí è ïëàñòèí

ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ ñèë. Â îòëè÷èè îò äðóãèõ ðàáîò â íèõ íå

ïðåäúÿâëÿåòñÿ ÿâíûé âèä óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, à äîêàçû-

âàåòñÿ ëèøü åãî ñóùåñòâîâàíèå. Âî âñåõ çàäà÷àõ ðàññìàòðèâàåìûõ

â ðàáîòàõ [28], [44], [47], [48] íà ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ íàêëàäûâàåò-

ñÿ îãðàíè÷åíèå ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2, òîãäà êàê â äàííîé äèñ-

ñåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.

Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ äàííîé ñåðèè ðàáîò ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ñîñðåäîòî÷åíî íå íà âñåé, à ëèøü íà

÷àñòè ãðàíèöû.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû, ìû íàìåòèì çäåñü îñíîâíóþ èäåþ ïîä-

õîäà, èñïîëüçóåìîãî â ðàáîòå [47]. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ
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êîëåáàíèÿìè ïëîñêîé ìåìáðàíû ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ U(x; t).

Óïðàâëåíèå êîëåáàíèÿìè òàêîé ñèñòåìû èìååò âèä:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
��

�
y = 0 â QT ;

y(0) = y0; y0(0) = y1;

yj�0 = U(x; t);

yj�n�0
= 0;

ãäå QT - öèëèíäð, � - åãî áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü, �0 - íåêîòîðîÿ

÷àñòü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, y0, y1 - íåêîòîðûå çàäàííûå ôóíêöèè.

Ñâîéñòâà �0, y
0, y1 ìû çäåñü íå óòî÷íÿåì. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à î ïðè-

âåäåíèè ìåìáðàíû â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ ïîìî-

ùüþ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ U(x; t). Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïåðåìå-

ùåíèå ìåìáðàíû, à íå ãðàíè÷íàÿ ñèëà, îäíàêî äëÿ äåìîíñòðàöèè

èäåè ìåòîäà ýòî íå ñóùåñòâåííî. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çà-

äà÷ó: 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
��

�
� = 0 â QT ;

�jt=0 = �0; �0
tjt=0 = �1 â 
;

� = 0 íà �:

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à:
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8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
��

�
	 = 0 â QT ;

	(T; x) = 	0
t(T; x) = 0;

	 =

8>>><>>>:
@�
@�

íà �0;

0 íà �n�0;

îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå � ïàð ôóíêöèé �0 è �1

f�0;�1g �7�! f	0jt=0;�	jt=0g:

Ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òàêîãî ýëåìåíòà f�0;�1g,
÷òîáû �f�0;�1g = fy1;�y0g, ò. å. ê äîêàçàòåëüñòâó îáðàòèìîñòè

îïåðàòîðà �.

Â [46] äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð � îáðàòèì ïðè íåêîòîðûõ óñëîâè-

ÿõ íà ÷àñòü � ãðàíèöû îáëàñòè 
, ãäå çàäàíû óïðàâëÿþùèå âîç-

äåéñòâèÿ. Ýòè óñëîâèÿ ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì: äîëæíà ñóùåñòâî-

âàòü òàêàÿ òî÷êà x0 íà ïëîñêîñòè, ÷òî �0 åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê

ãðàíèöû @
, êîòîðûå âèäíû èç òî÷êè x0 ïîä îñòðûì óãëîì, òî

åñòü (mx0 ; �) > 0, ãäå mx0 � ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé èç òî÷-

êè x0 â òî÷êó x 2 �0. Ïîëîæèì R(x0) = sup
x2@


(mx0 ; �) :

Â [46] ïîêàçàíî, ÷òî âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ óñïîêîåíèÿ êîëå-

áàíèé, îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé

T (x0) := 2R(x0) +
1

�0
;

ãäå �0 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè


.

Ðàáîòà [48] ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âîïðîñà îñòàíîâêè äâó-

ìåðíîé ïëàñòèíû çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì óïðàâëÿþùåå âîç-

äåéñòâèå ñîñðåäîòî÷åíî íà ãðàíèöå äàííîé ïëàñòèíû. Ðàññìàòðè-

âàåòñÿ óðàâíåíèå y00+�2y = 0 â îáëàñòè Q = 
� (0; T ) è êðàåâûå
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óñëîâèÿ y = v1;
@y

@n
= v2 íà � = @
 � (0; T ). Äàëåå äîêàçûâàåò-

ñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïàðû ôóíêöèé (v1; v2) òàêèõ, ÷òî äëÿ çàäàííûõ

íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ôè-

íàëüíûì óñëîâèÿì y(T ) = y0(T ) = 0. Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ

äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìóþ ïëàñòèíó ìîæíî

îñòàíîâèòü çà ñêîëü óãîäíî ìàëîå âðåìÿ, òîãäà êàê â óïîìÿíóòûõ

ðàíåå ðàáîòàõ âðåìÿ óïðàâëåíèÿ äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî áîëü-

øèì.

Â ðàáîòàõ [9-12] ðåøàþòñÿ çàäà÷è ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåì,

ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåò-

ðàìè. Ýòè êîëåáàíèÿ îïèñûâàþòñÿ êðàåâûìè çàäà÷àìè ñ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ

çàäà÷à ãàøåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñîâî-

êóïíîñòüþ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ôóíêöèè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû

ñâÿçàíû ÷åðåç ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

Â ðàáîòå [32] äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêèõ ðåøå-

íèé íåêîòîðûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè, îïèñûâàåìûìè óðàâ-

íåíèÿìè Íàâüå-Ñòîêñà è Ýéëåðà. Äîêàçàíî, ÷òî ñìåøàííàÿ êðàå-

âàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé äàííûõ óðàâíåíèé ðàçìåðíîñòè n > 3

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Ðàáîòû [33,34] ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó

òî÷íîé ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-

Ñòîêñà, îïðåäåëåííûõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 â ñëó÷àå, êîãäà

óïðàâëåíèå çàäàíî íà âñåé ãðàíèöå @
 ëèáî íà íåêîòîðîé åå ÷àñòè,

à òàêæå â ñëó÷àå ëîêàëüíîãî ðàñïðåäåëåííîãî óïðàâëåíèÿ.

Â ðàáîòå [13] èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ãè-

ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè êâàä-

ðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà íà òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû. Íà îñíîâå ìåòî-

äà Ôóðüå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ

ñ÷åòíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
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óðàâíåíèé.

Ïåðåéäåì ê îáçîðó ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëü-

òàòû ñîäåðæàòñÿ â ãëàâàõ 2, 3, 4.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êî-

ëåáàíèÿìè ïëîñêîé ìåìáðàíû. Ïðè ýòîì íà óïðàâëÿþùåå âîçäåé-

ñòâèå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìóì àáñîëþòíîé âåëè÷èíû.

Óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå Íåéìàíà,

ò. å. ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè. Äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî îòêëîíåíèå ïîëîæåíèÿ ìåìáðàíû îò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ïðî-

öåññå êîëåáàíèÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíî â äîñòàòî÷íî ìàëóþ îêðåñò-

íîñòü íóëÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Îêðåñòíîñòü íóëÿ â äàííîì ñëó-

÷àå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå íîðìû ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà H�.

Ãëàâíûì îòëè÷èåì ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåííûõ â äàííîé ãëàâå îò

ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå

ñîñðåäîòî÷åíî íà ãðàíèöå ìåìáðàíû è íà íåãî íàëîæåíî îãðàíè-

÷åíèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ãëàâû

2 ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [51].

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êî-

ëåáàíèÿìè äâóìåðíîé ïëàñòèíû. Ïðè ýòîì íà óïðàâëÿþùåå âîç-

äåéñòâèå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìóì àáñîëþòíîé âåëè÷è-

íû. Óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ

ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå îáëàñòè îò �y(x; t), ãäå y(x; t) ðåøåíèå çà-

äà÷è. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòêëîíåíèå ïîëîæåíèÿ ïëàñòèíû îò ñî-

ñòîÿíèÿ ïîêîÿ â ïðîöåññå êîëåáàíèÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíî â äîñòà-

òî÷íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Îêðåñòíîñòü

íóëÿ â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå íîðìû ñîáîëåâñêîãî

ïðîñòðàíñòâà H�. Ãëàâíûì îòëè÷èåì ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåííûõ â

äàííîé ãëàâå îò ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óïðàâëÿ-

þùåå âîçäåéñòâèå ñîñðåäîòî÷åíî íà ãðàíèöå ïëàñòèíû è íà íåãî

íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Äîêàçàòåëüñòâî
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òåîðåìû 2 ãëàâû 3 ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [50].

Â ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òî÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáà-

íèÿìè ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû. Äîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîë-

íîé îñòàíîâêè êîëåáàíèé ïëàñòèíû çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ

ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå óïðàâëÿþùåãî âîç-

äåéñòâèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ äâóìÿ êðàå-

âûìè óñëîâèÿìè. Ïðè ýòîì äîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçóÿ äâà êðàåâûõ

óñëîâèÿ ìîæíî îñòàíîâèòü ïëàñòèíó çà ìåíüøåå âðåìÿ. Äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû 1 ãëàâû 4 ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [49].

Òàêèì îáðàçîì ñóùåñòâåííûìè îòëè÷èÿìè äàííîé äèññåðòàöèè

îò ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáîò ÿâëÿåòñÿ âî ïåðâûõ íàëè÷èå îãðà-

íè÷åíèÿ íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, âî

âòîðûõ ÿâíûé âèä óïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ

ïðèëîæåíà êî âñåé ãðàíèöå, âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ íå

ñòàâèòñÿ âîïðîñ îá îïòèìàëüíîñòè ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ. Çàìåòèì

òàêæå, ÷òî êà÷åñòâî ïðèâåäåíèÿ â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ äàííûì ìåòî-

äîì çàâèñèò îò ãåîìåòðèè îáëàñòè.

Ñ÷èòàþ ñâîèì äîëãîì âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ìî-

åìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ äîêòîðó ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íà-

óê, ïðîôåññîðó Àëåêñåþ Ñòàíèñëàâîâè÷ó Øàìàåâó çà ïîñòîÿííîå

âíèìàíèå ê äàííîé ðàáîòå è ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ ðàññìàò-

ðèâàåìûõ â íåé âîïðîñîâ.
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Ãëàâà 2

Î çàäà÷å óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ïëîñêîé

ìåìáðàíû â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ íà àáñîëþòíóþ

âåëè÷èíó óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-

íèÿ êîëåáàíèÿìè ïëîñêîé ìåìáðàíû. Ïðè ýòîì íà óïðàâëÿþùåå

âîçäåéñòâèå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå íà ìàêñèìóì àáñîëþòíîé âå-

ëè÷èíû.

Ìû ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ïðèâåäåíèÿ ìåìáðàíû â ñîñòîÿ-

íèå ¾"-îêðåñòíîñòè¿ ïîêîÿ. Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ áóäóò äàíû íèæå.

Âîçìîæíîñòü ïîëíîé îñòàíîâêè çà êîíå÷íîå âðåìÿ â ñëó÷àå ðàñ-

ïðåäåëåííîãî óïðàâëåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ â ìîíîãðàôèè [41]. Òàì æå

äàíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ îïòèìàëüíîãî âðåìåíè óïðàâëåíèÿ.

Ðàíåå âîïðîñ îá óïðàâëåíèè êîëåáàíèÿìè ïëîñêîé ìåìáðàíû c

ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ ñèë ðàññìàòðèâàëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè (íà-

ïðèìåð, îáçîðíàÿ ñòàòüÿ Æ. Ë. Ëèîíñà è ïðèâåäåííàÿ â íåé ëèòå-

ðàòóðà). Â ìîíîãðàôèè [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îñòàíîâêå

êîëåáàíèé îãðàíè÷åííîé ñòðóíû ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íîãî óïðàâ-

ëåíèÿ è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âîçìîæíî çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîëíî-

ñòüþ îñòàíîâèòü êîëåáàíèÿ ñòðóíû ïðè îãðàíè÷åíèè íà àáñîëþò-

íóþ âåëè÷èíó óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ è äàåòñÿ îöåíêà âðåìå-

íè, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïîëíîé îñòàíîâêè êîëåáàíèé. Â ìîíîãðàôèè

[28] ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìà-

ìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè è ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ

îïòèìàëüíîñòè, àíàëîãè÷íûå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ë. Ñ. Ïîíòðÿ-

ãèíà äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè ýòîì

óêàçàííûå óñëîâèÿ äàëåêî íå âñåãäà ïðèâîäÿò ê êîíñòðóêòèâíîìó

ñïîñîáó ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â îáçîðíîé ðàáîòå
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[47] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïîëíîé îñòàíîâêå äâèæåíèÿ ìåìáðà-

íû, äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ

è îöåíèâàåòñÿ âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëíîé îñòàíîâêè êîëåáà-

íèé. Çäåñü àâòîðû âî ìíîãèõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ îòêàçûâàþòñÿ îò

òðåáîâàíèé îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèÿ è ðàññìàòðèâàþò òîëüêî

ïðîáëåìó óïðàâëåíèÿ, ÷òî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò èññëåäîâàíèå,

â ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèåì íà àáñîëþò-

íóþ âåëè÷èíó óïðàâëÿþùèõ ñèë, à òàêæå íå ïðèâîäèòñÿ ÿâíûõ

âûðàæåíèé äëÿ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, à òîëüêî äîêàçûâàþò-

ñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ. Â ðàáîòå [16] ïðîâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ

ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ïî ïðèâåäåíèþ ñòðó-

íû â çàäàííîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå

óïðàâëåíèÿ ïðåäúÿâëÿþòñÿ â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîé äèññåðòàöèè,

íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìàòðèâàåìîé â [28]. Ìû íå òðåáó-

åì ïðèâåäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìåìáðàíû â ïîëíûé ïîêîé çà êîíå÷íîå

âðåìÿ è ïîëíîé îñòàíîâêè êîëåáàíèé, à òîëüêî ïðèâåäåíèÿ êîëåáà-

íèé â ¾"-îêðåñòíîñòü¿ ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Ïîä ¾"-îêðåñòíîñòüþ¿, ìû

ïîíèìàåì îêðåñòíîñòü íóëÿ â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå H�(
),

ãäå �>0 � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, à 
 � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, çà-

íèìàåìàÿ ìåìáðàíîé. Ïàðàìåòð �, êàê ìû óâèäèì, îïðåäåëÿåòñÿ

ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè îáëàñòè 
. Âåëè÷èíà óïðàâëÿþùåãî

ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèþ ju(t; x)j�M , óïðàâëåíèå äîëæíî áûòü íàéäåíî â ÿâíîé

ôîðìå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìû èùåì çäåñü íå îïòèìàëüíîå, à

íåêîòîðîå äîïóñòèìîå (óäîâëåòâîðÿþùåå èñõîäíûì îãðàíè÷åíè-

ÿì) óïðàâëåíèå.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êî-

ëåáàíèÿìè ïëîñêîé ìåìáðàíû ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å óïðàâëåíèÿ
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ñ÷åòíîé ñèñòåìîé ìàÿòíèêîâ âèäà:

T 00
n (t) + �2nTn(t) =

Z
@


Pn(x; t)U(x; t)d�;

Tn(0) = 'n; T 0
n(0) =  n n = 1; 2; :::;

ãäå U(x; t) � óïðàâëåíèå, fPn(x; t)g � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé.

Ïóñòü T � çàäàííîå âðåìÿ óïðàâëåíèÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìîé ìàÿò-

íèêîâ. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå U(x; t), ÷òîáû Tn(T ) = 0, T 0
n(T ) = 0

äëÿ âñåõ n = 1; 2; ::: . Â äàííîé ãëàâå ìû ïîñòðîèì óïðàâëåíèå òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ïðèõîäèëè ïåðâûå N ìàÿò-

íèêîâ, à âîçìóùåíèå âûçûâàåìîå îñòàëüíûìè áóäåò îöåíèâàòüñÿ.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è äàäèì íåêîòîðûå îïðåäå-

ëåíèÿ.

Îïðåäåëèì, êàê îáû÷íî, ïðîñòðàíñòâî Ñ.Ë. Ñîáîëåâà Hs(
)

(ïðè öåëîì s), êàê ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ìíîæå-

ñòâà áåñêîíå÷íî-ãëàäêèõ íà 
 ôóíêöèé ïî íîðìå:

k'k2Hs(
) =

Z



0@'2(x) + X
j�j=s

jD�'(x)j2
1A dx:

Ïðè íåöåëîì s, ïðîñòðàíñòâî Hs(Rn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàìû-

êàíèå S (ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà) ïî íîðìå:

k'k2Hs(Rn) =

Z
Rn
�

�
1 + j�j2s� jb'(�)j2d�:

Äàëåå îïðåäåëèì íîðìó äëÿ áåñêîíå÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè ' â

ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè 
:

k'kHs(
) = inf
 =' íà @


k kHs(Rn);  2 S:

Çàìûêàíèå C1(
) ïî ýòîé íîðìå îáîçíà÷èì, êàê îáû÷íî, ÷åðåç

Hs(
).
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Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Hs
N
(
), ¾ïîõîæåå¿ íà ïðîñòðàíñòâî

Hs(
) . Èìåííî, ðàññìîòðèì â îáëàñòè 
 îïåðàòîð Ëàïëàñà ñ óñëî-

âèåì Íåéìàíà @�
@n

= 0 è ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé fXi(x)g è
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé f�2i g, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó îïåðàòîðó è

ýòèì êðàåâûì óñëîâèÿì. Ïîëîæèì òåïåðü:

k'k2Hs
N
(
) =

1X
i=1

�2si '
2
i , ãäå 'i =

Z



'(x)Xi(x)dx:

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H
N
(
) çàìûêàíèå ïî íîðìå

k�kH(
) ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî-ãëàäêèõ íà 
 ôóíêöèé, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ ñëåäóþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì: åñëè  2 (0; 1:5), òî óñëî-

âèÿ îòñóòñòâóþò, åñëè  2 (1:5; 3:5), òî @'

@n
= 0, åñëè  2 (3:5; 5:5),

òî @'

@n
= 0 è @�'

@n
= 0, è ò. ä.

Õîðîøî èçâåñòåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé íàìè áóäåò

ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøåì:

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé u(x), äëÿ êîòîðûõ

ðÿä
P1

i=1 �
2
i '

2
i ñõîäèòñÿ, ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì H

N
(
).

Çíà÷åíèÿ  = 1.5; 3.5; 5.5;... ìû íå ðàññìàòðèâàåì.

Ïóñòü 
 � R2 � îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé; f�2i g10 , fXi(x)g10
� ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è

Íåéìàíà â îáëàñòè 
, ò.å. �Xi(x) + �2iXi(x) = 0 â 
, @Xi

@n
j@
 = 0.

Îáîçíà÷èì hf; gi := R
@


f(x)g(x)dx è îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ÷èñëà:

bnm(T ) =
1

2�n�m
hXn; Xmi

�
sin(�n � �m)T

�n � �m
� sin(�n + �m)T

�n + �m

�
;

cnm(T ) =
1

2
hXn; Xmi

�
sin(�n � �m)T

�n � �m
� sin(�n + �m)T

�n + �m

�
;

dnm(T ) =
1

2�n
hXn; Xmi

�
1� cos(�n � �m)T

�n � �m
� 1� cos(�n + �m)T

�n + �m

�
;

à òàêæå ÷èñëà CN
i (T ), C

N
i (T ), êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû:
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8>>>>><>>>>>:

NP
m=1

�
bnmCN

m + dnmCN
m

�
= A

(1)
n (T ); (n = 1; :::; N);

(1)
NP
m=1

�
dnmCN

m + cnmCN
m

�
= A

(2)
n (T ); (n = 1; :::; N);

ãäå

A
(1)
n (T ) = 'n cos(�nT ) +

 n
�n

sin(�nT );

A
(2)
n (T ) = ��n'n sin(�nT ) +  n cos(�nT ):

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå �n = �m, âûðàæåíèÿ
sin(�n��m)T

�n��m
, 1�cos(�n��m)T

�n��m

ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå ïðåäåëà j�n � �mj ! 0.

Ëåììà 1. Ñèñòåìà (1) ðàçðåøèìà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì T

è ÷èñëà CN
i (T ), C

N
i (T ) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè T �!1.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë bnm, cnm, dnm ñëåäó-

åò, ÷òî ìàòðèöà AN(T ) ñèñòåìû (1) èìååò âèä AN(T ) = A0
N(T ) +

BN(T ), ãäå A
0
N(T ) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà âèäà:0BBBBBBBBB@

1
2�21

hX1; X1iT 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0

0 1
2�22

hX2; X2iT : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 1
2
hXN�1; XN�1iT 0

0 : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 1
2
hXN ; XNiT

1CCCCCCCCCA
à âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû BN(T ) îãðàíè÷åííû. Ñëåäîâàòåëüíî

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî kBN(T )k � const, ãäå const íå çàâèñèò

îò T . Îáîçíà÷èì �x = fCN
i (T ); C

N
i (T )g è ïóñòü x1; x2; :::; x2N - êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà �x, à a01T; a
0
2T; :::; a

0
2NT - äèàãîíàëüíûå êîìïîíåí-

òû ìàòðèöû A0
N(T ). Ïóñòü òàêæå k�xk =

2NP
i=1

jxij. Òîãäà ïîëó÷èì

kA0
N(T )�xk =

2NP
i=1

ja0iTxij �
2NP
i=1

min
i
(ja0i jT )jxij = CT

2NP
i=1

jxij = CTk�xk,
ãäå C = min

i
(ja0i j). Ïóñòü b - ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1). Ñëåäîâà-

òåëüíî:

CTk�xk � kA0
N(T )�xk = kb+BN(T )�xk � kbk+ kBN(T )�xk �
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� kbk+ kBN(T )kk�xk � kbk+ constk�xk:

Äàëåå

k�xk � kbk
CT � const

; const > 0 íå çàâèñèò îò T :

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïðè T �! 1 ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå

ëåììû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ y(x; t) èç L2(QT ), QT = 
 � (0; T )

íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è:

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
��

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x);

y0tjt=0 =  (x);

@y

@n
j� = P (x; t);

åñëè äëÿ ëþáîé ïðîáíîé ãëàäêîé ôóíêöèè �(x; t) èìååò ìåñòî èí-

òåãðàëüíîå òîæäåñòâî:Z
QT

Z
y(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



('�0
t �  �)t=Tt=0 dx+

Z
�

P (x; t)�(x; t)d�;

ãäå �(x; t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è (êîòîðàÿ

íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé):8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
��

�
�(x; t) = �(x; t) â QT ;

�jt=T = �0
tjt=T = 0;

@�
@n
j� = 0:

Ëåììà 2. Ïóñòü P (x; t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç L2(�) è ' 2
H1(
),  2 L2(
). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Tn(t) êàê ðåøåíèå äèô-
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ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ T 00
n (t) + �2nTn(t) =

R
@


Xn(x)P (x; t)d�,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: Tn(0) = 'n = (';Xn), T
0
n(0) =  n =

( ;Xn), à òàêæå ïîëîæèì yN(x; t) :=
NP
n=0

Xn(x)Tn(t). Òîãäà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé yN(x; t) ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåí-

íûõ ôóíêöèé ê ñëàáîìó ðåøåíèþ çàäà÷è:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
��

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x);

y0tjt=0 =  (x);

@y

@n
j� = P (x; t):

Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ êàê ðåøå-

íèå çàäà÷è: 8>>><>>>:
�
@2

@t2
��

�
�(x; t) = �(x; t) â QT ;

@�
@n
j� = 0:

Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì:Z
QT

Z
yN(x; t)

�
@2

@t2
��

�
�(x; t)�

�
@2

@t2
��

�
yN(x; t)�(x; t)dxdt =

=

Z



(yN�
0
t � (yN)

0
t�)

t=T
t=0 dx+

Z
�

Z
yN
@�

@n
� @yN

@n
�d�:

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê êàê

@�
@n
j� = 0, à yN(x; t) � êîíå÷íàÿ êîìáèíàöèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé,

íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðûõ, îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå.

Òîãäà ïîëó÷àåì:Z
QT

Z
yN(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



('�0
t �  �)t=Tt=0 dx+
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+

Z
QT

Z NX
n=0

fn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt;

ïîñêîëüêó:�
@2

@t2
��

�
yN(x; t) =

NX
n=0

�
T 00
n (t) + �2nTn(t)

�
Xn(x) =

NX
n=0

fn(t)Xn(x):

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë
R
QT

R NP
n=0

fn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt. Èìååì:

Z
QT

Z NX
n=0

fn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt =

=

Z
QT

Z
Xn(x)

NX
n=0

Z
@


Xn(ex)P (ex; t)d�ex 1X
n=0

�i(t)Xi(x)dxdt =

=

TZ
0

0@ 1X
i=0

NX
n=0

�i(t)

Z



Xn(x)Xi(x)dx

Z
@


Xn(ex)P (ex; t)d�ex
1A dt =

=

TZ
0

NX
i=0

�i(t)fi(t)dt:

Èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷èì:

Z
QT

Z
yN(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



(yN�
0
t � (yN)

0
t�)

t=T
t=0 dx+

TZ
0

NX
i=0

�i(t)fi(t)dt:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

lim
N!1

TZ
0

NX
i=0

�i(t)fi(t)dt = lim
N!1

TZ
0

NX
i=0

�i(t)

0@Z
@


Xi(ex)P (ex; t)d�ex
1A dt =

= lim
N!1

TZ
0

Z
@


 
NX
i=0

�i(t)Xi(ex)
!
P (ex; t)d�

exdt =

TZ
0

Z
@


�(ex; t)P (ex; t)d�:
Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî yN(x; t) ñõîäèòñÿ ïðè N !

1 â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ

çàäà÷è:
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8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
��

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = e'(x);
(2)

y0tjt=0 = e (x);
@y

@n
j� = P (x; t):

Ïðè ýòîì îáîáùåííîå ðåøåíèå ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

8�(x; t) âûïîëíåíî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî:

Z
QT

Z
y(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



('�0
t �  �)t=Tt=0 dx+

Z
�

Z
P (x; t)�(x; t)d�;

ãäå�(x; t) � ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàíñ-

ïîíèðîâàííîé:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
��

�
�(x; t) = �(x; t) â QT ;

�jt=T = �0
tjt=T = 0;

@�
@n
j� = 0:

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâíûé ðåçóëüòàò íà-

ñòîÿùåé ãëàâû. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 ñîñòîèò â îöåíêå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è î êîëåáàíèè ìåìáðàíû ïðè íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì

ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ' 2 H1+�
N

(
),  2 H�
N
(
) è ôóíêöèÿ y(x; t)
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
��

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x);

(3)

y0tjt=0 =  (x);

@y

@n
j� = UN(x; t);

ãäå UN(t; T; x) =
PN

s=1

�
CN
s (T )

sin�s(T�t)
�s

+ CN
s (T ) cos�s(T � t)

�
Xs(x)

ïðè t < T è UN � 0 ïðè t � T , T = const > 0. Òîãäà èìååò ìåñòî

îöåíêà:

ky(x; T )k2H�(
) � C

�
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
�2

A(N)B(N)+

+
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

�
N��+�; (4)

ãäå � > 0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷èñëî � îïðåäåëÿåòñÿ èç

óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
1P
n=1

kXnk2L2(@
)n�2+�, à âåëè÷èíû A(N),

B(N) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

A(N) =
1X

n=N+1

kXnk2L2(@
)n�2+�;

B(N) =

 
NX
s=1

kXskL2(@
)
!2

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå ðÿäà, ïîëó÷åííîãî â ëåììå 2. Åãî ìîæíî èíòåðïðå-

òèðîâàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ êîëåáàíèé ñèñòåìû ìàÿòíèêîâ:

T 00
n (t) + �2nTn(t) =

=
NX
s=1

�
CN
s (T )

sin�s(T � t)

�s
+ CN

s (T ) cos�s(T � t)

�
hXs(x); Xn(x)i :

37



Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè t = T áóäåò èìåòü âèä:

Tn(T ) = 'n cos�nT +
 n
�n

sin�nT+

+
NX
s=1

1

2�n�s
CN
s (T )

�
sin(�n � �s)T

�n � �s
� sin(�n + �s)T

�n + �s

�
hXs(x); Xn(x)i�

�
NX
s=1

1

2�n
CN
s (T )

�
cos(�n � �s)T

�n � �s
+

cos(�n + �s)T

�n + �s

�
hXs(x); Xn(x)i+

+
NX
s=1

1

2�n
CN
s (T )

�
1

�n � �s
+

1

�n + �s

�
hXs(x); Xn(x)i :

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë CN
i , C

N
i ïîëó÷èì, ÷òî Tn(T ) = 0 ïðè

n = 1; 2; :::; N , ñëåäîâàòåëüíî èìååì:

NX
n=1

Xn(x)Tn(T ) = 0:

Îöåíèì âåëè÷èíó jTn(T )j:

jTn(T )j � j'nj+ j nj
j�nj+

+
1

j�nj
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
j�N � �nj

 
NX
s=1

kXskL2(@
)
!
kXnkL2(@
):

Äàëåå îöåíèì âåëè÷èíó SN =
1P

n=N+1

Tn(T )Xn(x):

kSNk2 :=


1X
n=N+1

Tn(T )Xn(x)


2

H�(
)

=
1X

n=N+1

T 2
n(T )�

2�
n :

Äàëåå

kSNk2 � kS1Nk2 + kS2Nk2;

ãäå S1N =
1X

n=N+1

�
j'nj+ j nj

j�nj
�

è S2N =
1X

n=N+1

1

j�nj
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
j�N � �nj

 
NX
s=1

kXskL2(@
)
!
kXnkL2(@
):
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Òîãäà

kS2Nk2 �
�

max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
�2

�

�
1X

n=N+1

j�nj2�
j�nj2j�N � �nj2

 
NX
s=1

kXskL2(@
)
!2

kXnk2L2(@
) �

� C

�
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
�2

A(N)B(N):

Â ïîñëåäíåé îöåíêå ìû âîñïîëüçîâàëèñü õîðîøî èçâåñòíîé òåîðå-

ìîé îá àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ

îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ïëîñêîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè: �n � n
1
2 .

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà � îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü ñõîäèìîñòüþ ðÿäàP
n

kXnk2L2(@
)
n2��

.

Òåïåðü íóæíî îöåíèòü kS1Nk2. Èìååì:

kS1Nk2 �
1X

n=N+1

�
j'nj2 + j nj2

j�nj2
�
�2�n :

Äàëåå óñòàíîâèì îöåíêè äëÿ âåëè÷èí j'nj è j nj. Äëÿ ýòîãî íàì

ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ëåììà.

Ëåììà 3.Ïóñòü ' 2 H1+�
N

(
),  2 H�
N
(
). Òîãäà j'kj �

k'k
H
1+�
N

(
)

j�kj1+�
,

j kj
j�kj

� k kH�
N
(
)

j�kj1+�
. Ïðè ýòîì H1+�

N
(
) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

k'k2
H1+�
N

(
)
=

1X
n=1

�2(1+�)n '2n � �
2(1+�)
k '2k;

k k2H�
N
(
) =

1X
n=1

�2�n  
2
n � �2�k  

2
k:

Îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Íà îñíîâàíèè îöåíîê äëÿ j'nj, j nj, ïîëó÷àåì:

kS1Nk2 �
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

� 1X
n=N+1

j�2�n jj�nj�2�2� �
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�
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

� 1X
n=N+1

j�nj�2�2�+2� �

�
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

� 1X
n=N+1

n�1��+� �

�
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

�
N��+�:

Ñëåäîâàòåëüíî:

kSNk2H�(
) � C

�
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
�2

A(N)B(N)+

+
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

�
N��+�:

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Ðàññìîòðèì òðè òèïà

ìåìáðàíû: êâàäðàòíóþ, êðóãëóþ è ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Îöåíèì

äëÿ íèõ ÷èñëî � èç òåîðåìû 1, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

ñõîäèìîñòè ðÿäà
1P
n=1

kXnk2L2(@
)n�2+�.
Ïðèìåð 1 (êâàäðàòíàÿ ìåìáðàíà). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-

ñòè áóäåì ñ÷èòàòü äëèíó ðåáðà êâàäðàòà ðàâíîé åäèíèöå. Òîãäà

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà â êâàäðàòíîé îáëàñòè

áóäóò èìåòü âèä:

Xk
i = cos(�ix) cos(�ky) i = 1; 2; :::; k = 1; 2; ::::

Î÷åâèäíî, ÷òî kXk
i k2L2(@
) � 1 i = 1; 2; :::; k = 1; 2; ::: : Ñëå-

äîâàòåëüíî, íóìåðóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xk
i îäíèì èíäåêñîì n â

ñîîòâåòñòâèè ñ ðîñòîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîëó÷èì

kXnk2L2(@
) � 1 n = 1; 2; ::::

Òàêèì îáðàçîì

1X
n=1

kXnk2L2(@
)n�2+� �
1X
n=1

n�2+�:
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Äëÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 2 � � > 1. Ñëåäî-

âàòåëüíî � < 1.

Ïðèìåð 2 (êðóãëàÿ ìåìáðàíà). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè

áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðóãëóþ ìåìáðàíó ñ ðàäèóñîì åäèíèöà. Ñîá-

ñòâåííûå ôóíêöèè íàøåé çàäà÷è áóäóò èìåòü âèä (ñì. [4]):

Xm
n =

Jn(�
m
n r)e

in's
1R
0

rJn(�mn r)dr

; m; n = 1; 2; :::;

ãäå Jn - ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ñ èíäåêñîì n, �
m
n -m-é íóëü n-é ôóíêöèè

Áåññåëÿ, r; ' - ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Ïîëó÷èì îöåíêó íà íîðìó

ñîáñòâåííîé ôóíêöèè. Ñîãëàñíî [6] èìååò ìåñòî òîæäåñòâî:

1Z
0

rJn(�
m
n r)dr =

1

2

�
1� n2

(�mn )
2

�
J2n(�

m
n );

à òàêæå ñîãëàñíî [5] ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

�1n = n+ 0; 2574�n
1
3 + o(n

1
3 ):

Òîãäà

J2n(�
m
n )

1R
0

rJn(�mn r)dr

=
2�

1� n2

(�mn )
2

� � 2�
1� n2

(�1n)
2

� � C
2�

1� n2

n2+�n
1
3 n

� �

� C1
n2 + �n

1
3n

�nn
1
3

� C2n
2
3 :

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì îöåíêó kXm
n k2L2(@
) � Cn

2
3 .

Â íàøåé çàäà÷å (ðàäèóñ ìåìáðàíû ðàâåí åäèíèöå) âñå ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ ðàâíû êâàäðàòàì êîðíåé ôóíêöèé Áåññåëÿ. Óïîðÿ-

äî÷èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðîñòîì ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé.

Òåïåðü íàéäåì ñâÿçü ìåæäó èäåêñîì n è èíäåêñîì ãëîáàëüíîé

íóìåðàöèè (íóìåðàöèè ïîñëå óïîðÿäî÷åíèÿ), êîòîðûé ìû îáîçíà-

÷èì ÷åðåç j.
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé èíäåêñ j. Ïóñòü n(j) ìàêñèìàëüíûé íî-

ìåð áåññåëåâîé ôóíêöèè, ñîäåðæàùåé íóëè ñðåäè ïåðâûõ j íóëåé.

Ñîãëàñíî [5] ôóíêöèÿ Áåññåëÿ Jn(j) ñðåäè ýòèõ íóëåé áóäåò ñî-

äåðæàòü îäèí íóëü, ôóíêöèÿ Jn(j)�1 äâà íóëÿ è ò. ä. Ñóììèðóÿ

àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, ïîëó÷èì, ÷òî èíäåêñû j è n(j) ñâÿ-

çàíû ñîîòíîøåíèåì j = Cn2(j). Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èíäåêñó

j ïàðó èíäåêñîâ (m(j); n(j)). Ñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì

kXjk2L2(@
) = kXm(j)
n(j) k2L2(@
) � Cn

2
3 (j) = C1j

1
3 ;

1X
j=1

kXjk2L2(@
)j�2+� � C1

1X
j=1

j
1
3 j�2+�:

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè �1
3
+ 2� � > 1. Ñëåäîâàòåëüíî � < 2

3
.

Ïðèìåð 3 (ïðîèçâîëüíàÿ ìåìáðàíà). Âîçüìåì ñîáñòâåí-

íóþ ôóíêöèþ Xi. Îöåíèì êâàäðàò åå íîðìû â L2(@
). Ïî òåîðåìå

î ñëåäàõ

kXnk2L2(@
) � kXnk2
H

1
2+"(
)

; ïðè÷åì " > 0:

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî L = spanfXig11 � ëèíåéíàÿ îáîëî÷-

êà âñåõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, çà èñêëþ÷åíèåì X0. Èçâåñòíî, ÷òî

ñóììà ðÿäà
P
�2sk '

2
k çàäàåò íîðìó íà L, ýêâèâàëåíòíóþ íîðìå èñ-

õîäíîãî ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà Hs(
). Òàêèì îáðàçîì:

kXnk2
H

1
2+"(
)

= �1+2"n :

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü òåîðåìîé îá àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà: �n � n
1
2 :

kXnk2L2(@
) � Cn
1
2
+";

1X
n=1

kXnk2L2(@
)n�2+� � C
1X
n=1

n
1
2
+" � n�2+�:
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Äëÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �1
2
�"+2�� > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî � < 1
2
.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2 ìîæíî ïîñòðî-

èòü óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèÿì è ïðèâîäÿùåå

ñèñòåìó â " � îêðåñòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà

H�(
). Âûáåðåì � > 0 òàê, ÷òîáû ñõîäèëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå

ðÿäû, çàòåì � > 0 òàê, ÷òîáû �� + � < 0, çàòåì N òàê, ÷òîáû

âòîðîå ñëàãàåìîå â îöåíêå (4) áûëî ìåíüøå "
2
, ãäå " > 0 � íàïåðåä

çàäàííîå ìàëîå ÷èñëî. Òåïåðü, íà îñíîâàíèè ëåììû 1, âûáåðåì

T > 0, òàê, ÷òîáû ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4) áûëî ìåíüøå "
2
è ÷òîáû

áûëî âûïîëíåíî èñõîäíîå îãðàíè÷åíèå íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó

ôóíêöèè UN(x; t): jUN(x; t)j �M . Òîãäà ôóíêöèÿ UN(x; t) è áóäåò

èñêîìûì óïðàâëåíèåì, ïðèâîäÿùèì ñèñòåìó â " � îêðåñòíîñòü íó-

ëÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà H�(
).
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Ãëàâà 3

Óïðàâëåíèå êîëåáàíèÿìè ïëàñòèíû ñ ïîìîùüþ

ãðàíè÷íûõ ñèë

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ êîëåáàíè-

ÿìè ïëàñòèíû ñ îãðàíè÷åíèåì íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó óïðàâëÿ-

þùåãî âîçäåéñòâèÿ. Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå ïëà-

ñòèíû â ñîñòîÿíèå ò. í. ¾" � îêðåñòíîñòè¿ ïîêîÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ áóäóò äàíû íèæå. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü ðàíåå â ðàáîòàõ ìíîãèõ ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ

àâòîðîâ. Â ðàáîòå [47] ïðèâåäåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ïðîáëåìàì

ãðàíè÷íîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðà-

ìè, ìîíîãðàôèÿ [28] ïîñâÿùåíà ïðîáëåìàì îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ òàêèìè ñèñòåìàìè. Â ðàáîòå [48] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íà

ïðèâåäåíèå ïëàñòèíû â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ çà ñêîëü óãîäíî ìàëîå âðå-

ìÿ áåç îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå. Â [4] äîêàçàíî

ñóùåñòâîâàíèå îãðàíè÷åííîãî íà àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ãðàíè÷íî-

ãî óïðàâëåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ñòðóíó â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ. Â ðàáîòå

[16] ïðîâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé äëÿ ðàçëè÷-

íûõ çàäà÷ ïî ïðèâåäåíèþ ñòðóíû â çàäàííîå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ýòèõ

çàäà÷ îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ ïðåäúÿâëÿþòñÿ â ÿâ-

íîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Â ìîíîãðàôèè [7] èçó÷åíà çàäà÷à ïðèâå-

äåíèÿ â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè

ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è ðàñïðåäåëåí-

íûõ ïî îáúåìó óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.

Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû íå òðåáóåì ïðèâåäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

ïëàñòèíû â ïîëíûé ïîêîé çà êîíå÷íîå âðåìÿ è ïîëíîé îñòàíîâêè

êîëåáàíèé, à òîëüêî ïðèâåäåíèÿ êîëåáàíèé â ¾"-îêðåñòíîñòü¿ ñî-

ñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Ïîä ¾"-îêðåñòíîñòüþ¿, ìû ïîíèìàåì îêðåñòíîñòü
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íóëÿ â ñîáîëåâñêîì ïðîñòðàíñòâå H�(
), ãäå �>0 � íåêîòîðûé ïà-

ðàìåòð, à 
 � îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, çàíèìàåìàÿ ìåìáðàíîé. Ïà-

ðàìåòð �, êàê ìû óâèäèì, îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîé-

ñòâàìè îáëàñòè 
. Âåëè÷èíà óïðàâëÿþùåãî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ

íà ãðàíèöå îáëàñòè äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ju(t; x)j�M ,

óïðàâëåíèå äîëæíî áûòü íàéäåíî â ÿâíîé ôîðìå. Çàìåòèì òàê-

æå, ÷òî ìû èùåì çäåñü êàê è ðàíåå íå îïòèìàëüíîå, à íåêîòîðîå

äîïóñòèìîå (óäîâëåòâîðÿþùåå èñõîäíûì îãðàíè÷åíèÿì) óïðàâëå-

íèå.

Àíàëîãè÷íî ãëàâå 1 çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿ-

ìè ïëàñòèíû ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å óïðàâëåíèÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìîé

ìàÿòíèêîâ âèäà:

T 00
n (t) + �2nTn(t) =

Z
@


Pn(x; t)U(x; t)d�;

Tn(0) = 'n; T 0
n(0) =  n n = 1; 2; :::;

ãäå U(x; t) � óïðàâëåíèå, fPn(x; t)g � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé.

Ïóñòü T � çàäàííîå âðåìÿ óïðàâëåíèÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìîé ìàÿò-

íèêîâ. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå U(x; t), ÷òîáû Tn(T ) = 0, T 0
n(T ) = 0

äëÿ âñåõ n = 1; 2; ::: . Â äàííîé ãëàâå ìû ïîñòðîèì óïðàâëåíèå òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ïðèõîäèëè ïåðâûå N ìàÿò-

íèêîâ, à âîçìóùåíèå âûçûâàåìîå îñòàëüíûìè áóäåò îöåíèâàòüñÿ.

Îïðåäåëèì, êàê îáû÷íî, ïðîñòðàíñòâî Ñ.Ë. Ñîáîëåâà Hs(
)

(ïðè öåëîì s), êàê ïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷åííîå çàìûêàíèåì ìíîæå-

ñòâà áåñêîíå÷íî-ãëàäêèõ íà 
 ôóíêöèé ïî íîðìå:

k'k2Hs(
) =

Z



0@'2(x) + X
j�j=s

jD�'(x)j2
1A dx:

Ïðè íåöåëîì s, ïðîñòðàíñòâî Hs(Rn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê çàìû-
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êàíèå S (ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà) ïî íîðìå:

k'k2Hs(Rn) =

Z
Rn
�

�
1 + j�j2s� jb'(�)j2d�:

Äàëåå îïðåäåëèì íîðìó äëÿ ôóíêöèè ' 2 C1(
):

k'kHs(
) = inf
 =' íà @


k kHs(Rn);  2 S:

Çäåñü è äàëåå 
 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Âçÿâ

çàìûêàíèå C1(
) ïî ýòîé íîðìå, ïîëó÷èì ïðîñòðàíñòâî Hs(
).

Îïðåäåëèì òàêæå ïðîñòðàíñòâîHs
N
(
), ¾ïîõîæåå¿ íà ïðîñòðàí-

ñòâî Hs(
) . Èìåííî, ðàññìîòðèì â îáëàñòè 
 áèãàðìîíè÷åñêèé

îïåðàòîð �2 ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà @
: @(�)
@n

= 0, @�(�)
@n

= 0. Ââå-

äåì òàêæå ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé fXi(x)g è ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé f�2i g, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó îïåðàòîðó è ýòèì êðàå-

âûì óñëîâèÿì. Çàìåòèì, ÷òî ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ âñå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íà÷èíàÿ ñ íåíóëåâîãî. Ïîëîæèì òåïåðü:

k'k2Hs
N
(
) =

1X
i=1

�2si '
2
i , ãäå 'i =

Z



'(x)Xi(x)dx:

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H
N
(
) çàìûêàíèå ïî íîðìå

k�kH(
) ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî-ãëàäêèõ íà 
 ôóíêöèé, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ ñëåäóþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì: åñëè  2 (0; 1:5), òî óñëî-

âèÿ îòñóòñòâóþò, åñëè  2 (1:5; 3:5), òî @'

@n
= 0, åñëè  2 (3:5; 5:5),

òî @'

@n
= 0 è @�'

@n
= 0, åñëè  2 (5:5; 7:5), òî @'

@n
= 0, @�'

@n
= 0 è

@�2'

@n
= 0 è ò. ä.

Äëÿ äàëüíåéøåãî, íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ èçâåñòíàÿ òåî-

ðåìà (ñì. [46]).

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé u(x), äëÿ êîòîðûõ

ðÿä
P1

i=1 �
2
i '

2
i ñõîäèòñÿ, ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì H

N
(
).

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà  = 1.5; 3.5; 5.5;... ìû íå ðàññìàòðèâàåì.

Ìû ïðèâîäèì çäåñü ýòó èçâåñòíóþ òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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Ïóñòü 
 � R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé;

f�2i g10 , fXi(x)g10 � ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé çàäà÷è Íåéìàíà â îáëàñòè 
, ò.å. �2Xi(x)��2iXi(x) = 0 â


, @Xi

@n
j@
 = @�Xi

@n
j@
 = 0. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðè-

âàþòñÿ âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ íóëåâîå (�0 = 0). Ñè-

ñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííàÿ âûøå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé

â L2(
), òàê êàê îíà ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

â çàäà÷å Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ y(x; t) 2 L2(
 � (0; T )) íàçûâàåòñÿ

ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è:

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
+�2

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x);

y0tjt=0 =  (x); (1)

@y

@n
j� = R(x; t);

@�y
@n
j� = P (x; t);

åñëè äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ïðîáíîé ôóíêöèè �(x; t) èìååò ìåñòî èí-

òåãðàëüíîå òîæäåñòâî:Z
QT

Z
y(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



('�0
t �  �)jt=0dx�

�
Z
�

P (x; t)�(x; t)d��
Z
�

R(x; t)��(x; t)d�;

ãäå � = @
 � (0; T ) è �(x; t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé

çàäà÷è (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé):
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8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
+�2

�
�(x; t) = �(x; t) â QT ;

�jt=T = �0
tjt=T = 0; (2)

@�
@n
j� = @��

@n
j� = 0:

Ëåììà 1.Ïóñòü P (x; t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èç L2(�) èR(x; t) 2
H2(�), ' 2 H1(
),  2 L2(
). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Tn(t) êàê ðå-

øåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

T 00
n (t) + �2nTn(t) =

Z
@


Xn(x)P (x; t)d� +

Z
@


�Xn(x)R(x; t)d�;

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: Tn(0) = 'n = (';Xn), T
0
n(0) =  n =

( ;Xn), à òàêæå ïîëîæèì yN(x; t) :=
NP
n=0

Xn(x)Tn(t). Òîãäà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé yN(x; t) ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåí-

íûõ ôóíêöèé ê ñëàáîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ êàê ðåøå-

íèå çàäà÷è (2). Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì:Z
QT

Z
yN(x; t)

�
@2

@t2
+�2

�
�(x; t)�

�
@2

@t2
+�2

�
yN(x; t)�(x; t)dxdt =

=

Z



(yN�
0
t � (yN)

0
t�)jt=0dx�

Z
�

@yN
@n

��+ yN
@��

@n
d��

�
Z
�

@�yN
@n

�+�yN
@�

@n
d�:

Äâà èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü, òàê êàê @�
@n
j� =

@��
@n

j� = 0, à yN(x; t) � êîíå÷íàÿ êîìáèíàöèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé, òàêèõ ÷òî: @Xi

@n
j@
 = @�Xi

@n
j@
 = 0 . ÒîãäàZ

QT

Z
yN(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



(yN�
0
t � (yN)

0
t�)jt=0dx+

+

Z
QT

Z NX
n=0

(gn(t)� fn(t))Xn(x)�(x; t)dxdt;
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â ñèëó ðàâåíñòâà:�
@2

@t2
+�2

�
yN(x; t) =

NX
n=0

�
T 00
n + �2nTn

�
Xn(x) =

NX
n=0

(gn(t)�fn(t))Xn(x);

ãäå fn(t) =

Z
@


Xn(x)P (x; t)d�; gn(t) =

Z
@


�Xn(x)R(x; t)d�:

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë
R
QT

R NP
n=0

fn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt. Ïóñòü�i(t) =R



�(x; t)Xi(x)dx. Òîãäà:

Z
QT

Z NX
n=0

fn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt =

=

Z
QT

Z
Xn(x)

NX
n=0

Z
@


Xn(ex)P (ex; t)d�ex 1X
i=0

�i(t)Xi(x)dxdt =

=

TZ
0

0@ 1X
i=0

NX
n=0

�i(t)

Z



Xn(x)Xi(x)dx

Z
@


Xn(ex)P (ex; t)d�ex
1A dt =

=

TZ
0

NX
i=0

�i(t)fi(t)dt:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

lim
N!1

TZ
0

NX
i=0

�i(t)fi(t)dt = lim
N!1

TZ
0

NX
i=0

�i(t)

0@Z
@


Xi(ex)P (ex; t)d�ex
1A dt =

= lim
N!1

TZ
0

Z
@


 
NX
i=0

�i(t)Xi(ex)
!
P (ex; t)d�

exdt =

TZ
0

Z
@


�(ex; t)P (ex; t)d�:
Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãîé èíòåãðàë

R
QT

R NP
n=0

gn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt.

Èìååì: Z
QT

Z NX
n=0

gn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt =

49



=

Z
QT

Z
Xn(x)

NX
n=0

Z
@


�Xn(ex)R(ex; t)d�ex 1X
i=0

�i(t)Xi(x)dxdt =

=

TZ
0

0@ 1X
i=0

NX
n=0

�i(t)

Z



Xn(x)Xi(x)dx

Z
@


�Xn(ex)R(ex; t)d�ex
1A dt =

=

TZ
0

NX
i=0

�i(t)gi(t)dt:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

lim
N!1

TZ
0

NX
i=0

�i(t)gi(t)dt = lim
N!1

TZ
0

NX
i=0

�i(t)

0@Z
@


�Xi(ex)R(ex; t)d�ex
1A dt =

= lim
N!1

TZ
0

Z
@


 
NX
i=0

�i(t)�Xi(ex)
!
R(ex; t)d�

exdt =

TZ
0

Z
@


��(ex; t)R(ex; t)d�:
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü èíòåãðàë

R



(yN�
0
t� (yN)

0
t�)jt=0dx. Â ñèëó

âûáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ôóíêöèè Tn(t) ïîëó÷èì:

lim
N!1

Z



(yN�
0
t � (yN)

0
t�)jt=0dx =

= lim
N!1

Z



NX
n=0

Xn(x)'n�
0
t(x; 0)�

NX
n=0

Xn(x) n�(x; 0)dx =

=

Z



('�0
t �  �)jt=0dx:

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî yN(x; t) ñõîäèòñÿ ïðè N !
1 â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ

çàäà÷è (1). Ëåììà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì < f; g >:=
R
@


f(x)g(x)d� è îïðåäåëèì ñëåäóþùèå

÷èñëà:

bnm(T ) =
1

2�n�m
< Xn; Xm >

�
sin(�n � �m)T

�n � �m
� sin(�n + �m)T

�n + �m

�
;

cnm(T ) =
1

2
< Xn; Xm >

�
sin(�n � �m)T

�n � �m
� sin(�n + �m)T

�n + �m

�
;
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dnm(T ) =
1

2�n
< Xn; Xm >

�
1� cos(�n � �m)T

�n � �m
� 1� cos(�n + �m)T

�n + �m

�
;

à òàêæå ÷èñëà CN
i (T ), C

N
i (T ), êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû:

8>>>>><>>>>>:

NP
m=1

�
bnmCN

m + dnmCN
m

�
= A

(1)
n (T ); (n = 1; :::; N);

(3)
NP
m=1

�
dnmCN

m + cnmCN
m

�
= A

(2)
n (T ); (n = 1; :::; N);

ãäå

A
(1)
n (T ) = 'n cos(�nT ) +

 n
�n

sin(�nT );

A
(2)
n (T ) = ��n'n sin(�nT ) +  n cos(�nT ):

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå �n = �m, âûðàæåíèÿ
sin(�n��m)T

�n��m
, 1�cos(�n��m)T

�n��m

ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå ïðåäåëà j�n � �mj ! 0.

Ëåììà 2. ×èñëà CN
i (T ), C

N
i (T ) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè T �!

1. Äîêàçàòåëüñòâî: Èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë bnm, cnm, dnm ñëåäó-

åò, ÷òî ìàòðèöà AN(T ) ñèñòåìû (1) èìååò âèä AN(T ) = A0
N(T ) +

BN(T ), ãäå A
0
N(T ) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà âèäà:0BBBBBBBBB@

1
2�21

hX1; X1iT 0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0

0 1
2�22

hX2; X2iT : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 1
2
hXN�1; XN�1iT 0

0 : : : : : : : : : : : : : : : : : 0 1
2
hXN ; XNiT

1CCCCCCCCCA
à âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû BN(T ) îãðàíè÷åííû. Ñëåäîâàòåëüíî

èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî kBN(T )k � const, ãäå const íå çàâèñèò

îò T . Îáîçíà÷èì �x = fCN
i (T ); C

N
i (T )g è ïóñòü x1; x2; :::; x2N - êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà �x, à a01T; a
0
2T; :::; a

0
2NT - äèàãîíàëüíûå êîìïîíåí-

òû ìàòðèöû A0
N(T ). Ïóñòü òàêæå k�xk =

2NP
i=1

jxij. Òîãäà ïîëó÷èì

kA0
N(T )�xk =

2NP
i=1

ja0iTxij �
2NP
i=1

min
i
(ja0i jT )jxij = CT

2NP
i=1

jxij = CTk�xk,
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ãäå C = min
i
(ja0i j). Ïóñòü b - ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1). Ñëåäîâà-

òåëüíî:

CTk�xk � kA0
N(T )�xk = kb+BN(T )�xk � kbk+ kBN(T )�xk �

� kbk+ kBN(T )kk�xk � kbk+ constk�xk:

Äàëåå

k�xk � kbk
CT � const

; const > 0 íå çàâèñèò îò T :

Îòñþäà, î÷åâèäíî, ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ãëàâíûé ðåçóëüòàò äàííîé

ãëàâû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ' 2 H1+�
N

(
),  2 H�
N
(
) è ôóíêöèÿ y(x; t)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
+�2

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x);

y0tjt=0 =  (x); (4)

@y

@n
j� = 0;

@�y
@n
j� = UN(x; t);

ãäå UN(t; T; x) =
PN

s=1

�
CN
s (T )

sin�s(T�t)
�s

+ CN
s (T ) cos�s(T � t)

�
Xs(x)

ïðè t < T è UN � 0 ïðè t � T , T = const > 0. Òîãäà èìååò ìåñòî

îöåíêà:

ky(x; T )k2H�
N
(
) � C

�
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
�2

A(N)B(N)+

+
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

�
N�2�+2�; (5)
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ãäå � > 0 � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ÷èñëî � 2 (0; 1:5) îïðåäå-

ëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
1P
n=1

kXnk2L2(@
)n�4+2�, à âåëè-

÷èíû A(N), B(N) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

A(N) =
1X

n=N+1

kXnk2L2(@
)n�4+2�;

B(N) =

 
NX
s=1

kXskL2(@
)
!2

:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) ïðåäñòàâ-

ëåíèå â âèäå ðÿäà, ïîëó÷åííîãî â ëåììå 2. Åãî ìîæíî èíòåðïðå-

òèðîâàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ êîëåáàíèé ñèñòåìû ìàÿòíèêîâ:

T 00
n (t) + �2nTn(t) =

=
NX
s=1

�
CN
s (T )

sin�s(T � t)

�s
+ CN

s (T ) cos�s(T � t)

�
hXs(x); Xn(x)i :

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè t = T áóäåò èìåòü âèä:

Tn(T ) = 'n cos�nT +
 n
�n

sin�nT+

+
NX
s=1

1

2�n�s
CN
s (T )

�
sin(�n � �s)T

�n � �s
� sin(�n + �s)T

�n + �s

�
hXs(x); Xn(x)i�

�
NX
s=1

1

2�n
CN
s (T )

�
cos(�n � �s)T

�n � �s
+

cos(�n + �s)T

�n + �s

�
hXs(x); Xn(x)i+

+
NX
s=1

1

2�n
CN
s (T )

�
1

�n � �s
+

1

�n + �s

�
hXs(x); Xn(x)i :

Çà ñ÷åò ïðèâåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ ÷èñåë CN
i , C

N
i ïîëó-

÷èì, ÷òî Tn(T ) = 0 ïðè n = 1; 2; :::; N , ñëåäîâàòåëüíî èìååì:

NX
n=1

Xn(x)Tn(T ) = 0:

Îöåíèì âåëè÷èíó jTn(T )j:

jTn(T )j � j'nj+ j nj
j�nj+
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+
1

j�nj
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
j�N � �nj

 
NX
s=1

kXskL2(@
)
!
kXnkL2(@
):

Îöåíèì òàêæå âåëè÷èíó SN =
1P

n=N+1

Tn(T )Xn(x):

kSNk2 :=


1X
n=N+1

Tn(T )Xn(x)


2

H�
N
(
)

=
1X

n=N+1

T 2
n(T )�

2�
n :

Äàëåå

kSNk2 � kS1Nk2 + kS2Nk2;

ãäå S1N =
1X

n=N+1

�
j'nj+ j nj

j�nj
�
;

S2N =
1X

n=N+1

1

j�nj
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
j�N � �nj

 
NX
s=1

kXskL2(@
)
!
kXnkL2(@
):

Òîãäà:

kS2Nk2 �
�

max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
�2 1X

n=N+1

j�nj2�
j�nj2j�N � �nj2�

�
 

NX
s=1

kXskL2(@
)
!2

kXnk2L2(@
) �

� C

�
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
�2

A(N)B(N):

Â ïîñëåäíåé îöåíêå ìû âîñïîëüçîâàëèñü àñèìïòîòèêîé ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé äëÿ îïåðàòîðà �2 íà ïëîñêîé îãðàíè÷åííîé îáëà-

ñòè: �n � n. Âåëè÷èíà � îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü ñõîäèìîñòüþ ðÿäàP
n

kXnk2L2(@
)
n4�2�

.

Òåïåðü íóæíî îöåíèòü kS1Nk2. Èìååì:

kS1Nk2 �
1X

n=N+1

�
j'nj2 + j nj2

j�nj2
�
�2�n :

Äàëåå óñòàíîâèì îöåíêè äëÿ j'nj è j nj. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ ëåììà.
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Ëåììà 3.Ïóñòü ' 2 H1+�
N

(
),  2 H�
N
(
). Òîãäà j'kj �

k'k
H
1+�
N

(
)

j�kj1+�
,

j kj
j�kj

� k kH�
N
(
)

j�kj1+�
. Ïðè ýòîì H1+�

N
(
) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

k'k2
H1+�
N

(
)
=

1X
n=1

�2(1+�)n '2n � �
2(1+�)
k '2k;

k k2H�
N
(
) =

1X
n=1

�2�n  
2
n � �2�k  

2
k:

Äàëüíåéøåå î÷åâèäíî.

Íà îñíîâàíèè îöåíîê äëÿ j'nj, j nj, ïîëó÷àåì:

kS1Nk2 �
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

� 1X
n=N+1

j�2�n jj�nj�2�2� �

�
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

� 1X
n=N+1

j�nj�2�2�+2� �

�
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

� 1X
n=N+1

n�2�2�+2� �

�
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

�
N�2�+2�:

Ñëåäîâàòåëüíî:

kSNk2H�
N
(
) � C

�
max
s=1;::;N

fjCN
s j; jCN

s jg
�2

A(N)B(N)+

+
�
k'k2

H1+�
N

(
)
+ k k2H�

N
(
)

�
N�2�+2�:

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èñïîëüçóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîçìîæ-

íîñòè ïðèâåäåíèÿ â ¾" � îêðåñòíîñòü¿ ïîêîÿ ïëàñòèíû ïðîèç-

âîëüíîé ôîðìû ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷åííûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè-

÷èíå ãðàíè÷íûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé. Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî �

èç òåîðåìû 1, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
1P
n=1

kXnk2L2(@
)n�4+2�.
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Âîçüìåì ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ Xi. Îöåíèì êâàäðàò åå íîðìû

â L2(@
). Ïî òåîðåìå î ñëåäàõ èìååì:

kXnk2L2(@
) � C(�)kXnk2
H

1
2+�(
)

; � > 0�ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ:

Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî L = spanfXig11 � ëèíåéíàÿ îáîëî÷-

êà âñåõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, çà èñêëþ÷åíèåì X0. Èçâåñòíî, ÷òî

ñóììà ðÿäà
P
�2sk '

2
k çàäàåò íîðìó íà L, ýêâèâàëåíòíóþ íîðìå èñ-

õîäíîãî ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà Hs(
). Òàêèì îáðàçîì:

kXnk2
H

1
2+�(
)

� C�1+2�n :

Ïîñêîëüêó �n � n, ïðè n!1, èìååì:

kXnk2L2(@
) � C1n
1+2�;

1X
n=1

kXnk2L2(@
)n�4+2� � C1(�)
1X
n=1

n1+2� � n�4+2�:

Äëÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû �1�2�+4�2� >

1. Ñëåäîâàòåëüíî � < 1� � < 1.

Âûáåðåì òåïåðü � > � è N òàê, ÷òîáû âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðà-

âîé ÷àñòè (5) áûëî ìåíüøå "=2, ãäå " > 0 çàäàííîå íàïåðåä ìà-

ëîå ÷èñëî. Äàëåå, âûáåðåì âåëè÷èíó T > 0 òàê, ÷òîáû ïåðâîå

ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5) áûëî òàêæå ìåíüøå "=2 (ýòî âîç-

ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó ëåììû 2). Òåïåðü, óâåëè÷èâàÿ ñíîâà âåëè-

÷èíó T (åñëè ýòî äåéñòâèòåëüíî íóæíî), óäîâëåòâîðèì óñëîâèþ

jUN(t; T; x)j < M , ãäå M � âåëè÷èíà îãðàíè÷åíèÿ íà ãðàíè÷íîå

óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå.

Òàêèì îáðàçîì, ïóòåì ÿâíî çàäàííîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ

ìîæíî ïðèâåñòè íà÷àëüíûå êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû â ñîñòîÿíèå " �

îêðåñòíîñòè ïîêîÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà H�, ãäå � � ÷èñëî, ìåíü-

øåå åäèíèöû.
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Ïîñ÷èòàåì òåïåðü ïàðàìåòð � äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé è êðóãëîé

ïëàñòèí.

Ïðèìåð 1 (êâàäðàòíàÿ ïëàñòèíà). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíî-

ñòè áóäåì ñ÷èòàòü äëèíó ðåáðà êâàäðàòà ðàâíîé åäèíèöå. Òîãäà

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà âîçâåäåííîãî â êâàäðàò

â êâàäðàòíîé îáëàñòè áóäóò èìåòü âèä:

Xk
i = cos(�ix) cos(�ky) i = 1; 2; :::; k = 1; 2; ::::

Î÷åâèäíî, ÷òî kXk
i k2L2(@
) � 1 i = 1; 2; :::; k = 1; 2; ::: : Ñëå-

äîâàòåëüíî, íóìåðóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xk
i îäíèì èíäåêñîì n â

ñîîòâåòñòâèè ñ ðîñòîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïîëó÷èì

kXnk2L2(@
) � 1 n = 1; 2; ::::

Òàêèì îáðàçîì

1X
n=1

kXnk2L2(@
)n�4+2� �
1X
n=1

n�4+2�:

Äëÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 4� 2� > 1. Ñëåäî-

âàòåëüíî � < 1:5.

Ïðèìåð 2 (êðóãëàÿ ïëàñòèíà). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè

áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðóãëóþ ïëàñòèíó ñ ðàäèóñîì åäèíèöà. Ñîá-

ñòâåííûå ôóíêöèè íàøåé çàäà÷è áóäóò èìåòü òî÷íî òàêîé æå âèä

êàê è â ãëàâå 1:

Xm
n =

Jn(�
m
n r)e

in's
1R
0

rJn(�mn r)dr

; m; n = 1; 2; :::;

ãäå Jn - ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ñ èíäåêñîì n, �
m
n -m-é íóëü n-é ôóíêöèè

Áåññåëÿ, r; ' - ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû.

Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì â ïðåäûäó-

ùåé ãëàâå ïîëó÷èì:

kXjk2L2(@
) = Cj
1
3 ;
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1X
j=1

kXjk2L2(@
)j�4+2� � C
1X
j=1

j
1
3 j�4+2�:

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè �1
3
+4� 2� > 1. Ñëåäîâàòåëüíî � < 7

6
.
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Ãëàâà 4

Òî÷íîå óïðàâëåíèå êîëåáàíèÿìè ïðÿìîóãîëüíîé

ïëàñòèíû ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ ñèë

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ êîëåáàíè-

ÿìè ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñ îãðàíè÷åíèåì íà àáñîëþòíóþ âå-

ëè÷èíó óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ

âûøå çàäà÷, öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå ïëàñòèíû â

ñîñòîÿíèå ïîêîÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íîãî óïðàâ-

ëåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ òàêæå, ÷òî êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû ìîæíî îñòà-

íîâèòü ñ ïîìîùüþ ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñè-

ëû. Ïðè ýòîì óêàçûâàåòñÿ ÿâíûé âèä óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå óïðàâ-

ëåíèÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìîé ìàÿòíèêîâ âèäà:

T 00
n (t) + �2nTn(t) =

Z
@


Pn(x; t)U(x; t)d�;

Tn(0) = 'n; T 0
n(0) =  n n = 1; 2; :::;

ãäå U(x; t) � óïðàâëåíèå, fPn(x; t)g � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé.

Ïóñòü T � çàäàííîå âðåìÿ óïðàâëåíèÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìîé ìàÿò-

íèêîâ. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå U(x; t), ÷òîáû Tn(T ) = 0, T 0
n(T ) = 0

äëÿ âñåõ n = 1; 2; ::: . Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ñòðîèëè óïðàâëå-

íèå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ ïðèõîäèëè ïåðâûå N

ìàÿòíèêîâ, à âîçìóùåíèå âûçûâàåìîå îñòàëüíûìè îöåíèâàëîñü.

Çäåñü æå áóäåò ïîñòðîåíî óïðàâëåíèå îñòàíàâëèâàþùåå âñþ ñ÷åò-

íóþ ñèñòåìó ìàÿòíèêîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó íà óïðàâëåíèå íå

â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ïëàñòèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîëüíóþ
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îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü. Îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ áóäåò ïðÿìîóãîëü-

íàÿ ïëàñòèíà, äëèíû ñòîðîí êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè

÷èñëàìè.

Êàê óæå óïîìèíàëîñü ðàíåå, çàäà÷è îá óïðàâëåíèè ïëàñòèíà-

ìè è ìåìáðàíàìè â ñëó÷àÿõ ãðàíè÷íîãî è ðàñïðåäåëåííîãî âî âñåé

ïîâåðõíîñòè óïðàâëåíèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñ óïðàâëåíèåì ñ÷åòíûìè

ñèñòåìàìè ìàÿòíèêîâ. Ïðè ýòîì, â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåííîãî óïðàâ-

ëåíèÿ, äëÿ êàæäîãî ìàÿòíèêà ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîå óïðàâëÿþ-

ùåå âîçäåéñòâèå, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó. Â íàøåì ñëó-

÷àå âñÿ ñèñòåìà ìàÿòíèêîâ óïðàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òîëüêî îäíîé

ôóíêöèè U(x; t).

Ïóñòü 
 � R2 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé;

f�2i g11 , fXi(x)g11 � ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ

ôóíêöèé çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè 
, ò.å. �2Xi(x)� �2iXi(x) = 0

â 
, Xij@
 = �Xij@
 = 0. Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, îïðåäå-

ëåííàÿ âûøå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â L2(
), òàê êàê îíà ñîâïàäàåò ñ

ñèñòåìîé ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà

Ëàïëàñà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ y(x; t) 2 L2(
 � (0; T )) íàçûâàåòñÿ

ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è:

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
+�2

�
y = 0 â QT = 
� (0; T );

yjt=0 = '(x);

y0tjt=0 =  (x); (1)

yj� = R(x; t);

�yj� = P (x; t);
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åñëè äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ïðîáíîé ôóíêöèè �(x; t) èìååò ìåñòî èí-

òåãðàëüíîå òîæäåñòâî:Z
QT

Z
y(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



('�0
t �  �)jt=0dx+

+

Z
�

P (x; t)
@�(x; t)

@n
d� +

Z
�

R(x; t)
@��(x; t)

@n
d�;

ãäå � = @
 � (0; T ) è �(x; t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé

çàäà÷è (êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé):

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
+�2

�
�(x; t) = �(x; t) â QT ;

�jt=T = 0;

�0
tjt=T = 0;

(2)

�j� = 0;

��j� = 0:

Ëåììà 1.Ïóñòü P (x; t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èçH1(�) èR(x; t) 2
H3(�), ' 2 H1(
),  2 L2(
). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Tn(t) êàê ðå-

øåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

T 00
n (t) + �2nTn(t) = �

Z
@


@Xn(x)

@n
P (x; t)d� �

Z
@


@�Xn(x)

@n
R(x; t)d�;

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: Tn(0) = 'n = (';Xn), T
0
n(0) =  n =

( ;Xn), à òàêæå ïîëîæèì yN(x; t) :=
NP
n=1

Xn(x)Tn(t). Òîãäà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé yN(x; t) ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåí-

íûõ ôóíêöèé ê ñëàáîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ êàê ðåøå-
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íèå çàäà÷è (2). Ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì:Z
QT

Z
yN(x; t)

�
@2

@t2
+�2

�
�(x; t)�

�
@2

@t2
+�2

�
yN(x; t)�(x; t)dxdt =

=

Z



(yN�
0
t � (yN)

0
t�)jt=0dx�

Z
�

@yN
@n

��+ yN
@��

@n
d��

�
Z
�

@�yN
@n

�+�yN
@�

@n
d�:

Äâà èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü, òàê êàê �j� =

��j� = 0, à yN(x; t) � êîíå÷íàÿ êîìáèíàöèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíê-

öèé, òàêèõ ÷òî: Xij@
 = �Xij@
 = 0 . ÒîãäàZ
QT

Z
yN(x; t)�(x; t)dxdt =

Z



(yN�
0
t � (yN)

0
t�)jt=0dx+

+

Z
QT

Z NX
n=1

(�gn(t)� fn(t))Xn(x)�(x; t)dxdt;

â ñèëó ðàâåíñòâà:�
@2

@t2
+�2

�
yN(x; t) =

NX
n=1

�
T 00
n + �2nTn

�
Xn(x) =

NX
n=1

(�gn(t)�fn(t))Xn(x);

ãäå

fn(t) =

Z
@


@Xn(x)

@n
P (x; t)d�;

gn(t) =

Z
@


@�Xn(x)

@n
R(x; t)d�:

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë
R
QT

R NP
n=1

fn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt. Èìå-

åì: Z
QT

Z NX
n=1

fn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt =

=

Z
QT

Z
Xn(x)

NX
n=1

Z
@


@Xn(ex)
@n

P (ex; t)d�
ex

1X
i=1

�i(t)Xi(x)dxdt =
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=

TZ
0

0@ 1X
i=1

NX
n=1

�i(t)

Z



Xn(x)Xi(x)dx

Z
@


@Xn(ex)
@n

P (ex; t)d�
ex

1A dt =

=

TZ
0

NX
i=1

�i(t)fi(t)dt:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

lim
N!1

TZ
0

NX
i=1

�i(t)fi(t)dt = lim
N!1

TZ
0

NX
i=1

�i(t)

0@Z
@


@Xi(ex)
@n

P (ex; t)d�
ex

1A dt =

= lim
N!1

TZ
0

Z
@


 
NX
i=1

�i(t)
@Xi(ex)
@n

!
P (ex; t)d�

exdt =

TZ
0

Z
@


@�(ex; t)
@n

P (ex; t)d�:
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê íîðìàëü n = (nt; nx) ê � â

íàøåé çàäà÷å î÷åâèäíî èìååò âèä: n = (0; nx), ñëåäîâàòåëüíî, èñ-

ïîëüçóÿ ãëàäêîñòü ôóíêöèè � ïîëó÷èì:

@�

@n
=

@

@n

1X
i=1

�i(t)Xi(x) =
1X
i=1

@(�i(t)Xi(x))

@n
=

1X
i=1

@�i(t)

@t
Xi(x)�nt+

+�i(t)
@Xi(x)

@x
� nx =

1X
i=1

�i(t)
@Xi(x)

@x
� nx =

1X
i=1

�i(t)
@Xi(x)

@n
:

Äàëåå ðàññìîòðèì äðóãîé èíòåãðàë
R
QT

R NP
n=1

gn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt.

Èìååì: Z
QT

Z NX
n=1

gn(t)Xn(x)�(x; t)dxdt =

=

Z
QT

Z
Xn(x)

NX
n=1

Z
@


@�Xn(ex)
@n

R(ex; t)d�
ex

1X
i=1

�i(t)Xi(x)dxdt =

=

TZ
0

0@ 1X
i=1

NX
n=1

�i(t)

Z



Xn(x)Xi(x)dx

Z
@


@�Xn(ex)
@n

R(ex; t)d�
ex

1A dt =

=

TZ
0

NX
i=1

�i(t)gi(t)dt:
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû:

lim
N!1

TZ
0

NX
i=1

�i(t)gi(t)dt =

= lim
N!1

TZ
0

NX
i=1

�i(t)

0@Z
@


@�Xi(ex)
@n

R(ex; t)d�
ex

1A dt =

= lim
N!1

TZ
0

Z
@


 
NX
i=1

�i(t)
@�Xi(ex)

@n

!
R(ex; t)d�

exdt =

=

TZ
0

Z
@


@��(ex; t)
@n

R(ex; t)d�:
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî, òàê êàê:

@��

@n
=
@�

@n

1X
i=1

�i(t)Xi(x) =

=
1X
i=1

@�(�i(t)Xi(x))

@n
=

1X
i=1

@�i(t)

@t
�Xi(x)�nt+�i(t)

@�Xi(x)

@x
�nx =

=
1X
i=1

�i(t)
@�Xi(x)

@x
� nx =

1X
i=1

�i(t)
@�Xi(x)

@n
:

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü èíòåãðàë
R



(yN�
0
t� (yN)

0
t�)jt=0dx. Â ñèëó

âûáîðà íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ôóíêöèè Tn(t) ïîëó÷èì:

lim
N!1

Z



(yN�
0
t � (yN)

0
t�)jt=0dx =

= lim
N!1

Z



NX
n=1

Xn(x)'n�
0
t(x; 0)�

NX
n=1

Xn(x) n�(x; 0)dx =

=

Z



('�0
t �  �)jt=0dx:

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî yN(x; t) ñõîäèòñÿ ïðè N !
1 â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ

çàäà÷è (1).
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Ïóñòü Tk � âðåìÿ óïðàâëåíèÿ. Îïðåäåëèì ÷èñëà:

b0n(Tk) = �(�n'n cos(�nTk) +  n sin(�nTk)); n = 1; 2; ::: :

b00n(Tk) = �n'n sin(�nTk)�  n cos(�nTk); n = 1; 2; ::: :

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 
 = (0; �) � (0; �), Tk = 2�k, ãäå k = 1; 2:::;

' 2 C4(
) è ' = �' = 0 íà @
,  2 C3(
),  = 0 íà @
 è ôóíêöèÿ

y(x; t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
+�2

�
y = 0 â QT = 
� (0; Tk);

yjt=0 = '(x);

y0tjt=0 =  (x); (3)

yj� = 0;

�yj� = U(x; t);

U(x; Tk; t) = � 2

Tk

1X
n=1

1@Xn(x)
@n

2
L2(@
)

(b0n(Tk) sin�nt+b
00
n(Tk) cos�nt)

@Xn(x)

@n

ïðè t < Tk è U � 0 ïðè t � Tk, Tk = const > 0. Òîãäà y(x; Tk) =

y0t(x; Tk) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñ÷åòíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé:

T 00
n (t) + �2nTn(t) = �

Z
@


@Xn(x)

@n
U(x; t)d�;

Tn(0) = 'n; T 0
n(0) =  n; n = 1; 2; ::: :

Çàïèøåì ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïðè n = 1; 2; ::: :

Tn(t) = 'n cos�nt+
 n
�n

sin�nt� 1

�n

tZ
0

Z
@


U(x; s)
@Xn(x)

@n
sin�n(t�s)d�ds:
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Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Tn(T ) = 0, T 0
n(T ) = 0 ïðè âñåõ n = 1; 2; :::

ïîëó÷èì:

8>>>>><>>>>>:
b0n(Tk) = �

TkR
0

R
@


U(x; Tk; s)
@Xn(x)
@n

sin�nsd�ds; n = 1; 2; ::: ;

(4)

b00n(Tk) = �
TkR
0

R
@


U(x; Tk; s)
@Xn(x)
@n

cos�nsd�ds; n = 1; 2; ::: :

Ñèñòåìà (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîìèíàåìóþ ðàíåå ñèñòåìó

ìîìåíòîâ. Îáùàÿ òåîðèÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ â ìîíîãðàôèè [4]. Òàì æå äàííàÿ òåîðèÿ ïðèìåíÿåòñÿ

ê ðåøåíèþ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè îäíîìåðíîé ñòðóíû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìîìåíòîâ (4) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìå-

òîä îòëè÷íûé îò èçëîæåííûõ â ìîíîãðàôèè [4].

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà âîçâåäåííîãî â êâàäðàò â íàøåé çàäà÷å èìåþò âèä:

Xmn = sin(mx) sin(ny); �2mn = (m2 + n2)2; m; n = 1; 2; ::: :

Ñèñòåìó (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

b0mn(Tk) = �
TkR
0

R
@


U(x; y; Tk; s)
@Xmn(x)

@n
sin(�mns)d�ds;

m; n = 1; 2; ::: ;

(5)

b00mn(Tk) = �
TkR
0

R
@


U(x; y; Tk; s)
@Xmn(x)

@n
cos(�mns)d�ds;

m; n = 1; 2; ::: :

Ïî ëåììå (1) äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî íà-

õîæäåíèþ ôóíêöèè U(x; y; Tk; s), êîòîðàÿ äîñòàâëÿëà áû ðàâåí-

ñòâî âñåé ñ÷åòíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (5).

Ðàññìîòðèì ñ÷åòóþ ñèñòåìó ôóíêöèé:�
@Xmn(x; y)

@n
sin�mnt;

@Xmn(x; y)

@n
cos�mnt

�
; n;m = 1; 2; ::: :

(6)
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Äàííóþ ñèñòåìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà ìíîæåñòâå @
� (0; Tk).

Íà ýòîì ìíîæåñòâå ðàññìîòðèì òàêæå åùå îäíó ñ÷åòíóþ ñèñòåìó

ôóíêöèé:

2

Tk

@Xmn(x;y)
@n

2
L2(@
)

�
@Xmn(x; y)

@n
sin�mnt;

@Xmn(x; y)

@n
cos�mnt

�
;

n;m = 1; 2; ::: : (7)

Ëåììà 2. Ñèñòåìà ôóíêöèé (7) ÿâëÿåòñÿ áèîðòîãîíàëüíîé ê

ñèñòåìå ôóíêöèé (6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷èñëî �mn ïðè ëþáûõ èíäåêñàõ

m è n. Î÷åâèäíî, äàííîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì. Â ñèñòåìàõ

(6) è (7) âîçüìåì ïî îäíîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó ÷èñëó.

Âû÷èñëÿÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó äâóìÿ ýòèìè ôóíêöèÿ-

ìè è ó÷èòûâàÿ íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü 2

Tkk @Xmn(x;y)
@n k2

L2(@
)

, ïîëó-

÷èì åäèíèöó.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâà ÷èñëà �m1n1 è �m2n2 , ïðè÷åì m1 6= m2 è

n1 6= n2. Â ñèñòåìå (6) âîçüìåì ôóíêöèþ ñîîòâåòñòâóþùóþ �m1n1 ,

à â ñèñòåìå (7) ñîîòâåòñòâóþùóþ �m2n2 . Ñêàëÿðíî ïåðåìíîæèì

ýòè ôóíêöèè. Åñëè �m1n1 è �m2n2 ðàçëè÷íû, òî ó÷èòûâàÿ, ÷òî

ïî ïåðåìåííîé t èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî èíòåðâàëó (0; Tk), ãäå

Tk = 2�k, â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè ïîëó÷èì íóëü.

Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà �m1n1 è �m2n2 ñîâïàäàþò. Ýòî âîçìîæíî,

òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîäåðæàò êðàòíûå òî÷êè. Ñíîâà

âîçüìåì ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè èç ñèñòåì (6) è (7). Ñêàëÿð-

íîå ïðîèçâåäåíèå ìåæäó íèìè áóäåò ðàâíî íóëþ, òàê êàê Xmn =

sin(mx) sin(ny) è íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî:Z
@


@Xm1n1

@n

@Xm2n2

@n
d� = 0 m1 6= m2; n1 6= n2:

Ëåììà äîêàçàíà.
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ:

U(x; Tk; t) = � 2

Tk

1X
m=1

1X
n=1

1@Xmn(x;y)
@n

2
L2(@
)

(b0mn(Tk) sin(�mnt)+

+b00mn(Tk) cos(�mnt))
@Xmn(x; y)

@n
: (8)

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ (8) â (5) è èñïîëüçóÿ ëåììó 2 âèäèì, ÷òî

U(x; Tk; t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé.

Ïîñëå óïîðÿäî÷èâàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïî âîçðàñòàíèþ,

ôóíêöèÿ (8) ïðèìåò âèä:

U(x; Tk; t) = � 2

Tk

1X
n=1

1@Xn(x)
@n

2
L2(@
)

(b0n(Tk) sin�nt+

+b00n(Tk) cos�nt)
@Xn(x)

@n
: (9)

Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (9) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.@Xmn(x;y)
@n

2
L2(@
)

= 2� � 2 + (�1)m + (�1)n; m; n = 1; 2; ::: :

Ñëåäîâàòåëüíî:

1@Xmn(x;y)
@n

2
L2(@
)

� 1

2� � 4
; m; n = 1; 2; ::: :

Òàêèì îáðàçîì:

jU(x; Tk; t)j � 2

Tk

1X
n=1

1

2� � 4
(jb0n(Tk)j+ jb00n(Tk)j) �

� 4

(2� � 4)Tk

1X
n=1

(�nj'nj+ j nj): (10)

Ñîãëàñíî [41], âûáîð íà÷àëüíûõ äàííûõ â òåîðåìå 1 îáåñïå÷èâàåò

ñõîäèìîñòü ðÿäà (10). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç îöåíêè (10) ñëåäóåò, ÷òî óâåëè÷èâàÿ âðåìÿ Tk êîëåáàíèÿ

ïëàñòèíû ìîæíî îñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ ñêîëü óãîäíî ìàëîé ïî

àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñèëû.
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Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêó ñíèçó äëÿ âðåìåíè óïðàâëåíèÿ. Ïóñòü

èçíà÷àëüíî ôóíêöèÿ óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ áûëà îãðàíè÷åíà

ïî ìîäóëþ:

jU(x; t)j �M:

Âûáåðåì Tk òàêèì, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

4

(2� � 4)Tk

1X
n=1

(�nj'nj+ j nj) �M: (11)

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (11) ïîëó÷èì:

Tk �
4

1P
n=1

(�nj'nj+ j nj)
M(2� � 4)

: (12)

Ðåçóëüòàò ïîëó÷åííûé â òåîðåìå 1 îñòàåòñÿ âåðíûì â ñëó÷àå êî-

ãäà äëèíû ñòîðîí ïëàñòèíû ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ðàöèîíàëü-

íûìè ÷èñëàìè. Ïóñòü c1 =
a1
b1
, c2 =

a2
b2
äëèíû ñòîðîí ïëàñòèíû, ãäå

a1; a2; b1; b2 íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â íà-

øåé çàäà÷å áóäóò èìåòü âèä:

�2mn = �2
�
m2

c21
+
n2

c22

�2

; m; n = 1; 2; ::: :

Âðåìÿ óïðàâëåíèÿ âûáåðåì ðàâíûì

Tk = 2a21a
2
2k; k = 1; 2; ::: :

Ïðîâîäÿ äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå èçëîæåííîìó âûøå, ïîëó-

÷èì òðåáóåìîå.

Â òåîðåìå 1 óïðàâëåíèå êîëåáàíèÿìè ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ

òîëüêî îäíîãî êðàåâîãî óñëîâèÿ. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî óïðàâëÿÿ

äâóìÿ óñëîâèÿìè, òàêæå ìîæíî îñòàíîâèòü ïëàñòèíó çà êîíå÷íîå

âðåìÿ. Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ ' è  ñëåäóåò âûáèðàòü

èç áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 
 = (0; �)� (0; �), Tk = 2�k, ãäå k = 1; 2:::;,

' 2 C3(
) è ' = 0 íà @
,  2 C2(
),  = 0 íà @
 è ôóíêöèÿ
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y(x; t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è:8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
@2

@t2
+�2

�
y = 0 â QT = 
� (0; Tk);

yjt=0 = '(x);

y0tjt=0 =  (x); (13)

yj� = U(x; t);

�yj� = U(x; t);

U(x; Tk; t) = � 2

Tk

1X
n=1

1@Xn(x)
@n

2
L2(@
)

(b0n(Tk) sin�nt+b
00
n(Tk) cos�nt)

@Xn(x)

@n

ïðè t < Tk è U � 0 ïðè t � Tk, Tk = const > 0. Òîãäà y(x; Tk) =

y0t(x; Tk) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñ÷åòíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé:

T 00
n (t) + �2nTn(t) = �

Z
@


@Xn(x)

@n
U(x; t)d� �

Z
@


@�Xn(x)

@n
U(x; t)d�;

Tn(0) = 'n; T 0
n(0) =  n; n = 1; 2; ::: :

Òàê êàê �Xn = �nXn ïîëó÷èì:

T 00
n (t) + �2nTn(t) = �(1 + �n)

Z
@


@Xn(x)

@n
U(x; t)d�:

Çàïèøåì ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïðè n = 1; 2; ::: :

Tn(t) = 'n cos�nt+
 n
�n

sin�nt�

�1 + �n
�n

tZ
0

Z
@


U(x; s)
@Xn(x)

@n
sin�n(t� s)d�ds:

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ Tn(T ) = 0, T 0
n(T ) = 0 ïðè âñåõ n = 1; 2; :::

ïîëó÷èì:
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8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

b0n(Tk) = �(1 + �n)
TkR
0

R
@


U(x; Tk; s)
@Xn(x)
@n

sin�nsd�ds;

n = 1; 2; ::: ;

(14)

b00n(Tk) = �(1 + �n)
TkR
0

R
@


U(x; Tk; s)
@Xn(x)
@n

cos�nsd�ds;

n = 1; 2; ::: :

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (14) áóäåì ïðè-

ìåíÿòü ìåòîä èçëîæåííûé â òåîðåìå 1.

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ëà-

ïëàñà âîçâåäåííîãî â êâàäðàò â íàøåé çàäà÷å èìåþò âèä:

Xmn = sin(mx) sin(ny); �2mn = (m2 + n2)2; m; n = 1; 2; ::: :

Ñèñòåìó (14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

b0mn(Tk) = �(1 + �mn)
TkR
0

R
@


U(x; y; Tk; s)
@Xmn(x)

@n
sin(�mns)d�ds;

m; n = 1; 2; ::: ;

(15)

b00mn(Tk) = �(1 + �mn)
TkR
0

R
@


U(x; y; Tk; s)
@Xmn(x)

@n
cos(�mns)d�ds;

m; n = 1; 2; ::: :

Ïî ëåììå 1 äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî íà-

õîæäåíèþ ôóíêöèè U(x; y; Tk; s), êîòîðàÿ äîñòàâëÿëà áû ðàâåí-

ñòâî âñåé ñ÷åòíîé ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (15).

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ:

U(x; Tk; t) = � 2

Tk

1X
m=1

1X
n=1

1@Xmn(x;y)
@n

2
L2(@
)

(1 + �mn)
(b0mn(Tk) sin(�mnt)+

+b00mn(Tk) cos(�mnt))
@Xmn(x; y)

@n
): (16)
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Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ (16) â (15) è ïðèìåíÿÿ ëåììó 2 âèäèì,

÷òî U(x; Tk; t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé.

Ïîñëå óïîðÿäî÷èâàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïî âîçðàñòàíèþ,

ôóíêöèÿ (6) ïðèìåò âèä:

U(x; Tk; t) = � 2

Tk

1X
n=1

1@Xn(x)
@n

2
L2(@
)

(1 + �n)
(b0n(Tk) sin�nt+

+b00n(Tk) cos�nt)
@Xn(x)

@n
): (17)

Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä (17) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.@Xmn(x;y)
@n

2
L2(@
)

= 2� � 2 + (�1)m + (�1)n; m; n = 1; 2; ::: :

Ñëåäîâàòåëüíî:

1@Xmn(x;y)
@n

2
L2(@
)

� 1

2� � 4
; m; n = 1; 2; ::: :

Òàêèì îáðàçîì:

jU(x; Tk; t)j � 2

Tk

1X
n=1

1

(2� � 4)(1 + �n)
(jb0n(Tk)j+ jb00n(Tk)j) �

� 4

(2� � 4)Tk

1X
n=1

(j'nj+ j nj
�n

): (18)

Ñîãëàñíî [41], âûáîð íà÷àëüíûõ äàííûõ â òåîðåìå 1 îáåñïå÷èâàåò

ñõîäèìîñòü ðÿäà (18). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëÿÿ äâóìÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ïëàñòè-

íó ìîæíî îñòàíîâèòü äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà íà÷àëüíûõ âîç-

ìóùåíèé.
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